Semana 2 - Clase 4 18/09/08 Tema 1: Series

Series de potencias

1. Introduccion

La idea de series se puede ampliar al permitir que sus términos sean funciéon de alguna
variable (una o varias), esto es a, = a,(x). Esta extension del concepto se serie, trae como
consecuencia que ahora las sumas parciales dependen de x

n

Sn = Sn(¥) = Zak(x) = ap(x) + a1(x) + as(x) + - -,

k=1

con lo cual, si
lfm s, (z) = S(z) = Y ax(z),
k=1

entonces, el comportamiento de las serie también dependera de la variable.

La convergencia de la serie podra ser posible para algunos valores de x y no para otros.
El punto central con las series de funciones f(z) complicadas es la de tratar de construir
funciones como una serie de términos, ax(x), mas simples. Asi, esas sumas parciales f,(x)
constituiran la funcion deseada

n

fulz) =D ax(x) = f(x) =) ar(z) = nlfjf)loz@k(f)

k=1 k=1

Estaremos interesados en aquellas funciones a las cuales converjan las sumas parciales de
una serie. Para fijar conceptos, comenzaremos por las series de funciones mas comunes: Las
Series de Potencias.

2. Series de Potencias

Asociaremos una serie de potencias a, = ¢,z a un polinomio de grado infinito.

o0
P(z) = co+arz+ea’ e’ +eat+- - = E cpx™ o también  P(r—xg)

Mg

Cn (T — x0)"

Esta asociacion tiene la ventaja de permitirnos intuir algunos comportamientos de la serie pa-
ra algunos valores de x. Los coeficientes ¢, son nimeros independientes de x. Pero, mas atn,

. . . ’ . . o0 n
estas series pueden ser series de potencias de nimero complejos. Vale decir, > ¢,2"con
z=x+1y.
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3. Convergencia de una serie de potencias

Se pueden utilizar todos los criterios que hemos desarrollado anteriormente. Asi una serie
de potencias Y~ a, (z — xo)" converge en un punto o si el lim, .o Y o a, (z — )"
existe, para x = xg, para todo z o para algunos x.

Una serie de potencias » - ¢, (z — xo)" convergerd absolutamente s el

n
lim E
n—o0 £

Jj=0

¢j(x — xo)j

=p

existe.
También se cumplird el criterio de convergencia absoluta. Esto es, si > > ||cn (z — )" |
converge = » > ¢, (r — )" converge, pero el inverso no es siempre verdad.
Los criterios mas populares para evaluar la convergencia, se seguiran cumpliendo. Asi el
criterio de D’Alembert y el de la raiz de Cauchy se podran reescribir como:
Cny1 (T — xo)nJrl
Cn (T — x0)"

M, oo V/Cn (x — x0)" = p(2)

Solo que ahora es bueno enfatizar que p = p(x), es decir que el limite dependerd de la
variable. Llamaremos, de ahora en adelante a este limite el radio o entorno de convergencia,
el cual delimitara los valores de x para que la serie de potencias converja.

1im,, o0 = p(x) p(r) <1 = converge

p(x) >1 = diverge

Ejemplos

1. Considermos la siguiente serie

2 a3 " 2 "
(r) =1 I T N S T i
sa(@) =14+ T+t ot nz%”!
por lo tanto
$n+1
n !
tfm 20— g [P g |2 H:
n—oo n— oo - n—o00 n—|—1
n!
es decir,
an
p=plx)=lim L =0,

n—oo  (y,

con lo cual la serie converge para todo valor de z.
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2. Otro caso ocurre cuando consideramos la siguiente serie de potencias:

N (—1)"Jrl n (33—2)":x—2—2(9[:—2)24—3(x—2)3—4(5,3_2)4_1_...7

n=1
por lo tanto:

=D)" (n+1) (@-2)""
(-1 n (z—-2)"

p = lim

n—oo

= ||z = 2|| lim

—00

n+1H

lo que implica que

nt 1 converge si: [z —2|| <1= 1<x<3

p= =2 i | <o -2 =

diverge si: ||z — 2| > 1.

Es decir, la serie 3% (=1)"*" n (2 —2)" convergerd tnicamente para 1 < z < 3.
Para otros valores de x, diverge.

Para puntualizar

= Si una serie converge en x = xy, convergera absolutamente para ||z — xo|| < ||z1 — xo||
y divergera para ||x — zo|| > ||z1 — o]

» Se llama radio de convergencia, p = p(z) a aquella cantidad tal que la serie Y7 a,, (z — zo)"
. . o0 n
converge para ||z — xo|| < p y diverge para ||z — x|l > p. Una serie >~ a, (x — )
que converge Unicamente para xr = xy tendra un radio de convergencia p = 0, mientras
que una que converja para todo x tendra un radio de convergencia p = oco.

3.1. Covergencia uniforme

En definitiva se puede refrasear el criterio de convergencia de Cauchy que vimos ante-
riormente. Para cualquier valor de ¢ > 0, tan pequeno como uno quiera, siempre existira un
nimero N independiente de x, con a < x < b tal que

Si S(x) = Jingosn(x) = Zan(x) = [|S(x) —sp(z)|| <e Vazela,b ANn>N. (1)

Con ello es inmediato indentificar el error que se comete cuando se corta la serie en un
N suficientemente grande

N 00
S(z) = an(x)+ Y an(z)
n=1 n=N+1

(z) ~
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Hay que resaltar el hecho de que las suma de funciones continuas a,(z) no necesariamente
habra de ser continua, el concepto de convergencia uniforme busca garantizar que esa suma
de funciones continuas también sea continua.

Recordemos la idea de continuidad de una funciéon. Una funcién serd continua si sus
limites por la derecha y por izquierda coinciden

lim f(t) = f()

t—axt

Por otro lado, a partir del hecho de que
f(z) = lim f,(x)
es valido preguntarse si el limite de la sucesion de sumas parciales es continua, esto es:

lfm lim f,(z) = lim lim f,(z)

t—at n—oo n—oo t—gt

Es decir, al suponer que la suma de términos continuos tiende a una funcién continua
estamos suponiendo que podemos intercambiar los limites. pero eso no es simpre cierto.
Considere el caso (extremo)

fn:n%(l—:v?)n con0<xr<ln=1,23,...
entonces
1My oo fo = 0 = [ dz (1m0 fa(z)] = 0
1 n2 , 1
Jo dz fu(z) = s = lmya Jo dz fr = 0.

Claramente no se pueden intercambiar los limites.

Ejemplo Sea la serie

x? x? x? x?

+ + toi et t
T+22 (1422)°  (1+a22)° (1+22)

flo) =) ap(z) =a”+

k=0

de manera que
2

o
ag(x) = m
Como
ans1(7) L 1 v 220,

an(x) T 1442

la serie es absolutamente convergente Vz (x # 0).
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Sin embargo, todas las sumas parciales son cero de manera que f(0) = 0. El término
n-ésimo para la suma parcial es

n—1

1 1
fnill':.l’z —:1+£C2——n_,
( ) prd (1+l’2)k (1+.§C2> 1

fu—

m f,(z)=1+27, r#0.

—00

3

pero hemos establecido que f

—~

0) = 0 de manera que f(x) no es continua.

Ejemplo Dada la serie

oo o0 T
PACEDS >
— — [(n— 1)z + 1] [nx + 1]
cuya suma n-ésima parcial es
nx
Sp(x) = e

La funcién s, () es una funcién continua de x ¥V 0 < x < 1, y para todo n. Por otro lado,

S(x) = lim s,(x)=0, si x=0

n—oo
S(x) = lim sy(x)=1, si x #0.
n—oo
Existe una discontinuidad en = 0 para S(x) y por lo tanto la condicién (1) no se cumplira.
Para el caso de series de funciones, existen un par de criterios que identifican la conver-
gencia uniforme. El criterio Mayorante de Weierstrass' y el criterio de Abel?. Estos criterios
desarrollan la nocién de convergencia uniforme la cual es necesaria para asegurar el inter-
cambio en los limites.

3.2. Criterio Mayorante de Weierstrass

La idea de convergencia uniforme se introduce para garantizar que la sumas infinitas de
un conjunto de funciones sea continua.
Una condicion suficiente, pero no necesaria, para que la serie

a1 (z) + ax(x) + az(z) + -+ ap(z) + - =Y an(2)

'Karl Theodor Wilhelm Weierstrass Westphalia 1815 - Berlin 1897 Matematico Alemén con impor-
tantes contribuciones al anélisis complejo mediante la utilizacién de series.

2Niels Henrik Abel 1802-1829 Matemético Noruego. Su primera mayor aportacién fue la prueba de la
imposibilidad de resolucion algebraica de la ecuacién quintica mediante radicales.
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sea uniformemente convergente es dada por la condiciéon de Weierstrass:
Si encontramos una serie convergente de ntimeros positivos

M = ZMJ- con M; > |la;(x)|| ¥V € [a,b] entonces la serie Zan(m)
j=1 n=1

es uniformemente convergente.
La demostracion se obtiene a partir de la definicién misma de convergencia. Si Y 72, M;
converge, entonces para n+ 1 > N se tiene

Y Mj<e yeomo |la(@)| <M = Y a@)] <e = [S@) —s@) = Y @)l <e
Jj=n+1 j=n+1 j=n+1

con la cual la serie Y | a,(z) serd uniformemente convergente para todo z € [a, b].

Ahora bien, como consideramos los M; > 0. La serie en cuestiéon también serd abso-
lutamente convergente. Otra vez, los criterios de convergencia absoluta y, en este caso, de
convergencia uniforme, no son consecuencia uno del otro, ni estan relacionados.

Las series

> (-1)” - n—l‘rn
Zlm para — 0o < T < 00 A Zl(—l) - para0 <z <1

convergen uniformemente pero NO absolutamente. Sin embargo, en el intervalo 0 < z <1
la serie Z;io (1 — x)z’ converge absolutamente pero no uniformemente, por cuanto tiene
una discontinuidad. Se puede demostrar que

o0

; 1, 0<z<1
o J — ) ~
(1 x)T {0’ 1

. . . . [o@] e
con lo cual se puede concluir que una serie arbitraria f(z) = >~ a;(z) no podra converger
uniformemente en intervalos en los cuales la funcién f(z) sea discontinua.

j=0

Ejemplo La serie
1 9 1 5
f(z) = cos(z) + o2 €08 (x) + 2 cos® () + - - -
es uniformemente convergente, porque al tomar M = 1/k? la serie

<1
D
k=1

converge a 72 /6.
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3.3. Criterio de Abel

El criterio de Abel se puede resumir de la siguiente manera: Si

iaz (@) A ai(z) = ¢ fi(z),

i=0

donde > "% ¢;(x) converge, es decir:

n
lim Z cj(x) =
n—oo

=0

entonces la serie converge uniformemente en [a,b]. Para que se cumpla el criterio de Abel,
fn(x) tiene que estar acotada (0 < f, < M ¥ n) y tiene que ser mondtonamente decreciente
en el intervalo en el cual esté definida, f,.1(x) < f.(z) con x € [a, b].

En resumen, si la serie

f(x) = ar(7) + ag(z) + az(v) + - + an(x Zan

n=1

es uniformemente convergente para a < x < b, entonces es posible integrar y diferenciar
término por témino.

df g~ da
dx

k=1
B o0 B
/ flz)dz = Z/ ag(z) dx
donde a < a < (3 <b.

La convergencia uniforme no implica convergencia absoluta y convergencia absoluta no
implica convergencia uniforme, como se vid anteriormente, la serie

o

2
:0 1+:1:

n

es absolutamente convergente pero no uniformemente convergente cerca de x = 0.

Las series absolutamente convergentes tienen la propiedad de comportarse como las series
finitas, los términos pueden ser multiplicados e intercambiado el orden de la suma. Las series
uniformemente convergentes se comportan como las series finitas donde la serie es continua
si cada término de la serie también lo es.
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Ejercicios

1. Considere la siguiente sucesién

demuestre que:
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