Semana 2 - Clase 6 19/09/08 Tema 1: Series

Series de Polinomios Ortogonales

1. Introduccion

Enunciaremos un teorema debido a Weierstrass el cual garantiza que una funcién continua
en un intervalo [a, b] puede ser aproximada uniformemente por una serie de polinomios. Por
lo tanto, cualquier funcién continua podra ser aproximada por combinaciones lineales de
potencias.

El Teorema de aproximacion polinomica de Weiernstrass queda enunciado como sigue.
Cualquier funcién continua f(z) en un intervalo cerrado = € [a,b] podrd ser aproximada
uniformente por polinomios en ese mismo intervalo si, para un n suficientemente grande y
un € suficientemente pequeno siempre se tiene que

[Pu(z) = fl2) <e  Vaelal]

Aceptaremos este teorema sin demostracién, sin embargo este teorema nos permitira desa-
rrollar las secciones siguientes.

2. Polinomios de Legendre

El primero de los ejemplos de una base ortonormal de polinomios en la cual podremos
expresar cualquier funcién continua en el intervalo cerrado x € [—1, 1] serdn los Polinomios
de Legendre. Estos vienen construidos a partir de la Formula de Rodrigues

P.(z) = n!12n dd;n (% —1)", n=0,1,2,...
con Py(x) = 1.
Es decir
Py(z)=1 P(z)=ux
Py(x) = %(31‘2 —1) Py(z) = %(Ew?’ — 3z)
Py(z) = %(35:54 — 302% + 3) Ps(z) = é(63x5 — 702° + 157)

LConsultar: Byron, F.W. y Fuller W.F. (1970) Mathematics of Classical and Quantum Physics y
Cushing, J. (1975) Applied Analytical Mathematics for Physical Sciences.
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2.1. Generalidades de los Polinomios de Legendre

Es facil comprobar que los polinomios de Legendre |P,) < P,(x) son mutuamente orto-
gonales para un producto interno definido como

1
2

P, P, = P, ()P, (x)dr = ——— 6, -

PulP,) = [ Po)Palo)ds = 32
Donde la funcién delta de Kronecker es d,3 = 0 si a # 3; y dsg = 1. La norma es definida
por

2

2n+1

1
P = (Pl = | Pia)da

notese que los polinomios de Legendre, calculados a partir de la Féormula de Rodrigues no
estan normalizados.

Ejemplos:

/11 Py(z) Py(x) do = /11 B (327 — 1)} B (32% — 1)} dz = /11 (%ﬁ _ ;:ﬁ . %) s — g

Al ser los Polinomios de Legendre un conjunto completo de funciones, ellos expanden el
espacio de funciones continuas en el intervalo cerrado = € [—1, 1]. Por ello cualquier funcién
en el intervalo [—1, 1] puede ser expresada en esa base.

flo)=F) =) ar [Pr) =) <<II>D:\EZ> IPy) = Qk;l [ | TORL) dt] Py(z),

~~
ag

los primeros términos son:

fl@) = %/_llf(t)dwrg V_ll tf(t)dt} Pi(z) +§1 V_l (3¢ 1)f(t)dt] Py()

1

+ Z {/_11(5753 — 3t)f(t)dt1 Ps(z) + 19—6 [/_11(35# — 30° + 3)f(t)dt} Py(z) + -
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Ejemplos

1. Si f(x) es un polinomio

f(z) = anx" = Zak |Py) = ZanPn(x) :
n=0 k=0 n=0

entonces, no se requiere hacer ninguna integral por cuanto los coeficientes a, se de-
terminan a través de un sistema de ecuaciones algebraicas. Para el caso de f(z) = z?
tendremos

f(z) =2 = agPy(z) + a1 Py (7) + ay Po(2)

1
fx)=2*=ap+ax+ §a2(3x2 —1)

1 3 1 2
f(l'):[EQZ (a0—§ag)+a1x+§a2x2 = a0:§7a1:0’a2:§

@) = a2 = %Po(x) + gpz(x) .

2. En el caso de una funcién mas complicada

por un lado

<Pk\F):/_11f(x)Pk(:c)dx:/_ll \/?Pk(x)da:

la expansion en series de Legendre quedaria como

1—=x

2

1 /Y J1—t 3 Lo —¢ 5 ! —t
= = - —dt+ = t] ——dt| P e 3t2 — 1)/ ——dt
2/_1\/ 2 T3 /_1 2 @)+ 3 /_1( )
71t 1—t 9 ! 1—t
- 5¢3 — 3t) /| ——dt| P - 35¢% — 30t% + 3)y/ ——dt
T /_1< 1| Pye) + /_1< N
2 2 2 2 2 2
= ZP(x)—ZP(2) — —Py(2) — —Py(2) — —Py(2) — —Ps(z) —
3 0(33) 5 1(96) 91 2(93) 45 3(93) 77 4(93) 117 5(55)
2 - P,(x)
= —P - 92 .
310(@) Z(2n—1) (2n + 3)

n=1
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Antes de entrar en el detalle de las propiedades de estos polinomios, hay que enfatizar que
los Polinomios de Legendre constituyen la tnica base ortogonal para un espacio de Hilbert
con un producto interno definido como el producto simple de funciones en el intervalo cerrado.
Al ortonormalizar mediante Gram Schmidt la base {1,z, 2% 23,--- ,2",---} del espacio de
polinomios P, de grado n en el intervalo [—1,1], con el producto interno definido por

f] g) f dz f(z) g(x) se obtienen los polinomios de Legendre.
Los pohnomlos de Legendre surgen, originalmente, como soluciones a la ecuacién dife-

rencial ordinaria del tipo

d dy
— | (1 — +Ay=0, -1 <z<1.
dx{( x)dx} y o

o de manera equivalente a ecuaciones como
d?P,(z) _ 9y dP,(z)
da? dx

donde y = P,(z) y A=n(n+1).
En la siguiente tabla se pueden apreciar algunas ecuaciones diferenciales con sus respec-
tivas soluciones

(1—a?)

+n(n+1) Py(z) =0,

n Ecuacion de Legendre Soluciéon
0 (1—a2) T 9, BB _ o pyg) =1

1 (l—xz)%—QI%ﬁ—i—Zﬂ(m):O P(z)==x
2 (1—2?) L2 9y W L6 py(p) =0 Py(z) = 1 — 32
3 (1—a?) T — 00 BB L 12 Py(a) =0 Pya) =7 — 3a°

4 (1—g?) LB 9y B 4o py(p) =0 Py(z) = 1 — 1022 + 2!

2.2. Ortogonalidad de los Polinomios de Legendre

Como los polinomios de Legendre son soluciones de las ecuaciones, entonces podemos
escribir

Py(z) [(1 = 2*)Pa(2)" — 22Ps(z) + a(a+ 1)Pa(z)] = 0
Po(x) [(1 = 2%) Ps(2)" — 20Ps(x) + B(B+ 1) Py(z)] = 0.

Notese que hemos cambiado de notacién del operador diferencial

AP, (z) dPs(z)

P 1!
o(7)" = dz? dz

Py(z)
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Acomodando y restando ambas ecuaciones

(1 —a%) [Ps(x) Pa(2)" — Pa(2)P3(2)"] — 2z [Ps(w)Pa() — Pa(w)Ps(2)]
+ lale+1) = 5(6 +1)] Ps(x) Pa(z) = 0,

los primeros dos términos de la ecuacion anterior puede interpretarse como la derivada

{(1—2%) [Py(x) Pa(z) = Palw)Ps(2)]}
por lo tanto, al integrar

1
1
(1= %) {P3(2) Pa(2)' — Pa(z) Ps()' }|_, + oo+ 1) = B(B + 1)) /1 Po() Py(z)dr = 0
El primer término de la ecuacién se anula en los extremos y es facil comprobar que los
polinomios de Legendre |P,) = P,(z) son mutuamente ortogonales con un producto interno
definido como .
PulPs) = [ Pulo)Pala)ds o b

1

2.3. Relacion de Recurrencia

Supongamos que conocemos todos los polinomios de Legendre hasta P,(x) y queremos
generar el proximo. Obviamente ese polinomio serd de grado n+ 1 y nos plantemos generarlo
a partir de xP,(x). Como estos polinomios son base del espacio de funciones, entonces

oPa) = JaPy) = Y Py = 30 2 [ | nrer dt] Pu(a),

k=0 k=0

Observando con algo mas de detalle

1 3 5 7
ehu(z) = S{PofaPy)|Po) + S (P1[zPy)[P1) + 5 (PafaP)[Po) +

[(Pn+1|xPn>|Pn+l>]

= %/1 tP,(t)dt + g [/1 tQPn(t)dt] Pi(z) + Z [/1 (3t° - t)Pn(t)dt:| Py(x)

1 1 -1

P3|I‘Pn> ’Pg)
2n + 3

9 11
+ 5 (Pa|zPn)[Py) + —-(Ps[aPy) [Ps) +- - +

+ Z {/11(5# - 3t2)Pn(t)dt} Py(z) + 1% {/1(35#” — 30° + 3t)Pn(t)dt] Py(z)+--- .

Notemos que
1

®ojep = [ PP 1) — IR

1 -1
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por lo tanto, el integrando es una funcién impar, entonces (P,|zP,) = 0. Consideremos
algunos casos:

Paran =10
ePo(x) = S{PolrPo)[Po) + o {P1[zPo) P}

_ g U_l#dt] Pu(z) = Pi(x)
Paran =1

1 3 )

zPi(z) = S(PoltP1)[Po) + 5 (P1|zP1)[P1) + o (PofaP1)[Py)
— % [/_thdt] +Z {/_1(3# —t2)dt} Py(z) = % + §P2(a:)
Paran =2
1 3 ) 7
zPy(z) = (Pol2P3)[Po) + 5 (P1|2P2)|P1) + o (PofaP2)[Pa) + o (PyfaPy)[Ps)
— Z Ul (3t* — t2)dt} Pi(z) + % [/1 (5t° — 3t)(3t° — t)dt} Py(z)

Paran =3

1 3 5 7 9
rP(z) = §<P0|$P3>|Po> + §<P1|ZUP3>|P1> + §<P2|3?P3>|P2> + §<P3|3?P3>!P3> + §<P4|33P3>!P4>

Se puede apreciar que

1
(PilzP,) = (zPk|P,) = / P,(x)xPy(x)dz =0, para k <n —1.

-1
Esto implica que sobreviven tnicamente tres términos

(Prn1]|2Py) (Pn|2Py)

(Pri1]eP)
(Pp_1|Pr1) (Pu[Py)

Py) +
<Pn+1 ’Pn+1>

rP,(z) = |Pn_1) + Pri1),

pero como ya vimos: (P, |zP,) = 0, por lo tanto quedan dos

(Pn1]|2Py)

zP,(x) = —<Pn—1|Pn—l>

P,_1) +

Héctor Herndndez / Luis Nunez 6 Universidad de Los Andes, Mérida



Semana 2 - Clase 6 19/09/08 Tema 1: Series

Es decir
zP,(z) = AP,+1(x) + BP,_1(x).

Desarrollando con la formula de Rodrigues

A Q! B d!

_ 2_171, — 2_1n+1 2_1n—1
nl2n dan (x ) (n + 1)12n+1 dgntl (@ A (n —1)12n=1 dgn—1 (z T
d» ; A dn+1 ) dn—l
el o 1 no_ _ 1 n+1 2 B 2 1 n—1 )
mdx” (x ) 2(n + 1) dznt! (@ )" A 2m dgn—1 (x )

Igualando coeficientes resulta

n+1 n

S oan+17 T 2n+1

La relacién de recurrencia es entonces

(n+1)Pii(z) = 2n+1)zP,(x) —nP,_1(x).

2.4. Norma de los Polinomios de Legendre

Conociendo que la ortogonalidad de los polinomios de Legendre y la relacion de recurren-
cia, procedemos encontrar el valor de su norma

1
2
1P = (P, |P,) = / P2(2)ds —
1 2n—l— 1

De la relacién de recurrencia cambiando n — n — 1 se tiene

nP,(z) = 2n—1)zP, () — (n—1) P,_2(x),
(2n+1) Py(z)nP,(z) = (2n+1)P,(z)[2n—1)aP,_1(z) — (n—1) P,o(z)] , (1)

ahora multiplicamos la relacién de recurrencia por (2n — 1) P,,_1(x) para obtener

(2n —1)Py1(z) (n+ 1) Pupi(z) = 2n — 1) Py (z) [(2n+ 1) 2Py (z) — nP,_1(x)] ,  (2)
restando miembro a miembro (1) - (2) obtenemos :
(2n+1) [nP2(z) + (n — 1) Py(z)Pyoa(2)] —(2n — 1) [(n + 1) Poy (@) Poga (z) + nP7_ (2)] =0,
lo que es igual a:

(2n+ 1) [nP}(z) + (n — 1) Py(2)Pyoa(z)] = (2n—1) [(n+1) Pooi(2) Pogr(2) + nP)_(2)] ,
(n—1) 2n —1[(n+1)

Py (x)Pyo(z) = o+ 1 n Py (2) Py () + Pg—l(x) )

P2(x) +
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integrando y considerando la ortogonalidad

/11 P2(z)dx = ;Z; Ull Pf_l(x)dx} |
[ (50)[(220) .00
[ = (5) [Gimy) (i) [ pitonss

/_11 Plw)de = 2ni 1 U_ll Pf(x)dx] - Qn?ii— 1 E]
/1 P%(z)dz = 2

1 2n+1°

2.5. Funcion Generatriz de los Polinomios de Legendre

Se puede encontrar una funcién generatriz P(t, z) de los polinomios de Legendre, es decir
una funcion que tenga la forma:

1 o
P(t,x) = Pyx) +Pi() t+ Pa(a) 4= S Pu(a) ", |t < 1,|e| <1,
n=0

Vi—ortrz

para la cual los P,(x) son los coeficientes de su desarrollo en series de potencias. Esta serie
converge para |2zt + t?|| < 1. Para demostrar que el desarrollo en serie de la funcién G(t, x)
tiene como coeficientes a los P,(x) partimos de que:

1 OP(t,x) t—x

Pit,r)=——mm—m—— = =
(t.2) V1 — 2zt 4t ot (1—2:13t—|—t2)3/2

combinando estas dos expresiones, resulta

t
(t—2)P(t,x) + (1 — 2t + t*) % =0
y, consecuentemente
(t — ) ZPn(x) "+ (1 — 2wt + t7) ZnPn(a:) t"l=o0.
n=0 n=1

Multiplicando y acomodando queda
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(t —z) Py(x) + (t—x)ipn( t”+ZnP et ZQ:L’nP t"—i—ZnP )ttt =0,
n=1

(t —x) Py(z) + i P,(z) t"t — Z zP,(z) t" + Z nP,(x)t" Z 22n P, (
n=1

+ ZnP t"+1 =0,

(t —z) Po(z) + 2 P,_i(z) t" — g; ) 1"+ Z n A4 1) Py (2)t" — ni: 2anP,(z)t
+ i(n —1) Py (z)t" =0,
(t — ) Py(z) + i(n 1) Py (2)t" — i(?n +1 ) "+ ann | =0,
thy(xz) — xPy(z)+ Pi(z)+2P(x)t + i(n + 1) Py (2)t" — 3z Py (x)t — i(?n + 1)zP,(x) t"

+ ZnPn_l(a:)t” =0
n=2

por lo tanto

Pl( )—I‘Po

=0

[2P2
+ f: Sn +1)Pii(x) — (2n+1) zP,(x) + nPn_l(xZ t"=0

g

=0

n=2

El primero de los términos se cumple siempre por cuanto Py(x) = 1y Pi(z) = z. El
tercer término conforma la relacion de recurrencia para los polinomios de Legendre. Con
esto queda demostrado que el desarrollo en series de potencias de la funcién generatriz, tiene
como coeficientes a los polinomios de Legendre.

La funcién generatriz muestra su utilidad en la expansion

l—z = (P.|F)

2 = (Pi[Py)

flx) =

‘Pk>>
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recordemos que por la definiciéon del producto interno se tiene

k) = [ s = [\ A

Al formar el producto

1—x 1 S
= t"P,
Vo i) s LA
e integrando, se obtiene
V' 1—2 1 > V-2
\/ de =) " P,(x)d
/_1 2 [ 1—2xt+t2} ’ Z /_ 2 (z)dz
1 1—1)? 1
_[m_( >1n( +f> Zt"/@/

2t 2/t 1 —

Expandiendo el lado izquierdo en series de potencias de t

4 - tn - Y 1—2
24 § = E " P, (z)d
37 & —1)(2n13) & /_1 J g Pe(@)de

lo cual nos conduce, al igualar coeficientes a

B /_11 \/?P”(m)dx Y n? = 1_)Zt2n +3) /iﬁpn(x)dw

y finalmente a la forma de la expansion en series

1—3: >

2 Z 2n—1 2n+3)

=1

2.6. Otras propiedades de los polinomios de Legendre

» P,(1) =1y P,(—1) = (—1)". Entonces se tiene lo que se conoce como la relacion de
paridad: P,(—x) = (—1)"P,(z) para todo n.

» P,(x) tiene n raices en el intervalo (—1,1) Esta propiedad puede apreciarse para los
primeros 5 polinomios en la figura 1.
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Figura 1: Polinomios de Lengendre

» Tienen una representacién integral de la forma

1 [7 n
P,(x) _/0 [m—kx/ﬁ—lcoscp] de

:27r

» Cambios de variables inmediatos conllevan a ecuaciones diferenciales equivalentes

e Forma autoadjunta
(1= ¥+ XA +1) y=0

e En coordenadas esféricas con u = P, (cosf)

1 d du
—rT (Sen6' @> +AA+1u=0

e En coordenadas esféricas con u = v/sen 6P, (cos )
1\° 1
A+ = I [
( +2) +4sen29]u 0
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Potencial Electrostatico

@P
-7
y 4 ”~ 7 I
SR
-~
R/J r// IR’

-q d d tq ;c

Figura 2: Potencial Electrostatico de un Dipolo Eléctrico

2.7. Potencial Electrostatico de un Dipolo Eléctrico

En Fisica el ejemplo claro es el calculo del potencial electrostatico producido por dos
cargas q; = +q y g2 = —q separadas por una distancia 2d en un punto P cualquiera de un
plano (x,y). El potencial en ese punto genérico viene dado por

Tal y como puede apreciarse de la figura 2

(R =1 +d*—2rdcosf y R:=r>+d*—2rdcos(m—0),

-aneo(2)+ (2)

por lo cual

—-1/2

R~
S| =

:1 — 2cos (7 — 6) (g) + (g)j
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y consecuentemente

El potencial sera
g . (cos ) — P, (—cos0) | (C—l> ]
,

donde todos los términos pares de P,(cos#) se anulan y finalmente tendremos la expresion
del potencial para cualquier punto del plano

e’} d 2n+1
Z Py, 11(cos0) (;) ]
n=0

Nos quedamos con el primer término de la serie, si

d
- K1 = V%%2dcose.
r r

2.8. Resumen de Propiedades Polinomios Legendre

Polinomios de Legendre

Definicion P,(x) = n'12" ddx" (22 — 1), n=0,1,2,...
P.=0, PB=1, P==x
PQZl(3I2—1)7 P3:%(5I3—35L’)
Relacion de Recurrencia | (n+ 1) Poyi(z) = (2n+ 1) 2P, (z) — nP,—1(2)
1—a?)y" =2y +AXA+1)y=0

Ejemplos

o

Ecuaciones Diferenciales 1 d du
0 — Du = =P,

sen@d@(en dg)—i-n(n—i- Ju="0; u (cosf)
Funcién Generatriz P(t,

(t) = V1— 2zt + VI-2at + 2 Z

1
Representacion Integral =5 / x+ Va2 — 1cos 90}
2
Ort lidad Pj) x)dx = d,
rtogonalida P,|Pjs) / T =dasy
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