Semana 3 - Clase 7 Tema 1: Series

Series de Polinomios Ortogonales, continuacion

1. Polinomios de Hermite

Los polinomios de Hermite a diferencia de los de Legendre (y Tchevychev), vienen defi-
nidos en toda la recta real, vale decir, z € (—00, 00), por lo cual la funcién peso w(x) en el
producto interno deberd decrecer més rapido que |z|", para garantizar que la norma de los
vectores en este espacio vectorial sea finita. La funciéon mas simple que cumple estos requi-
sitos es w(x) = e~ (también algunos autores utilizan w(x) = e~**/2) Esto es, el producto
interno entre los polinomios de Hermite vendra definido como

tlg) = [ do @) f@ge) = [ e f@pg(o).

—00 o0

Otra vez, para este producto interno, si ortogonalizamos con Gram-Schmidt se obtienen los
polinomios de Hermite. Al igual que el resto de los polinomios ortogonales, existe una férmula
de Rodrigues para los polinomios de Hermite

22 d” a2

H,(x)=(-1)"e ¢

los cinco primeros polinomios de Hermite son los siguientes:

Hy(x) =1, Hy(x) =2z
Hy(z) = 42 — 2, Hs(z) = 82% — 12z,
Hy(z) = 162" — 482% + 12 Hs(z) = 322° — 1602° + 120z

1.1. Generalidades de los Polinomios de Hemite

Los polinomios de Hermite seran ortogonales, pero no normales

(H,|Hpg) = / e Hy(z)Hy(2)dz = 2%a!/T S5,
por lo tanto:
(H,|H,) = [|[H,|]* = / e H2(z)dz = 2%aly/7 .

Donde la funcién delta de Kronecker es d,3 = 0 si oo # 3; y dgs = 1.
Antes de desarrollar funciones en términos de los polinomios de Hermite, expondremos
un par de teoremas sin demostracion.
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Tema 1: Series

Teorema 1:
en (—00,00) y que cumplen con

[

e f(z)dr < o A

Sean | f ) y | g ) dos funciones arbitrarias, cuando menos continuas a trozos

(x)dx < 0o

e 2
/ e—r g2
—00

Entonces el conjunto de estas funciones forman un espacio vectorial Euclideano 73’ con un

producto interno definido por

(glt)= [

e f(x)g(x)dx

Las funciones f(z) y g(z) se denominan cuadrado-integrables respecto al peso w. Es por ello

que denotamos el espacio de funciones como Z3'.

Teorema 2:

Si f(z) es una funcién continua arbitraria en Z3 entonces puede ser aproxi-

mada por un polinomio en ese mismo espacio. Es decir

Jim || (2)

x

— po(2)|| = lim </ e

2

1/2
@) —pn(x>]2dx) 0

Asi, la expresion de una funcién arbitraria en la base de los polinomio de Hermite se

[t romn ) m),

reduce a
= ax [Hy) Z H) =) o e
— — Hk|Hk — Qkk!ﬁ
donde
a — Hy| £) [T e f(z)Hy(x)dz
CEEY) [T e H(2)de
Ejemplo: Si f(z) = 22

_ 2%‘\/_/ e F(£) Hy(t) da

2 o]
z) =2’ = Zbkxk = Zak Hy(x)
k=0 k=0
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f(z) =2 = aoHo(x) + a1 H\(z) + ayHs(x)
= ag+ a1(27) + ag(42* — 1)

1 1
= (ap — ag) + 2a1x + 4azr® = ag = Rk =0,a0=-.
— L Ho(@) +  Ha(o)
Ty
Si generalizamos para funciones del tipo f(z) = 2% con p = 1,2,3,- -, entonces

2p 0
flz) =2 = Z b = Zagk Hoy(z),
k=0 k=0

por lo tanto

2%
d e dx
2k :

! o ! ~
926 = 92k (2k) 1 /m /_ooe BPEICING: /_Oo”j d

Una integracion por partes estratégica muestra que:

1 d2k—1 —:cQOO [ee] B d2k—1 2
{ Qi —/ 2p$2p lwe dx} .

Qop, = ————< X e
2k—1
daj —00

9% (2k) /7

El primer término de la resta se anula debido a la definicién de los polinomios de Hermite

" 22 Hop(2)da

o0

2k—1
2p d o0

dx2k71

—X

T €

— x?p(_l)Qk—le—x2H2k_l(x)‘

—0o0
—00

Repitiendo el proceso 2k veces, tendremos

1 (2p)! /Oo 2p—2k _—x2
Gk ok E(2p—2k) )

si en la integral hacemos = = v/t obtenemos
1 2p)! o dt
a/2k — ( p) / tp—k e—t_
22k(2k) /7 (2p — 2k)! J_oo 24/t

1 (2p)! P R
_ k=3 etdt
92+ (2)1\ /7 (2p — 2K)! / ‘

— 00

y utilizando la definicion ' (z) = [;° e " *dt = (z — 1)! , queda como

B 1 (2p)!
2k = R k) (2p — 2K)1 (p —k 5) '
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Ahora, recurrimos a la propiedad de “duplicaciéon” de la Funcion Gamma, i.e.
2z—1 1
22717 (2)T (z+§) = /7l (22)
tenemos que
1
2%=2kT <p —k+ 5) (p— k) = V7 (2p — 2k)!

quedan entonces los coeficientes determinados como

S (2p)!
92 2k (p — k)]

y, por lo tanto el desarrollo en la base de los polinomios de Hermite

_ . 2p <2p)' - sz(l')
flx) =2 —22%1; N e e

Muestre que del mismo modo se puede encontrar

_ 2 p_ (2p—1) - Hopi1 () _
fla) =™ = S 3 (2]{:—1—1;(})—1{5)! 00 < T < 00.

Si f(z) = e *** con Rea? > —1. Otra vez
f(x) = e—a2r2 = Zagk Hgk(l‘)
k=0

entonces

]_ & 2 2
_ —(a*+1)z
2k = %k (k) /T /_Oo ‘ Hai(v)d
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Sustituyendo Hay(x) por su expresion integral tendremos

(a2+1)z 22“1(_1)]6612 e
Qo = 5% Qk)'ﬁ/ T/o e "t cos2xt dt| dx
2(—1)k [ >
= (1) / e~ °a? / e 12 cos 2t dt| dx
m(2k)! J_o 0
2(=1)k [ e
= (1) / et 42k / e~ cos 2xt de| dt
w(2k)! Jo o
)

2(—1 k & _ 2 9k T _2/42
= t — e dt =
W(zk)!/o ‘ Va2 ©

2(_1)k - —t2(14+a~2) 42k
= 7 e @ dt
ﬁ(Zk)!a/

-1 k a2k o0
) k+1/2/0 e s577 ds —t(1+a?) =5

VTR (1 + a2)

1 k 2k 1
) - D (k+ -
VAR (14 a7 U2
y ahora usando, otra vez la propiedad de “duplicacién” de la funcién gamma,

22T (k + %) k! = /m (2k)!

obtenemos
(_1>ka2k
A2k = k+1/2
22k k(1 + a?)
por lo tanto
oo L a2k
f Hop(x
( kz 92k k' 1+a )k+1/2 ( )

Al igual que los polinomios de Legendre, los de Hermite, surgen tambian en sus origenes
como soluciones a la ecuacion diferencial ordinaria del tipo

d*H,(z) dH,(z)
—q 2z . +nH,(x)=0

Vale decir
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n Ecuacién de Hermite Solucion
0 ngSz(x) — 2z —dlﬂox(m) =0 Hy(x)=1

S 0 o) =0 () =2

dz?

2 T oy YL 4y (2) =0 Hy(z) = 4% — 2

da?

3 L) 9y U@ | GH (1) =0 Hy(x) = 8% — 122

dz?

g LHGE) o dH4(:c) +8Hy(x) =0 Hy(z) = 162" — 4822 + 12

da?

1.2. Funcidon Generatriz de los Polinomios de Hermite

Se puede encontrar una funcién generatriz H(t, z) de los polinomios de Hermite:

Hy(x) 2

Hiy ) = (),
2 3! Z !

P =
n=0

H(t,x) = e = Hy(x) + Hy(z) t +

para la cual los H,(z) son los coeficientes de su desarrollo en series de potencias. Es fécil
darse cuenta que esta expresion proviene del desarrollo en Serie de Taylor
1 [0"H(t,x
H(t, x) = 2" Z—[ )} "t < oo
t=0

et n! otm

para lo cual

anH(t, :L’) 2 an —( 7t)2 n 2 dn —( )2
|: atn ‘| t=0 ‘ |:atn ‘ t=0 ( ) ‘ du™ ‘ u=x " (x)

1.3. Relacién de Recurrencia

A partir de la funcién generatriz se puede construir la siguiente identidad

OH(t, )

— (22 — 2
By (2z —2t)H
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y utilizando el desarrollo en series de potencias en t tendremos,

S) s g $ ) o 5 HE)

"l 2] 2]
i H’;L(f)nt”—l — 2z i H’;(!x) "+ i H"T('x) "t =0,
S IR S P e
Hy(2) + g %(n L — 20Hy(x) — 2:5”2 H’;I(!@ 4 g %t” ~0,
Hy(x) — 20Ho(x) + 3 {IZZ‘E%?( +1)—2 H’;(!x) + 1(17[;_1(1:??} " =0,

es decir:

—~ | (n+1) n! (n— 1)L
-0
Por lo tanto: " " =
wae) _ Hale) | Haale)
n! n! (n—1)

Asi la relacién de recurrencia sera
Hy1(x) —22H,(z) +2nH,_1(x) =0

De igual modo, podemos partir de otra identidad

ox n!

n.
n=0

n=0

es decir:

n! — (n—1)! nl T(n—-1)

=~ H! ~ H,_ H! H,_

Z n('x> thQZ 1(z) mo n () _9 1(z)

n=1 n=1 ( )

y encontrar una relaciéon para generar las derivadas de los polinomios de Hermite en término

de ellos mismos:
H!(z) =2n H, 1(x), n=123--.
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Finalmente, utilizando la ecuacién anterior en la relacion de recurrencia y derivando esa
expresion una vez mas, queda como:

H,1(x) — 22H,(x) + H, ()

0
H(x) —2xH](x) 4+ 2n H,(z) =0

con lo cual queda demostrado que los polinomios de Hermite son una soluciéon particular de
esa ecuacion diferencial.

y" — 2xy’ + 2ny = 0,
Donde hemos hecho y = H,(z) Adicionalmente, podremos demostrar que y = e=*"/2H,, ()

es solucion de la ecuaciéon diferencial autoadjunta

y'+(2n+1-2")y=0

1.4. Ortogonalidad y Norma de los Polinomios de Hermite

En general estos polinomios cumplen con

o0

(H,|Hp) = / ¢~ Hy(x) Ho(2)dz = 2%/ T00s .

Donde la funcién delta de Kronecker es 6,3 = 0 si a # 3; y dgg = 1. Para demostrar el caso
a # [ partimos de
ug [ul + (20 +1 — 2%) u,]
ta [+ (20 + 1 = 2%) ug]

0
0
restando miembro a miembro e integrando se tiene que:

[ulug — u'ﬁua}’ +2(a— B)uqug =0

(a—@/ﬁexﬁh@ﬂh@Mx:O

o0

/ T T Hy o) Hyw)dr =0 a £ B

ya que -
e 2 {20 Hy_y(z)Hg(x) — 28 Hy_y(x)Ha(z)}| =0

Para encontrar el valor de la norma, procedemos a partir de la relaciéon de recurrencia

H,(x) [Hy(z) —22H,_1(x) +2(n — 1)H,_5(x)] =0
H, 1(z) [Hy1(z) — 20H,(x) + 2nH,_1(z)] =0

Héctor Herndndez / Luis Nunez 8 Universidad de Los Andes, Mérida



Semana 3 - Clase 7 Tema 1: Series

x

. . . . _ 2 . .
restando miembro a miembro, multiplicando por e~*" e integrando entre (—oo, 00) se obtiene

/ e H(z)dz = 2a/ e H?_ | (z)dx

repitiendo la operacion y recordando que al final queda

/ e pldy = 2/

[e.e]

Obtenemos -

(H,|H,) = |[H,|]” = / e_“”2H2(93)d:v = 2%\/T

—00

1.5. Representacion Integral de los Polinomios de Hermite

Los polinomios de Hermite pueden ser representados como

Qn(_i)ner

VA

H,(z) = et Hte gy
que puede ser separada como

22n+1 (_1)116:1:2

HQn(l’) = ﬁ

/ e 2" cos 2xt dt n=123,---
0

y para los términos impares

22n+2 (_1)n622

N3

La forma de llegar a cualquiera de estas ultimas férmulas se parte de las conocidas integrales
desarrolladas en el plano complejo

2 2 o 42
e’ = — e " cos2zt dt
VT /_oo

se deriva 2n veces a ambos miembros se utiliza la definicién de los polinomios de Hermite.

Hopia(z) = / e 12 sen 20t dt n=123,---
0
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1.6. El Oscilador armoénico, independiente del tiempo, en Mecani-
ca Cuantica.

La Ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo y en una dimension es

d? 2u

@WI) T2 [E—U(x)](z) =0,

con p la “masa” de la particula; E los niveles de energia y U(x) el potencial al cual estd so-
metida la particula. En el caso que estudiemos un potencial del tipo U(z) = %uw2x2 en el
cual la frecuencia angular del oscilador viene representada por w. La ecuacion de Schrodinger

se convierte en )
d 2p [ E— Lo o

&)+ 2 §uw}¢<x>=o,

haciendo un cambio de variable £ = x+/uw/h para adimensionalizar la ecuacién de Schrodin-

ger, se obtiene
2k

2
——¢

la cual corresponde a la forma autoadjunta de la Ecuacién de Hermite:

V(&) + [2n+1 - &Y€) =0,

O+ oo - | we =o.
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y por lo tanto identificamos

2K 1

con lo cual comprobamos la forma como viene cuantizada la energia en este sistema y la
energia del estado fundamental. Por su parte, la funcién de onda se podra expresar en la
base de soluciones de esa ecuacion

V(&) =D en tn(§) =D n e CPH,(E).

Si mantenemos la normalizacién

/_Z Ya(6)dE =1 con ¢, = (%)1/4 \/%

1.7. Resumen de Propiedades Polinomios Hermite

Polinomios de Hermite

2 dn 2
H,(z) = (—1)"e* —a? —0,1,2, ...
() = (=1)"e e n
Definicion n/2 (—=1)kn!

H,(z) = kz_om (22)" 7

Hy(x) = 1; Hi(x) = 2x; Hy(z) = 42? — 2;
Hi(x) =8x% — 12z Hy(x) = 162° — 4822 + 12
Hyi(x) —22H,(v) +2nH,—1(x) =0
H!(z) =2n H,_(x), n=123,---
y'—=2xy +2ny =0
W 2n41—2)u=0; u(x)=e*/2H,(z)

Ejemplos

Relaciones de Recurrencia

Ecuaciones Diferenciales

30 Hn
Funcién Generatriz H(t,z) = et = Zﬂ "
~ n!
22n+1 —1)* 22 o]
Hyy(z) = ¥/ e 12" cos 2zt dt
Representacion Integral 22n+2(\/E1 n 270
—1)"e
Hopy1(x) = —/ e~ 2t gen 2t dt
VT 0
Ortogonalidad (Ho|Hp) = 2%al\/T 0pp5 = / e " Hy(x)H,(x)dx
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