Semana 4 - Clase 10 Tema 2: Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de orden 1

Motivacién y Origen

1. Introduccion

En Ciencias, una de las formas de modelar fenémenos fisicos es mediante su caracterizacién
a través de una funcién matemédtica, digamos G = G (x,y, z;t). Desde los albores de la actividad
cientifica contemporédnea es imperioso describir los fenémenos fisicos en el lenguaje de las matemati-
cas. Una las formas (la ideal) para modelar los cambios de esta funcién, G (z,y, z;t), que depende
de la posicién y del tiempo, es a través de una ecuacién en la cual estan involucradas la funcidn,
G (x,y,2;t) y sus derivadas. A esa ecuacién la llamaremos Ecuacidn Diferencial.

Existe toda una “fauna” de ecuaciones diferenciales y hoy disponemos de un importante arsenal
de técnicas, métodos y herramientas para encontrar la funcién G (z,y, z;t), la cual serd nuestra
funcién incégnita.

Este curso trata, parcialmente, de mostrar parte de esta fauna y de indicarles métodos para
resolver un tipo particular de ecuaciones diferenciales: las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

Empecemos por recordar que desde siempre hemos tratado, la mayor de las veces sin saberlo o
sin explicitarlo, con este tipo de ecuaciones en donde la incégnita no es un niimero sino un conjunto
de numeros: una funcién. El caso mas emblematico lo constituye el conjunto de “férmulas” que
aprendimos cuando estudidbamos bachillerato o, mdas recientemente, en los primeros cursos de
Fisica General de la Universidad. En aquellos entonces describfamos el movimiento de particulas
en una dimensién, a través de dos ecuaciones:

2

Vi=Votat d:VOtJra% (1)
de memoria repetiamos que V; representaba la velocidad final, Vj la velocidad inicial, a la acele-
racién, t el tiempo transcurrido y d la distancia recorrida en ese tiempo. El problema consistia en
encontrar, para un sinfin de situaciones fisicas, primeramente el valor de la aceleracién del mévil y a
partir de las Leyes de Newton, luego conociendo la velocidad y la posicion inicial, encontrabamos la
posicion, d, y la velocidad, Vy en todo instante de tiempo. Asi, mediante diagramas de cuerpo libre
y la utilizacion de las leyes de Newton, encontrabamos el valor de la aceleracién y las “formulitas”
(1) resolviamos el problema.

Vf=%+at
F,
E Fopt =ma éa:@ = 9 (2)
m t

Lo méds probable es que nuestros profesores nos repitieran hasta el cansancio que la sumatoria
de fuerzas externas »_ F.,; era constante, y lo mds seguro que nosotros en aquellos momentos
no comprendiéramos la trascendencia de esa suposicion. El caso més representativo era el del
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movimiento de un cuerpo bajo la accién de un campo gravitatorio, mas aun: caida libre.

Vi=VWo—gt
—mg=ma =a=—g = 9 3)
t

Lo que esta detras de este “cuento” que nos inicié en el estudio de la Fisica y a muchos de nosotros
nos sedujo para seguir estudiando y aprendiendo a tratar de describir la naturaleza, es, efectiva-
mente, la utilizacién de las Leyes de Newton para modelar el fenémeno del movimiento. De este
modo

V(t) = dz(t) _ e o
Z Fepp=ma= md%(t) = de(t) = & (4)
- T 2
z(t) = Vot + as

Si la sumatoria de fuerzas externas es una contante tendremos que

V()= [dt a=at+Cy

dV (t F.,
‘(;E) =a= 2 Feat = constante = 2 (5)
m
z(t) = [dt (at + Cy) = ag + Cot + C
Claramente al identificar
CQZV(t:O):‘/[) y Clza:(t:()):xo:O (6)

reobtenemos nuestras “formulitas” ancestrales. Es importante senalar que

v de(t)
T =a y dt =at -+ CQ (7)

constituyen ecuaciones diferenciales donde las funciones incégnitas son la velocidad, V (t), y la
posicién, z(t), respectivamente. Ambas funciones se encontraban dentro de un signo de derivada y
fueron “despejadas” mediante un proceso de integracion.

La descripcion del movimiento de particulas es mas rica y compleja. El movimiento de una gran
cantidad de particulas puede ser simulado a través de una ecuacién diferencial del tipo

dr d21‘ dv
2 et <r (), d(tt) ’ t) —masm dt(;) -m dft) (8)

El cardcter vectorial implica tres ecuaciones diferenciales, una por cada dimensién del movimiento,
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Figura 1: Diagrama de Cuerpo Libre de una esfera de corcho

tanque de agua.
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que emerge desde el fondo de un

dz(t) |\ o d%z(t)  dVi(Y)
dt ’t>_mam_m a2 T at

dy(t) ,\ _ _ Ay AV (1)
dt ’t>maym a2~

dz(t) )\ _ At dVL(e)
dt ’t)_maz_m at2 dt

Ademsds del caracter vectorial de la ecuacién, las componentes de la fuerza pueden dejar de ser
constantes y depender de no sélo del tiempo, sino del vector posicion, del vector velocidad o, de am-
bas simultaneamente. En este caso nuestras “formulitas” dejan de ser validas en general y debemos
integrar las ecuaciones diferenciales para obtener la trayectoria de la particula r (¢), conocidas: la
masa, m, la expresion de la sumatoria de fuerzas externas) . Fc,, la posicién y la velocidad inicial
(r(to) = ro y V(to) = Vy). Este problema se conoce como el problema de condiciones iniciales
y es, como hemos dicho antes, la razén de este curso. Antes, mostraremos como ese conocimiento
del movimiento bajo accién de una resultante de fuerzas constante, es decir el movimiento de una
particula con aceleracién constante puede resultar muy util para resolver, de forma aproximada, el
caso mas general que hemos mencionado:

Ftotal = Z Fea:t (I‘ (t) )

Veamos con detenimiento que significan estas afirmaciones.
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Es claro el tiempo de evolucién esta comprendido entre el tiempo inicial y el tiempo final,
to <t < tfina. Supongamos que dividimos ese intervalo de tiempo en N subintervalos

[tost finat] = [to, t1] U [t1,t2] U [to, t3] U+ U [t tig1) U+ - U [tn—o, tn—1] U [tn—1,tN = trina]  (9)

de tal modo que en cada uno de esos N subintervalos la aceleracién es constante. En estas situacién,
nuestras “formulitas” son validas. Esto es:

[to, t1] Foy (do, Vo, t
I \/(t1)=V1=Vo+Z t(mo 0 0)[t1—t0}
V(to) = VO = (10)
o S Fegt (do, Vo, to) [t1 — to]?
d(to) = do | d(t1) =di = Vo[t1 —to] + - 5
t1,t Fopy (d1, Vit
[1“2] V2:V1+Z t(m1 1 1)[t2—t1}
V(t1> = V1 = ) (11)
_ Y Fegr (di, V1, t1) [t2 — t1]
d(t) = dy do =dy + V1 [t2 — 1] + - 5

ti’ti Fex dlvv;,atz
| uﬂ] Vigr=Vi+ - tfn ) [tiv1 — ti]
V(tz) =V = (12)
1 =d: (£ ) > Fewr (di, Vis i) [tiyr — ti]2
d (tl) = dz dH_l - dl + ‘/Z [tz-‘rl - tz] + m 5
[tnN—1,tN] Frpt (dy—1, Vi1, tn—
m VN:VN_l—I-Z t(N;Lan Nl)[tN_tN_l]

V(tN_l) =VN_1 = ,
FBI —1L -1 — - —
dn = dy 1+ V1 ftn — taa] + > Fewt (An_1,VN_1,tN_1) [ty — tN_1]

d(ty-1) =dn—1 m 2
(13)

Noétese que las posiciones y velocidades finales para cada intervalo, son las posiciones y veloci-
dades iniciales para el intervalo siguiente y que el valor de la aceleracién, que es variable, se toma
como constante e igual al valor que tiene en el comienzo del intervalo.

Para analizar este caso consideremos la situacién de una esfera de corcho, con radio a y masa
m que se suelta desde el fondo de un tanque de agua de profundidad h. Queremos conocer con que
velocidad llega la esfera a la superficie.
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El diagrama de cuerpo libre se puede observar en la figura 1 y la ecuacién de Newton para este
€aso se expresa como
dV(t)

ZFem <r (t), dI(;l(tt) , t) =ma = —mg —nV (t) + mpg = M (14)

En la cual hemos identificado:
peso: —mg, Friccién: —nV (t), Empuje: msg.

Como aprendimos también hace algin tiempo el empuje o fuerza de Arquimides es igual al peso
del fluido desalojado por el cuerpo. Por ello aparece m; que representa la masa del fluido. Para el
caso en el cual el fluido no es viscoso (n = 0), es decir, no hay friccién con el fluido, la ecuacién se
reduce a

dr(t
ZFezt (r(t), z(t)’t) =ma = —mg+mysg = ma (15)
en la cual claramente la aceleracién es constante e igual a
a:g<mf—1>Eg<pf—1>:cte (16)
m Pe

donde hemos indentificado py la densidad del fluido y p. la densidad del cuerpo.
Para encontrar la velocidad con la cual llega a la superficie, encontramos primero el tiempo que
tarda en subir y luego evaluamos la velocidad en ese tiempo. Esto es

12 2hpe
h:g<pf—1>:>t:j: __lPe (17)
Pec 2 g (pf - pc)
(18)
Py 2hpc
! Pe 9(ps—pe) (19)

En el caso general, descrito por la ecuacién (14), procedemos del mismo modo: encontramos
el tiempo en el cual llega la superficie y luego evaluamos la expresién para la velocidad para ese
tiempo. Fijense que la estrategia para resolver el problema fisico es la misma, sélo que tendremos
que disponer de un arsenal adicional de herramientas y técnicas para “despejar” la funcién veloci-
dad. Aprenderemos a resolver ecuaciones diferenciales de la misma manera que antes resolviamos
ecuaciones algebraicas. En este caso la solucién exacta para la expresién de la velocidad es

n
—mg—nV (t)+mpg = md‘(/iit) =V (t)= g(mn—mf) [e<_mt> _ 1] . (20)

Con lo cual

Ui
W) _y oy = 9lm=my) [e(mt) - 1] , (21)
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y la funcién posicion surge de integrar la ecuacion diferencial anterior

1,
y(t):—g“”;sz) [m6<_m ) +nt—m] , (22)

desafortunadamente, no se puede despejar el tiempo de manera exacta por cuanto la ecuacion

)

- ——t

- md ) s 2] o)
n m
donde t; es el tiempo final, es una ecuacién trascendente y debe ser resuelta numéricamente.
Haciendo algunas sustituciones simplificadoras

4 3 4 3

my=gmipa’s m=gmépa’ pr=Ep pe=dp. (24)

Donde £ y ¢ representan las densidades relativas del fluido y del cuerpo respecto al agua (de
densidad p ), respectivamente. Seguidamente sustituimos los valores numéricos

g=98 a=002 p=10% ¢=1; ¢$=08 Vy=0; n=(67a)l,002x1073, (25)

la ecuacién (23) nos queda para h = 10 (mts)

10 = 12339,72755 (1 — exp(—0,01409062500¢)) — 173,8744736¢

y se obtiene ¢y = 2,876443096 sg.
Con el cual se evalua la ecuacion para la velocidad

V (t) = 173,8744730 (1 — exp(—0,01409062500¢)) = Viinar = 6,9063798 m/s

(26)

(27)

En la siguiente tabla se implementan las ecuaciones (10) a (13) habida cuenta de las simplifica-
ciones (24) y los valores numéricos (25) para h = 1/10 ~ [t;11 — t;]

ti (s)  Vi(m/s) di (m) V() (m/s) d(t) (m)
0.100 0.2449999997 0.01224999998 0.2448275  0.01225
0.200 0.4896547791 0.04898273892 0.4893102  0.04895
0.300 0.7339648246 0.11016371910 0.7334487  0.11009
0.400 0.9779306220 0.19575849150 0.9772434  0.19563
0.500  1.221552656 0.30573265540 1.2206949  0.30553
0.600  1.464831412 0.44005185880 1.4638035  0.43976
0.700  1.707767373 0.59868179800 1.7065698  0.59828
0.800  1.950361022  0.7815882177 1.9489943  0.78106
0.900  2.192612841  0.9887369109 2.1910775  0.98807
1.000  2.434523312 1.220093719 2.4328198  1.21926
1.100  2.676092916 1.475624530 2.6742217  1.47462
1.200 2917322134 1.755295283 2.9152836  1.75410
1.300  3.158211444 2.059071962 3.1560062  2.05767
1.400  3.398761326 2.386920600 3.3963898  2.38529
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V; y d; representan la velocidad y la posicién aproximada, tal y como se expresan en las ecuacio-
nes (10) a (13). Mientras que V (t) y d (t) ilustran los valores de la velocidad y la posicién exactas,
calculadas a partir de las ecuaciones (21) y (22). Es clara que la aproximacién es buena hasta la
primera cifra decimal.

2. Ejemplos de algunas ecuaciones diferenciales

Thomas Robert Malthus' fue uno de los primeros en darse cuenta que la poblacién crece como
una razén geométrica mientras que los medios de subsistencias crecen de manera aritmética. Esta
afirmacién plasmada en su Ensayo sobre el Principio de Poblaciones, el cual inspiré a Darwin en
la formulacién de principio de seleccién natural. Malthus, muy religioso y creyente pensaba que
esa diferencia en el crecimiento de la poblacion y las necesidades que ellas generaban, erdan de
procedencia divina y que forzaria a la humanidad a ser méas laboriosa e ingeniosa para lograr los
medios de subsistencia. Darwin, no tan religioso, lo formulé como una situaciéon natural presente
en todas las especies.

dy(t)

Ley de Malthus/Decaimiento Radioactivo: Sp7ale ky(t) — y(t) = yoet, con y(0) =yo.
(28)
Para k£ > 0 la poblacién crece y para k < 0 tenemos una situacién de decaimiento: la poblacién
decrece con el tiempo. Este concepto se utiliza los procesos de decaimiento radiactivo.
La ecuacién logistica o Ley de Verhulst? se utiliza para describir el crecimiento de la poblacién
de una manera mas precisa que la Ley de Malthus. Esta ecuacién toma en cuenta el decrecimiento

de la poblacién con el término —y?
dy(t) 2 k yo
— = [k —ay(t)] y(t) = ky(t) — ay?(t t) =
o = k= ay(®)] y(t) = ky(t) —ay(t) — y(t) PR

La Ley de Enfriamiento de Newton expresa que la tasa de cambio de la temperatura respecto
al tiempo es proporcional a la diferencia de temperatura entre el cuerpo y el medio ambiente.

dr
5 = BT =Tpn) — T =(Ty — Tp) e*t + T, con T(0) =Ty

La Ley de Torricelli, la cual establece que (para un tanque cilindrico) la tasa de cambio respecto
al tiempo de la profundidad del agua en un tanque es proporcional a su raiz cuadrada

WO 2@ = v = (¢ +0007)

'En honor al economista politico inglés Thomas Robert Malthus (1766-1834).
2Pijerre Francois Verhulst 1804 - 1849 Matemético Belga con sus m4s importantes comtribuciones en estadistica
demografica
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3. De Ecuaciones y Ecuaciones Diferenciales

En cursos anteriores consideramos una ecuacion algebrdica como aquella que se cumplia para
ciertos valores de x = xg:
P —4dr+4=0= z9=2,

llamaremos ahora una ecuacién diferencial aquella que se cumple para ciertas funciones i.e.

df(z)
dzx

~f@) =0 fl@)=¢"

Definicién: Sea f(z) una funcién definida sobre un intrervalo a < = < b. Por una Ecuacién
Diferencial Ordinaria entenderemos toda ecuacién que involucre a z, f(z) y una o més derivadas

de f(z).

Ejemplos:
df af e & d
dgcx) + f(z) =0, dx(f) =—e 7, dx(;) - (ioj(g rt J;(;?) =A@

Utilizaremos para tal efecto varias notaciones equivalentes:

2 T €T
D 10D —ap@) = k)

f'(@) +g(2)f'(z) —af*(z) = k(z)
fao(@) + 9(2) fo(2) — af*(z) = k().

Se llaman ordinarias porque involucran funciones de una sola variable y derivadas respecto a ella.
Otras ecuaciones diferenciales del tipo

2 T x
?ﬁ@w+“@&gfﬁ—m%“0=ﬂw o duy(@) + 9(2)duy (@) — ad’(zy) = p(y)

Las llamaremos ecuaciones diferenciales en derivadas parciales o, simplemente ecuaciones diferen-
ciales parciales, porque contienen funciones (y derivadas) de varias variables.

4. Orden y linealidad

Una ecuacion diferencial

f[.%’, y(x)v y'(w), y”(x), y/,($)7 e ,y(n) (m)] =0 ) (29)
serd lineal si s6lo parecen funciones lineales de y(z) y sus derivadas. Por ejemplo:
2
df () d°f () + f(x)m —af*(x) = k(z) no lineal

dr daz? dx

a(x) f'(x) + B(x) f'(z) +v(z)f(x) = k(z) lineal
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Figura 2: Gréfica de la funcién implicita f(z,y) = 23 + y3(2) — 3zy(z) =0

El orden de la derivada mayor define el orden de la ecuacién diferencial, para la EDO (29) se
tiene entonces que ésta sera de orden n.
Ejemplos:
v+ (3y')3 +2x =7, EDO de orden 2
vy + y==x, EDO de orden 1.

La ecuacién diferencial (29) serda homogénea si NO contiene términos independientes en f(z),
en caso contrario serd inhomogénea:

2 xT €T

—af(x) = k(z) lineal inhomogénea

f(x)+g(x)f'(z) —af(x) = 0 lineal homogénea

5. Soluciones Explicitas e Implicitas

Las soluciones heredan su nombre del tipo de funcién que las representa, asi tendremos soluciones
explicitas cuando las funciones sean soluciones y sean explicitas. Esto es

d?y(t)

@ - y(t) +4 et = y(t) =e'Cy +e'Cy + 2 te
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y también
Y =(@x+y)? = ylt)=tan(t—Cy)—t, cont—C ;ég

Las soluciones seran implicitas si son representadas por funciones como

— JoF _ 2
yy’+a::0:>f(x7y):;c2+y(x)2_25:0:>{Z; _% con —H<xr<H

Se tiene que seleccionar una rama de la funcién raiz.
Igualmente sera solucién implicita

(v* () —x) ¥ (2) —y(x) + 2> =0 = f(z,y) = 2° +y°(2) — zy(z) =0
y esta segunda no es tan facil de descubrir como solucién. Para comprobarla derivamos la solucién

d[f(z,y)] _ d[2*+9°(@) = Bay(@)] _ 2 o2, dy(e) dy(z) _
simplificando y agrupando tendremos la solucién. Otra vez, la funcién no es univaluada. Al graficarla

(ver Figura 2) nos damos cuenta que tenemos tres varias soluciones de funciones univaluadas unas

2
continuas y otras no. La funcién es univaluada fuera del I6bulo. Esto es para x <0 A x > 23. Con
lo cual tendremos que seleccionar, dentro del l6bulo, cudl de las partes univaluada corresponde la
solucién.

6. Soluciones Generales y Particulares

Veamos las siguientes ecuaciones y soluciones

'=e* «— ylx)=e"+C
y'=e" — y(x)=e"+Coxr+
y" =e* — y(x)=e" + C32? + Cox + Oy

Cada una de las soluciones representan familias de soluciones, una para cada constante. Este tipo
de soluciones las denominaremos soluciones generales. Es decir, llamaremos solucién general de una
ecuacién diferencial aquella que queda indeterminada por un conjunto de constantes {C1+Cy+Cs+
---Cp}. En contraste, cuando particularizamos los valores de las constantes Cs, Cy, C1 tendremos
una solucién particular par cada una de las ecuaciones. Adicionalmente, cuando nos referimos a las
ecuaciones no lineales el concepto de solucién particular varfa. Soluciones particulares en este tipo
de ecuaciones seran aquellas que se cumplen para rangos (o puntos) muy particulares. Vale decir

(¥)>+y* =0

(y”)2 + y2 -0 } «—y =0 Tnica soluciéon

Tamibién en este caso llamaremos a este tipo de soluciones, particulares. De igual modo puede
darse casos para los cuales no exista solucién en un determinado intervalo.

lY|?+1=0

ti lucié
2 +1=0 } no tienen solucion
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Ecuaciones de la forma

y(x) = In(z) + C; para z > 0
vy =1 = y(x)=Inlz|+C =
y(x) =In(—z) + C; paraz <0

para: —1 < x <0 A 0 < x < 1, tienen soluciones particulares para intervalos de la variables x.
Del mismo modo

W -y —2y) =0 = [y(xr)— C1e"] [y(a:) — 02623”] =0

tendra dos soluciones particulares.

6.1. Familia de soluciones n—paramétricas
Si y(z) = f(z,C1,Ca,---Cy) es solucién de una ecuacién diferencial
Flo,y(@), ¢ (2),9" (@), .y (@)] =0,
para n constantes {C1, Cy, Cs, - - - Cy,} arbitrarias. Entonces diremos que
y(x) = f(x,C1,C4,---Cy) es una familia n-paramétrica de soluciones

Existe una diferencia entre una solucién general de una ecuacién y una solucién n—paramétrica. La
solucién general tiene que contener todas las soluciones de una ecuacién diferencial determinada.
Una soluciéon n—paramétrica no necesariamente. Veamos

y(z) = Cz + C?
y=zy' + () = 2
y(x) = 4

Uno llega a estar tentado de llamar solucién general a la solucién 1—paramétrica y(z) = Cz + C2.
Sin embargo, deja por fuera otra soluciéon que no tiene que ver con un valor particular de las
constantes C'.

Otro ejemplo, lo constituye

/

y =2y

Njw

pero también

es solucién con y(z) # 0.

Una solucién n—paramétrica se denominaré solucién general si contiene todas las soluciones de
una determinada ecuacién diferencial. En el caso de ecuaciones diferenciales lineales, las soluciones
n—paramétricas contituyen las soliciones generales a las ecuaciones diferenciales.
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6.2. Solucién particular, valores iniciales vs valores de contorno

Dependiendo de la situacion fisica que estemos modelando quizad podamos determinar las cons-
tantes arbitrarias de una familia n—paramétrica con informacién para un tnico punto x = zy. Esto

es
f[x,y(:v),y’(m),y”(x), e 7y(n)(x)] =0 = y(:C) = f(l’, Cla 027 ce Cn)
J
y(ZL‘()) =C1=q y/(l‘o) =(0Cy=cy--- yn_l(xo) =C,=cp,
0

y(z) = f(z,c1, 02, n)

En este caso diremos que tendremos un problema de valores iniciales, ya que determinamos las
constantes arbitrarias a partir de la informacion de la funcién y sus derivadas en un solo punto. Si

y(0) =0 } 1

J(0) = 1 = y(z) = _senw

consideramos
1
Yy + wa =0 con {
Si por el contrario, para determinar el valor de las constantes arbitrarias disponemos de infor-

macién de la funcién y sus derivadas en dos o més puntos, diremos que tendremos un problema de
contorno. Esto es

Y +w?y=0 con { 8 } = y(z) = sennrwx

Noétese que también pudimos haber tenido informacién del tipo

y(0) =0,y (1) =y1, ¥ (0) =5,y (1) =1, ¥(0) =wo, y(1) =y

y para cada uno de estos caso tendremos una solucién distinta.

Demostraremos que los problemas de valores iniciales para ecuaciones diferenciales lineales
siempre tienen solucién particular (siempre se pueden determinar las constantes a partir de la
informacién de la funcién y las derivadas en UN punto). No asf los problemas de valores de contorno.
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