Semana 6 - Clase 16 Tema 3: E. D. O. de orden mayor a 1

Ecuaciones Diferenciales Lineales de Orden Superior

1. Introduccion

Vamos a estudiar algunos métodos para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de orden
mayor a 1, esto es, ecuaciones del tipo

Flo,y(@),y (2),y" (@), ... y" ()] = 0.

Primero estudiemos las lineales.

2. Ecuaciones Diferenciales Lineales de orden n

Una ecuacién diferencial lineal de orden n, es una ecuacién de la forma

Fa(@)y™ (@) + fa-1(@)y" D (@) + -+ fol@)y”(2) + fi(@)y (@) + fol@)y(z) = Qx), (1)

donde fo(z), f1(x), fa(x), ..., fn(z) y Q(x) son funciones continuas de x en un intervalo I y f,,(x) # 0.
Si Q(z) # 0 la E.D.O se denomina una E.D.O. Lineal de orden n inhomogénea. Si Q(z) = 0 se
llama una E.D.O. Lineal de orden n homogénea.

Teorema Si fo(z), fi(x), fa(x), ..., fu(z) y Q(z) son todas funciones continuas sobre un intervalo
comun I,y f,(x) # 0 cuando z € I, entonces la ecuacién diferencial

Fa@)y (@) + for @)y (@) + -+ fal2)y" (@) + fi(@)y (2) + fol)y(z) = Q)
tiene una y sélo una solucién
y=y(z),
que satisface el conjunto de condiciones iniciales

y(x0) = y0, ¥'(z0) = v1, ¥"(z0) = y2, -y ™ (20) = Yn_1 .

Donde zg € I y yo, Y1, Y2, ---Yn—1 SOn constantes.

Estudiemos algunas propiedades

1. La ecuacién diferencial homogénea asociada a la ecuacién (1), es decir, cuando Q(x) = 0:
@)y (@) + Faa @)y @) ot fo(2)y" (@) + A@)Y (@) + fol@)y(@) =0, (2)

tienen n soluciones linealmente independientes: y1(x), y2(z), y3(x), ..., yn(z).
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2. La combinacion lineal de esas soluciones

Yn(x) = cy1 (@) + caya () + csys(@) + -+ + cayn(®)

donde ¢q, 9, c3, ..., ¢, son un conjunto de constantes arbitrarias, es también una solucién de
(2). De dice que se tiene una familia n-paramétrica de soluciones de la ecuacién (2).

3. La funcién
y(z) = yn(z) + yp(2),

donde y,(x) es una solucién particular de la ecuacién diferencial inhomogénea (1), es una
familia n-paramétrica de soluciones de la ecuacion (1).

4. Si yp(z) es una solucién particular de (1), entonces ayy(z) es una solucién de (1) si reempla-
zamos Q(x) por aQ(x).

5. Si yp1(z) es una solucién de:
Fa(@)y"™ (@) + famr @)y (@) + -+ fo(@)y (@) + fil2)y (2) + folx)y(z) = Qi(x)
Y Yp2(z) es una solucién de
Fa(@)y"™ (@) + faor (@)y "D (@) + -+ fal@)y (2) + fil2)y (2) + fole)y(z) = Qa(x)
entonces y,(x) = yp1(z) + yp2(x) es una solucén de
Ia(@)y™ (@) + faar @)y (@) 4+ fa(@)y" (2) + fi(2)y (@) + fo(@)y(x) = Q) + Qa(a) -
Esta propiedad se conoce como el Principio de Superposicion.
6. Si yp(z) = u(x) + iv(z) es una solucién de
Fa(@)y™ (@) + fa1 @)y V(@) + - + fo(@)y" (@) + fi(2)y (@) + fol@)y(z) = R(x) +iC(x),
entonces, la funcién u(x) es una solucién de
Fa(@)y™ (@) + faa(@)y" D (@) + - + fal2)y" (2) + fi(2)y (@) + fo(x)y(z) = R(z),

y la parte imaginaria v(z) es una solucién de

Fa@)y™ (@) + fro1(@)y " (@) + - + fa(2)y (@) + firl2)y (2) + fo(z)y(z) = C(z),
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3. E.D.O.L. homogénea con coeficientes constantes

Por lo general, las ecuaciones del tipo (1) donde los coeficientes fo(z), f1(x), fa(z), ..., fu(x) no
presentan ningin tipo de restricciéon no tienen soluciones exactas. Recordemos que las soluciones
exactas son aquellas que se pueden escribir en términos de funciones elementales. Sin embargo, si
los coeficientes de (1) son todos constantes es posible obtener soluciones exactas.

Una ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes es una ecuacién de la forma

any™ () + an_ 1y V(@) + - + agy” (z) + a1/ (z) + agy(z) = 0, (3)

donde ayg, a1, as, ..., a, son constantes y a, # 0.
Consideremos (o adivinemos!) que una posible solucién a la ecuacién (3) tiene la forma

y(a) = e (4)

Ahora bien, que forma debe tener m para que (4) sea la solucién de (3)?
Sustituyamos (4) en (3)

dm dn—1 d? d
max max max max mx
p——€ + ap—1 e +---+ay——5e " +ar—e " +ape
" dzn " dan—t da? dz
anm™e™ 4+ ap_1m™Te™ 4 4 agmZe™ + ayme™® + age™* = 0
anm™ 4 ap_m™ 4 agm® +aim+ag =0 (5)

De esta manera hemos respondido a la pregunta: el valor de m que hace que (4) sea la solucién
de (3) es aquel valor que satisface ésta tltima ecuacién algebraica de grado n. La ecuacién (5)
tendrd por lo menos n raices que denotaremos por: myi,ms, ms,...,m,. Esto significa que cada
funcién y;(z) = €™* con i = 1,2, 3... serd una solucién de (3).

La ecuacién (5) se denomina Fcuacion Caracteristica de (3) y se obtiene de una manera muy
sencilla simplemente intercambiando y/(z) por m y el orden de la derivada por su correspondiente
valor numérico. Por ejemplo:

59" (2) + 3y () +y(x) =0 = 5m*4+3m+1=0.
Al buscar las raices de la ecuacion caracteristica pueden ocurrir varios casos los cuales veremos
a continuacién.

3.1. Las raices de la ecuacién caracteristica son todas diferentes

Cuando las n raices de la ecuacién (5) son distintas entonces las n soluciones linealmente inde-
pendientes de (3) se pueden escribir como:

y1($) =" ’ y2($) = 2" ) yy,(l‘) =" y e 7yn(x) = " )
por lo tanto, la solucién general de (3) sera

yp(x) = 1™ + coe™?* + 3™ 4 - -+ cpe™n®
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Ejemplo Encontrar la solucion general de
y///+2y// _y/ _ 2y — O.

La ecuacidn caracteristica asociada a la ecuacién diferencial es

mi = 1
m3+2m?>—m—-2=0 = mo = —1
ms3 = —2
por lo tanto, la sulucién general es:

yn(x) = c1e” + coe™ " + c3e 7.

3.2. Las raices de la ecuacion caracteristica se repiten

Cuando la ecuacién caracteristica tiene una raiz m = a que se repite k veces, entonces la solucion
general de (3) es

yn(x) = (01 e tezr? 4o+ Cnxk—1> Jaz

Si la ecuacién caracteristica presenta raices multiples puede ser que la ecuacién caracteristica se
pueda escribir como una coleccién de productos de términos, por ejemplo, supongamos que la
ecuacién caracteristica se puede factorizar de la forma siguiente

m*(m —a)3(m +b)*(m+¢) =0,
en este caso se tiene que las raices son

= 0 (2veces) — yi=c1+cx
a (2veces) — yo=(c3+cuw+ C5x2) e

= —b (4veces) — y3= (06 + e+ cga? + 09303) e be

3 3 3 3
|

= —c (lvez) — ys=cpe @

La solucién general serd entonces

yn(x) = c1 + caw + (3 + caw + c52?) €™ + (e + c77 + cga? + cga®) e + cipe” .

Ejemplo Encontrar la solucion general de
y//// _ 3y// + 2y/ — O.

La ecuacién caracteristica asociada a la ecuacion diferencial es

m1 =0
mt—3m2 4t om=0 = my =1
m3 =1
my = 2
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la solucién sera
yn(z) = c1 + (c2 + c3z) € + cae 2"

Puede suceder también que las raices resultantes sean niimeros complejos. En este caso es
bueno notar que si lo coeficientes de la ecuacién caracteristica son todos reales, entonces las raices
imaginarias que puedan aparecer lo hardn en la forma de pares conjugados, es decir, que si a+ib es
una raiz entonces a—1tb también lo serd. Supongamos por un momento que m; = a+iby mg = a—ib
son dos raices de la ecuacion caracteristica, entonces la solucién de la ecuacion diferencial de segundo
orden asociada sera:

yh(l') _ Cle(a-l-zb)m + 626(a—1b)x — cleamesz + CQGame—zbm — % [Clesz + 026—1bx:|
si utilizamos la férmula de Euler

yn(x) = e [c1{cos(bx) + isen(bx)} + ca{cos(bx) — isen(bx)}]
= e"[(c1 + c2) cos(bx) 4 i(c1 — c2) sen(bz)]
e [Cy cos(bx) 4 i Ca sen(bx)]

lo que viene a ser una segunda manera de escribir la solucién de la ecuacién diferencial.

Ejemplo 1.- Encontrar la soluciéon general de
y//// + 2y// + 1 — O .

La ecuacién caracteristica asociada a la ecuacion diferencial es

mi1 =1
mt42m?+1=0 = (m*+1)’=0 = { "™7"
m3 = —1
my = —1
la solucién serd entonces de la forma
yn(x) = (c1 + cox)e™ + (c3 + caz)e ™.
2.- Encontrar la solucién general de
y" — 8y’ + 22y — 20y =0.
La ecuacion caracteristica asociada es
mi = 2
m? —8m* +22m—20=0 = (m—2)(m*—6m+10)=0 = mo =3+1i
ms3 = 3—1

la solucién sera:
) ) .
yp(z) = cre”® + coeBTIT | e300
01621 + e3:c [Cgeim + Cge_m]

= 1% 4 3 [Cy cos(x) + i Cysen(x)] .
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4. E.D.O.L. no homogénea con coeficientes constantes
Anteriormente vimos que la solucién general de la ecuacién diferencial
any™ (@) + an1y" (@) + -+ agy (2) + ary (@) + agy(x) = Q)

se puede escribir como

y(@) = yn(z) + yp(z)
donde yp () es la solucién de la ecuacién diferencial homogénea asociada a la inhomogéna, es decir,
cuando Q(x) = 0; y y,(x) es una solucién particular de la ecuacién diferencial no homogénea. Como

ya sabemos de un método para resolver la homogénea queda preguntarse como se hace para calcular
una solucién particular. Veamos algunos métodos.

4.1. El método de los coeficientes indeterminados

Este método se utiliza si la funcién Q(x) esta conformada por funciones que tienen un nimero
finito de derivadas linealmente independientes, es decir, que Q(z) contenga inicamente términos del
tipo: a, x¥, e®, sen (ax), cos(ax) y combinaciones lineales lineales de tales términos. Por ejemplo,
si Q(z) = sen (ax) podemos construir un conjunto con las derivadas sucesivas

{acos(az), —a®sen (ax), —a® cos(azx) , a'sen (azx). .. }

pero de este conjunto infinito unicamente las funciones: {sen (az), acos(ax)} son linealmente in-
dependientes. Otros ejemplos son:

z3 — {3x2, 6x, 6}
1 1 2 6
— — —— =, — .-
T 227 3 gt
Es bueno recordar que si se tiene un conjunto de funciones: fi, fo, f3,... y cada una de esas

funciones tiene derivadas del orden n — 1, entonces estas funciones son linealmente independientes,
en un intervalo comun, si el Wronskiano es diferente de cero. Para el ejemplo anterior tenemos

fi(z)  fa(x) sen (azx) cos(ax)
- = —asen? (az) — acos?(ax)
fi(z)  fi(z) acos(ar) —asen (ax)

= —a[sen? (az) + cos*(ax)] = —a # 0.

Volviendo al punto que tiene que ver con la bisqueda de y,(x), para el método de los coeficientes
indeterminados necesitamos comparar los términos de Q(z) con los de yp(z) y pueden resultar los
siguientes casos

Caso 1 La funciones Q(x) y yn(x) no contienen términos en comun. En este caso, se construye
una solucién particular y,(x) con el conjunto conformado por Q(x) y todas sus derivadas
linealmente independientes.
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Ejemplo Encuentre la solucién general de

Y+ 4y + 4y = 42® + 6€”.

Si resolvemos la ecuacién homogénea: 3" + 43’ + 4y = 0, encontraremos que

yn(z) = (c1 + caw)e™

2x

Queda claro que Q(x) y yp(x) no contienen términos en comin. La solucién particular la

construiremos de esta manera:

Qlx) — {1:2,13,1} U {e*}
— \\:’

A2 e

No vamos a tomar en cuenta las constantes. La solucién particular serd una combinacion
lineal de los elementos que resultan de la unién de esos conjuntos

yp(r) = Az® + Bz + O + De®

donde las constantes A, B, C, D tendrédn que ser determinadas.

Una vez que la solucion es propuesta, pues no queda méas que derivar y sustituir en la ecuacion

diferencial problema:

Yy ()
Yy (x)

= 2Ax + B+ De*
= 2A 4 Dé*

Al sustituir en la ecuacién diferencial resulta

[2A 4+ De”] + 4[2Az + B + De"] + 4 [A2* + Bz + C + De*| = 4a® + 6€”
4Az? + [8A+4B)x + [2A + 4B +4C) +9De® = 4z% 4 6e”

igualando coeficientes

S8A+4B = 0 3 5
9A4+4B+4C — o = A=1,B=-2,C=5,D=g,
9D 6
por lo tanto, la solucién general es
—2z 2 3 2 z
y(x) = (c1 + cox)e " + 2 —2$+§+§e
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Ejercicio Encuentre la solucion general de
1" ! _ 3z
y" =3y + 2y = 2xe™® + 3sen (z) .

Caso 2 Los términos de Q(x) aparecen como z* veces un término de la solucién yy,(z), donde k

es un entero positivo. Esto es, si la funcién yp,(z) contiene un término, digamos u(z), tal que

un término de Q(z) es 2*u(x) entonces una solucién particular se puede construir con una

combinacién lineal de z*+1u(x) y todas las derivadas linealmente independientes. En todo
lo anterior se ignoran las constantes. Si Q(z) contienen términos que cumplen con el Caso 1
estos también deben ser agregados a la solucién particular.

Ejemplo Encuentre la solucién general de
" / _ 2 2z
Yy — 3y + 2y =22+ 3e”".

Si resolvemos la ecuacién homogénea: y” — 3y’ + 2y = 0, encontraremos que
T 2x
x)=c1e’ +co e
yn() 1" +c2
u(z)

Notemos que
Qr) =22 +3e* — =2%" - k=0.

La solucién particular se puede construir a partir del siguiente conjunto:
{a:ezx, ezx} U {xz, z, 1}
———— ——
IO+1623¢ $2

Del primer conjunto no tomamos en cuenta el término e porque éste ya aparece en yp(x).
Por lo tanto, la solucién particular serd una combinacién lineal de los elementos que resultan
de la unién de esos conjuntos

yp(r) = Az + Bz + C + Dze*

Derivando y sustituyendo en la ecuacion diferencial problemas:

yy(r) = 2Az+ B+ 2Dze** + De*®
yp(r) = 2A+ 4Dze* + 4De*

Al sustituir en la ecuacidén diferencial resulta

[2A + 4Dxe®® + 4De2m] -3 [2Ax + B +2Dze** + De%] +2 [Ax2 +Bx+C + Dxe%] = 27° + 3¢*
2A2% + 2B — 6A]x + [2A — 3B + 2C] + De** = 227 4 3e**
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igualando coeficientes

24 = 2

9B—6A = 0
9A—3B+20 = o — A=LB=3,0=5,D=3,

D = 3

por lo tanto, la solucién general es

7
y(x) = cre” + c2e®® + 2% + 3z + 3 + 3xe?®.

Ejercicio Encuentre la solucion general de
Y — 3y + 2y = ze*® 4 sen ().

Caso 3 Este caso se aplica si se cumplen las siguientes condiciones

1. La ecuacién caracteristica de la ecuacién diferencial homogénea tiene una raiz multiple
que se repite r veces.

2. Q(z) contiene un término que es 2* veces un término wu(x) de la solucién yj(z). La

funcién u(x) se obtiene de la raiz multiple.

En este caso, la solucién particular serd una combinacién lineal de zF*"u(x) y todas las
derivadas linealmente independientes. Si ademds Q(z) contiene términos que correspondan al
Caso 1 estos deben agregarse.

Ejemplo Encuentre la solucién general de
y' + 4y + 4y = 3ze 2.

Si resolvemos la ecuacién homogénea: y” + 41y’ + 4y = 0, encontraremos que

2x

yh(x):cle_2x+62xe_ - mi=—-2,my=-2 — r=2

Notemos que
Qr) =3z — ze¥=zle™®™ - k=1.

La solucién particular se puede construir a partir del siguiente conjunto:

{$3€—2x’ m26—2:(;7 IE€_2x, 6—250}

plt2e—2a
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No tomamos en cuenta los términos {xe‘h , 6_2””} porque estos ya aparecen en y,(x). Por

lo tanto, la solucién particular serd la siguiente combinacién lineal
yp(z) = Axe " + Brle

Derivando y sustituyendo en la ecuacién diferencial problemas:

yp(z) = —2A2%¢™* 4 3Ax%e ™ — 2Bx?e ™ + 2Bre >
yp(x) = 4Ax3e™ % — 12422 % + 6Aze 2 + 4Bx?e % — 8Bre 2 4 2Be™ %

Al sustituir en la ecuacion diferencial resulta
[4A:1c3e_2“j — 12A22%¢ %" + 6Aze %" + 4Bx%e % — 8Bxe % + 2Be_2x] +

4 [—2Aw3e_2x +3Ax%e % —9Bz2e % 4 23356‘2”] +4 [Ax?’e_% + Bmge_%] 3xe”
6Axe %" +2Be™ % = 3ge

igualando coeficientes

6A = 3 1
{23 _ 0 = A-E,B_O,

por lo tanto, la solucién general es

1
y(x) = cre 2 4 coze 2 + JTe

Ejercicio Encuentre la solucion general de

y' =3y +2y==6e"".
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