Semana 6 - Clase 17 Tema 3: E. D. O. de orden mayor a 1

Ecuaciones Diferenciales Lineales - Continuacion

1. Soluciones para E.D.O.L no homogéneas
Vamos a continuar con el estudio de los métodos para resolver ecuaciones del tipo:
any(n) (33) + an—ly(nil) (l‘) +-+ agy//(ﬂf) + aly/(x) + aOy(l‘) = Q(l‘) ’ (1)

donde ayg, a1, as, ..., a, son constantes y a, # 0.

El método de los coeficientes indeterminados, para encontrar una solucién particular de (1),
esta limitado por la condicién de que la funcién Q(z) sea una funcién con la que se pueda construir
un conjunto finito de derivadas linealmente independientes. Estudiemos un método que quita esta
restriccién.

2. Meétodo de la variacion de parametros

Por simplicidad, para desarrollar este método vamos a considerar el caso n = 2, luego veremos
como generalizar al caso de orden n. Es decir, vamos a estudiar la ecuacién

agy”(x) + a1y’ (z) + aoy(z) = Q(x), a2 #0, (2)

donde Q(z) es una funcién continua y diferente de cero. Si y;(z) y y2(z) son un par de soluciones
linealmente independientes de la ecuacién diferencial homogénea asociada a (2), es decir, de la
ecuacién

azy”(z) + a1y’ (z) + agy(z) =0, (3)

entonces, vamos a proponer que una solucién particular de la ecuacién (2) es de la forma:

yp(x) = ur(2)y1(2) + ua(x)y2(z) , (4)
donde w1 (z) y ue(x) son dos funciones a determinar.
Derivando:
Yp(z) = ui(@)y1(z) +ui(@)yi(2) + uy()y2(2) + ua(z)ys(z
= [w(@)y1(2) +uz(z)ys(2)] + [w)(@)y1(2) + uh(2)ya(2)]
yp(@) = ui(@)y(z) +ui(2)yi (@) + i @)y (2) + ur(2)y) (2)
+ ug(@)y2(x) + up(w)ya(2) + uh(2)ys (@) + uz(@)ys ()
= [w(@)y{ (@) + uz(2)ys (2)] + [wh(@)y) (@) + uhy(2)yh(2)] + [u(@)yi () + up(@)yr (x)]

y sustituyendo en (2) resulta:

/"

ag [u1 (z)yy (x) + uz(x)yy (x)] + ag [uy
a1 [ur(z)yy () +ug(2)ys(z)] 4+ a1 [uy(z)y(x)
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Semana 6 - Clase 17 Tema 3: E. D. O. de orden mayor a 1

acomodando términos:
=0 =0
ui(z) [azyf (@) + a9 (2) + aowr (2)]  + wa(a) [azyf (2) + aryh(z) + aoye(z)] +
az [uy (@) (2) + up(@)yh()] + a2 [uy(@)yi(e) + uh(@)ya(2)] + a1 [u) (@) (@) + uh(2)ya(2)] = Q=)

Es claro que lo que tenemos es una ecuacién con dos incégnitas: uf (x) y uh(z), pero como lo que
estamos buscando es una solucién particular podemos tomar de esta ultima ecuacion el siguiente
caso:

uy (2)y1(z) +uy(z)y2(z) = 0
Q(x)
uy (2)yy (7) +uy(z)ys(z) = p
La solucién de este sistema es
0 yo y1 0
Q(z) A Y, Q(x)
uj(z) = =Gi(z), uh(z)="—"— =Ga(x)

‘yl Yo ‘Z/l Yo
yi Yo Yi Yo

Integrando y omitiendo las constantes de integracién:

uy(x) = /Gl(m) dz, wua(z)= /Gg(x) dz
por lo tanto, la solucién general resulta ser
y(@) = Cry(@) + Cay2(x) + ur (@) y1 () + u2(@) y2(x) .
Si la ecuacién diferencial es de orden n, se puede demostrar que
yp(x) = ur(2)y1(2) + ua(2)y2(2) + - + un(2)yn ()

serd una ecuacién particular de la ecuacién no homogénea, donde y; (), y2(x),...,yn(x) son las n
soluciones linealmente independientes de la ecuacion diferencial homogénea.

Sustituyendo la ecuaci’on para la solucién particular y siguiendo el mismo procedimiento que
para el caso de orden 2 se tendra que resolver el siguiente sistema de ecuaciones

ui @)y () + up(@)ya(e) + - - +up(2)yn(z) = 0

(@) (@) + dh(@)gh(e) + -+ dy(@h(@) = 0

uh ()" (@) + () (@) 4l () @) =
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Semana 6 - Clase 17 Tema 3: E. D. O. de orden mayor a 1

Ejemplo Encuentre la solucién general de
y" — 3y + 2y = sen (e_x)

Cuando se resuelve la ecuacion diferencial homogénea asociada a la ecuacion diferencial del problema
se tiene
Y —3y+2y=0 = yu(x) = Cre® + Cre®®,

por lo tanto: y; = €® y yo = €2*. Como ya hicimos el desarrollo para n = 2 podemos ir directamente
al sistema resultante:

uf (z)e® + uh(z)e* = 0
sen (e™*
uh (z)e® + 2ub(z)e*® = (1 )
Al querer resolver el sistema resulta:
0 e e’ 0
sen (e™%) 2e%* —e2*gen (e * e’ sen (e Tsen (e~
o) = LD 2R | D) e el eenle)
e’ 62x e3T e 6250 e3T
et 2e% et 2e%

Integrando por partes:

—e?sen (e7* e’sen (e™*
ui(x) = /6333() do = —cos(e7), wug(x)= / efsen (e7%) dz = —sen (e7")+e " cos (e™7)

La solucién particular es entonces:
yp(z) = —cos (e7") e” + [—sen (e™*) + e * cos (e7*)] e = —e*"sen (e ™) |
por lo tanto, la solucién general resulta ser
y(x) = C1e® + Coe®® — e*sen (e™®)
Ejercicios Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales

1.
y// +4y/ +4y — 31‘6_296

'+ =tan(z), —-=<z<

oy
N
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Semana 6 - Clase 17 Tema 3: E. D. O. de orden mayor a 1

3. Meétodo de reduccién del orden (Coeficientes no constantes)

Ahora vamos a desarrollar un método para resolver ecuaciones diferenciales lineales:

Fa(@)y™ (@) + fao1(@)y" D (@) + -+ fol@)y”(2) + fi(@)y (@) + fo(@)y(z) = Qx),  (5)

donde fy(x), fi(x),..., fn(x) y Q(z) sun funciones continuas de x en un intervalo comun I, ademds

fn(x) #0.

Primero que todo, debemos poder encontrar una solucién (no trivial) de la ecuacién diferencial
homogénea asociada a (5)

Fa(@)y™ (@) + far @)y (@) + - + fo(2)y" (2) + fi(2)y (2) + fo(x)y(x) =0.  (6)
Consideremos, por simplicidad, el caso n = 2:
fa(z)y" () + fi(x)y'(x) + fo(z)y(z) = Q(z) . (7)
v sea y1(z) una solucién (no trivial) de la ecuacion diferencial homogénea asociada a (8):
fa(@)y" (x) + fi(2)y' (z) + fo(z)y(z) = 0. (8)

El método permitird encontrar una segunda solucién de la ecuacién homogénea y también una
solucién particular de (7).

Sea y2(x) una segunda solucién de la ecuacién diferencial homogénea y vamos a suponer que
tiene la forma

1o(2) = 1 () / u(z)de (9)

donde u(x) es una funcién a determinar. Por lo tanto:

W@ = p@ul) + @) / u(z)dz (10)
@) = @) + 2 @) + @) [u)ds (11)

sustituyendo en (8) resulta:
o) (o @) + 23 @)ule) 4 0) [ ute)d] + 512 n(0)uto) + 140 [ ula)as]
+fo(2) [yl(x) / u(z)dx] ~0
) + AR+ o@n@)] [u@de + Lan @) + 20 + AEnE)] e =0

Como el primer término de la dltima ecuacion es idénticamente igual a cero, entonces:

fa(@)yr(2)' () + [2f2(2)y1(2) + fr(@)yi(2)] u(z) =0,
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Semana 6 - Clase 17 Tema 3: E. D. O. de orden mayor a 1

acomodando términos

du+2dy1((m) LG /d /dyl — /fl(x)da:

@)~ h) ()
esto es:
Infu(z)| + 21n |y (z)] = flggdm
(@)@ = - [ {0
w)n@)? = e |- [ 18
@ = e [ fo]

Por lo tanto, si logramos integrar esta tltima ecuacién estaremos encontrando una segunda solucién
linealmente independiente de (8):

= X ;GX — fl(l') xr X
y2(7) = y1( )/(yl(x))2 p[ fQ(x)d ]d : (12)

Ejemplo Encontrar la soluciéon general de

2y + a2y —y=0,

donde y; = = es una solucién de la ecuacién diferencial y x # 0.
Como esta ecuacion es de orden 2, podemos ir directamente a la ecuacién (12) en lugar de hacer
el desarrollo nuevamente

1 T 1 1 1
yg(x)zw/aﬂexp [—/ﬁdm} dx:x/xaexp[—ln|az|]dx:x/x3da}:—2x

por lo tanto:
1
yh(x) =Ciz + CQ; .

Si queremos encontrar una solucién paricular de la ecuacién no homogénea (7) también podemos
utilizar la solucién de prueba (9). Repitiendo los célculos resultara:

@)y (@) (2) + [2f2(@)y1 (@) + fr(2)y(2)] u(z) = Q(z)
1

, G | h@] . Q)
“@+P<>+m>hm‘hwmm

y esta ecuacién es simplemente una ecuacién diferencial lineal de primer orden para u(z). Esto
significa que debemos encontrar el factor integrador

ef{ et RG >]dx

@) =
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para luego escribir la solucién:

1 QW c
(@) ] @@ @

u(r) =

Ejemplo Encuentre la solucién general de

2.1
>y +ay —y=u,
En el ejemplo anterior vimos que para la ecuacién homogénea tenemos dos soluciones linealmente
independientes:

2, 1

2?2y tay —y=0 = y(z)=x, pr)=a""

Podemos entonces proponer la siguiente solucién particular para la ecuacion diferencial no ho-
mogénea:

yp(z) = a:/u(:c)daj,
En lugar de repetir los calculos que consisten en derivar y,(z) un par de veces y sustituir en la

ecuacion diferencial problema, podemos ir directamente al grano pues ya sabemos el resultado, esto

- o (z) + H + ;2} w@) =5 o d(@)+ Sue) = —

x3 T x2
el factor integrador para esta ecuacion es
3 3
,U'(x) _ efzdx _ eln|x| — 3
por lo tanto:

1 2
3:3/d —1—— = u(z):/azdx+c = u(az):—m——l—g

32 a3
Como lo que queremos es una solucién particular podemos omitir la constante de integracién, es

decir:

y la solucién particular es entonces

1 x
= _ — il
x) x/zxdm 5 n |z

La solucién general de la ecuacién diferencial es entonces:

y(z) = Cro + Cox™' + gln || .
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Ejercicios Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales

1.

2.1 3

2y +ay —dy=2*, yi(z) =2

2.1

22y oy —y=a?

e, @)=z

4. La ecuacion de Euler
La ecuacién inhomogénea de Cauchy!-Euler?
ao y(x) + a1 z ¥ (x) + - + an " y™(z) = F(x)
con los a; = ctes, puede ser resuelta por este método. Consideremos una ecuacién de orden 2
cy(x)+bzy(z)+az®y(z) = F(x)
La solucién de la homogénea se propone como yp = ™ por lo tanto
cy(x)+bzy(z)+ax?y(n)

0
ca™+bxmz™t+ax?mim—1)am2=0
" (c+bm+am(m—1)) =0

por lo tanto
am?® + (b—a)ym+c=0

con
—(b—a)++/(b—a)?—4ac
2a

m =
por lo tanto
1. Si mj # mo y ambas reales, entonces la solucién de la homogénea sera

Yp = Crx™ 4 Cyx™?2

2. Si my = my y ambas reales, entonces la solucién de la homogénea serd

yp, =™ (C1 + Cy Inx)

Louis Augustin Baron de Cauchy (1789-1857). Matematico francés, uno de los creadores del analisis ma-
tematico moderno. Estudid, entre otras cuestiones, los criterios de convergencia de series, las funciones de variable
compleja y los sistemas de ecuaciones diferenciales

’Leonhard Euler (1707-1783). Matematico suizo. Destacé en el estudio de diversas cuestiones del célculo lo-
garitmico y diferencial, asi como de las series algebraicas y la trigonometria.
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3. Simy =mo = a+ 18, entonces la solucién de la homogénea seréd

yp = 2% (Crcos(f Inz) 4+ Cy sen(f Inz))
Ahora para lograr la solucién de la inhomogénea suponemos el caso my # ms por lo tanto

yin =2 yop = "

0 2 0 ™2
/ T(ﬂé’) my 21 f(ﬂg) my 21
u1 — a T — a T — gl (x>
e xm2 W(y1, yg)
my ™ gy gmel
™ 0 ™ 0
. mi IL‘ml_l fg’;) my M 1 fg(r?g)
™ 2 W(y1,y2)
my ™1 mg gm2—1

La siguiente ecuacién diferencial

1
:L’Qy// _ xy/ + 5y _ E

tiene como solucién de la homogénea
yp =2 (Crcos(2 Inx) + Cy sen(2 Inx))
la solucién particular por el método de variacion de los parametros queda como
Yp = u1(x) yp1 + u2(T) Yn2
calculando los coeficientes respectivos en donde el Wronskiano
W (x cos(2 Inz); x sen(2 Inz)) =2z

por lo cual los coeficientes quedan

2lnz)i 1
uy 2/91(30) d:c:/:mn(zxnx)xdm: Zcos(ana:)

2lnz)L 1
Ug = /%(m) dx = /xcos(2xncc)xd$ = Zsen(Zlna})

finalmente las solucién particular sera
1 1 1
Yp =T (4 cos?(2Inz) + Zsen2(21n x)) =17

y la general
1
y=x (Cicos(2 Inz)+ Cs sen(2 Inz)) + i
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