Semana 6 - Clase 18 Tema 3: Aplicaciones Ecuaciones Ord Sup. 1

Algunas Aplicaciones de las Ecuaciones de Orden Superior
Parte 1

1. Mecanica y Electricidad

Una de las mas famosas ecuaciones diferenciales, lineales, ordinaria con coeficientes constantes

€S
2

at+pfu+yu=a —I—B +7u—A(t)

de?
La cual utiliza para describir sistemas mecanicos y toma la forma
(= Desplazamiento
(é—f = Velocidad
de dx m = masa
kx=F(t dond
e AT dt tho=F() onde n = Constante de Amortiguamiento
k= Constante Elastica
F(t) = Fuerza Aplicada
y circuitos eléctricos
Q = Carga Eléctrica
d—Q =1 = Intensidad de Corriente
d?Q d@ L = Inductancia
L —+R — E(t donde
de? * dt te Q ®) . R = Resistencia
C = Capacitancia
E(t) = Fuerza Electromotriz

Analicemos la ecuacién que describe sistemas mecénicos y dejamos la cual describe sistemas eléctri-
cos para un analisis posterior. El primero de los casos a analizar serd el de las oscilaciones libres,
vale decir F'(t) = 0, lo cual en el lenguaje de las ecuaciones diferenciales se traduce a ecuacio-
nes diferenciales homogéneas. En contraste, si F (t) # 0, es decir, el caso inhomogéneo, estaremos
describiendo oscilaciones forzadas.

2. Oscilaciones libres

Analicemos pues del caso del oscilador arménico libre, i.e.

d?z k
mﬁ—l-kx—o = 1z (t) = Cy cos (wot) + Ca sen (wot) con wp=4/—

m
wo se denomina la frecuencia natural de oscilacién y C7 y Cs las constantes de integraciéon que se
determinan de las condiciones iniciales. Es claro que

. { Cp = Acosd
si

Oy — Asens x (t) = Cpcos (wot) + Casen (wot) <  x(t) = Acos (wot + 6)
) —
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Figura 1: Oscilador arménico libre. Cambios en la posicién inicial no afectan la frecuencia natural.

con R la amplitud y ¢ en dangulo de fase. Obviamente, el periodo del movimiento sera

3

2w
T=—=2
wo T k

Ejemplo Como un ejemplo analicemos el caso de un sistema en el cual m = 0,1 Kg. y k = 0,4

N/m En este caso la frecuencia angular wy = 4/ % = 2 rad/sg. La ecuacién diferencial que describe
este movimiento sera

z(0) =1, %’t:o = 0; = x(t) = cos(2t)
((1;3;—1—436:0 A z (0) = 4; i—ﬂt:O:O = x(t) =4cos(2t)
z(0) = —2; %‘t:o =0 = x(t) = —2cos(2t)
z (0) = 0; %‘tzo =1; = a(t) = 5sen(2t)
ft;;Jrélas:O A z (0) = 0; %‘t:():él; = x(t) =2sen(2t)
z (0) = 0; ?Tﬂtzo =—-2 = z(t)=—sen(2t)
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Figura 2: Oscilador Arménico Libre. Cambios de velocidad incial no afectan la frecuencia natural

3. Oscilaciones Libres Amortiguadas

Consideremos que en el movimiento actia una fuerza de amortiguacién proporcional a la velo-
cidad, por lo cual el movimiento viene descrito por

m@+ d—x+km— d2—x+Q d—x+w2$—0
a2 " I Tz TR

la cual constituye una ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden. Las raices del
polinomio caracteristico asociado seran

—n+/n?— 4k 2 k
- n n m:—ij: (i) —— =—u+ /'u2_w(2)
2m 2m

2m m

por lo tanto la solucién serd
z (1) = C1e<7 (HJF\/m)t) + 026(70”7 H2*w§)t>

de donde se deducen los siguientes casos

z(t)=Cy et + Cy e < u?—wi >0 Sobreamortiguado
z(t) = (Cr+Cat)er? < pP-wi=0 Critico

z(t)y=eHr! {01 cos Km) t} + Cysen [( wg — /ﬂ) t]} < p?—wi<0 Subamortiguado
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Figura 3: Oscilaciones libres amortiguadas y no amortiguadas. Nétese que el periodo es mayor para
el caso subamortiguado

Ejemplo Como un ejemplo analicemos el mismo caso del sistema anterior en el cual m = 0,1
Kg. y k = 0,4 N/m, sélo que ahora la constante de amortiguamiento serd n = 0,60, 0,40 y 0,15 En
todos los caso la frecuencia angular wy = \/% = 2 rad/sg. y la cantidad subradical (,u2 — w%) co-

rrespondera a los tres casos anteriormente mencionados. Las ecuaciones diferenciales que describen
este movimiento seran

z(0)=0
oG rar=0 A ¢ = w(t) = (34 55) VT4 (= JT) e GHVR
E|t=0:4
z(0)=0
2
%Tg+4%+4x:0 A . = z(t)=(1+6t)e
E't:0:4
e de 4. T(®=0 £ — e—3t |2 V15, VAGH
e S B e U COREICR)
dz —4
dt 1t=0

= —4 m/s,

Si en los casos anteriores cambiamos el signo de la velocidad inicial, i.e. ‘é—ﬂ o
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Figura 4: Oscilaciones Libres amortiguadas con cambio de signo en la velocidad inicial

tendremos la siguiente representacién gréfica.

p0)=1 | =-4 = at)=(3-52) T4 (L4 L) e ()
xz(0)=1; %‘t:o =—4; = x(t)=(1+2t)e %
z(0)=1; ¥[_,=-4 = z(t)= et {\;—115 sen <§t> + cos (@t)}

En todos los casos dado que 1,73 < 0 se tiene que z (¢ — 0) — 0. El movimiento subamorti-
guado es periddico y el periodo viene descrito por

2m T 2 1 2
Ty = ——20 = si (“) <<1 = TammT<1+ (“) )
\/ 2 2 wo 2 \wy
() - ()

wo wo

el cual siempre sera mayor que el periodo de oscilacion natural del sistema.

4. Oscilaciones Forzadas

Supongamos ahora que existe una fuerza aplicada al sistema tal que

d%z dz 9 Iy
@JrZ,u EJFWO x = Ecos(wt)
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Figura 5: Oscilador arménico forzado con w = w3 Nétese el fenémeno de resonancia

4.0.1. Oscilaciones Forzadas no amortiguadas
En este caso p = 0 y por lo tanto

Tl +wyx= Ecos(wt)
4.0.2. Amplitud modulada w # wy
y tendra como solucién

Fy

m (wg — w2)

Fy

x (t) = Cj cos (wot) + Ca sen (wot) + 5 5
m (wi — @?)

cos (wt) = Acos (wot + 0)+ cos (wt)

homogénea
inhomogénea

con lo cual es la suma de dos movimientos arménicos con distintas frecuencias y amplitudes. Si el
cuerpo parte del reposo, esto es: z (0) = & (0) = 0 entonces

G = ) i2
0 = x(t)= W”L(To—?ﬂ [cos (wot) — cos (wot)]
Cy=0 0
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Figura 6: Oscilador arménico forzado. Nétese la envolvente de la funcién

dado que

i -oe[{(25) (41
0 sen

Envolvente

Ejemplo El mismo sistema anterior en el cual m = 0,1 Kg. y k£ = 0,4 N/m, cuando parte del
reposo desde el origen de coordenadas y existe una fuerza de excitacién F' = 0,5cos (3t). Por lo
tanto la ecuacién diferencial que describe el movimiento sera

a2z z(0)=0 1 5
—— +4 2 = 5cos (3t) = x(t) = cos(2t) — cos(3t) =2sen <t> sen <t>
dt 0 —— —— 2 2
homogénea  inhomogénea  ~——~—"

dz ’ _
dt It=0 —
envolvente
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Figura 7: Carga en funcién del tiempo en un circuito RLC sometido a un voltaje constante. Nétese
que el sistema alcanza el régimen estacionario cercano a los 0,3 sg

4.0.3. Resonancia w = wq

En el caso que la frecuencia de la fuerza de excitacién coincida con la frecuencia natural del
sistema, se tiene

d? F
Sl wi o= Fycos (wot) == x(t) = Ccos(wot) + Casen (wot) + O ¢ sen (wot)
dt? mwg

envolvente

Ejemplo El sistema anterior (m = 0,1 Kg. y £ = 0,4 N/m), cuando parte del reposo desde el
origen de coordenadas y existe una fuerza de excitaciéon F' = 0,5 cos (2t) . Por lo tanto la ecuacién
diferencial que describe el movimiento sera

0)=0
a2 z( 5t
% 4 =>5c0s (2t) A = z(t) = —sen (2t)
a2 o g 4
E}tzo -

5. Oscilaciones Forzadas amortiguadas

En este caso p # 0 y por lo tanto

d%x dz 9 Iy
@Jrlu EJFWO x = Ecos(wt)
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Figura 8: Intensidad en un circuito RLC sometido a un voltaje constante.

la cual tendra como solucién

0=l T ) o (18 (s o)

m (@8 —=?) + (2umw)’

una vez mas se puede convertir en

x(t) = C’le(*(#ﬂ/u?fw%)t) " 026(*<M* u2,wg>t) n Ey cos (wt — ()

m 2 2)2 2
solucién homogéne =régimen transitorio \/(WO - w ) + (2:uw>

solucién inhomogénea = régimen estacionario
donde
2 2
Wy — W
cos (¢) = S - ) =y sen(()= : -
\/(wg — @?)” + (2uw) \/(wg — @?)" + (2uw)

Es claro que el término homogéneo en todos sus casos (sobreamortiguado, critico y subamortiguado)
tiende a cero, por ello se considera un término transitorio, no asi el término inhomogéneo que
permanece oscilando. En términos Fisico se pude decir que el término transitorio representa la
disipacién de la energia inicial que se le provee al sistema a través de la posiciéon y la velocidad
inicial de lanzamiento. Esta energia inicial se expresa a través de las condiciones iniciales se disipa.
Si no existiera disipacién esta energia inicial permaneceria por siempre en el sistema. Finalmente el
término inhomogéneo, a través de la fuerza de excitacién, impone el movimiento al sistema. Nétese
ademads que el termino inhomogéneo nunca se hace infinito, ni siquiera para el caso para el cual
tiene un maximo y es aquel en el cual la frecuencia de excitacién coincide con la frecuencia natural
del sistema.

2uww
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Ejemplo En un circuito RLC, cuyos componentes son L = 1 henry, R = 40 ohmios y C' = m
faradios, se le aplica un tensién de V' = 24 voltios. Determine el comportamiento de la carga y la
intensidad de corriente en el circuito

La ecuacion diferencial que describe el comportamiento del sistema

PRCIOINI0

7 +R T +5Q:E(t) = d2£2(t)+40 d%()+40000 Q) = %
L deItgt) +R d;; ) é I(t)= dlflt( ) = diiét) + 40 dldit) +40000 I (t) =0
tomando en cuenta las condiciones iniciales tendremos como solucién
Q(0) =10~ Qt) = sghg + €2 | sidadssen. (VIT60t) + g cos (V11600)|
=
1(0) =% — 1072 I(t) =99 = 20t [ﬁ cos (V1160t) — 3TVIL

6000 Sen (\/>60t)]

Si en vez de un tensién constante de 0,5 V. la fuente de tensién es sinusoidal de la forma
E (t) = 5 cos (180t) voltios las ecuaciones se transforman en

d?Q dQ 1 4 d@ 2
40 — + 40000 Q = — 180¢ 0) =10~ AN T(0)=—= =10~
= + i + Q = = cos( ) con Q(0) (0) |,
d?I drl
Tz +40 5 + 40000 T = ~90sen (1801)

con sus correspondientes soluciones a las condiciones iniciales del sistema

Qt) = IJW {e !2231\510» (GO\ﬁt) + ? oS (60\ﬁt>]

I(t)zl(l)o{e%t [;Mcos (60f t) 2453[ (6of t)

19
= 57 €O (180¢t) + agsen (18075)}

81 171
+ T375en (180¢) + 77 °°8 (18075)}

Por analogia con el caso mecanico procedemos a identificar cantidades

_ R
T = A= Yo = L
o B 1 2 . (R 2 2Vt — 784002 + 1600000000
W= 2 Ly (£~ =2) + (Ew)

con ello se puede ver la funcionalidad de la amplitud con la frecuencia excitatriz
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Figura 9: Carga en funcién del tiempo en un circuito RLC sometido a un voltaje sinusoidal V' (t) =
3 cos (180¢) . Nétese el régimen transitorio (0 <t < 0,17) y estacionario (¢ > 0,17).

0.014

0.005

-0.0057

-0.017

-0.0157

AL
v

i

Figura 10: Intensidad de corriente en un circuito RLC sometido a un voltaje sinusoidal V' (t) =

3 cos (180¢)
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Figura 11: Amplitud como funcién de la frecuencia excitatriz. Nétese el maximo de la amplitud
cuando el sistema entra en resonancia, i.e. @w = wy
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