Semana 6 - Clase 18 Tema 3: E. D. O. de orden mayor a 1

Operador Diferencial y Transformadas de Laplace

1. Operador Diferencial

Un operador es un objeto matematico que convierte una funcién en otra, por ejemplo, el opera-
dor derivada convierte una funcién en una funcion diferente llamada la funcién derivada. Podemos
definir el operador derivada D que al actuar sobre una funcién diferenciable produce la derivada
de esta, esto es:

D'f(z) = f(z), D'f(x)=f'(z), D’f(z)=["(a),....D"f(z) = [ (z).
Es posible construir la siguiente combinacion lineal con los operadores diferenciales:
P(D) =ag +a;D + a;D? + -+ +a,D", a, #0. (1)

donde as, a1, as, .. .ay, son constantes. A este nuevo objeto lo podemos llamar el Operador Polino-
mial de orden n.
La utilidad de este objeto matemético quedara claro si hacemos la siguiente definiciéon

PM)y = (a,D"+an_1D" '+ +aD*+a1D +ag)y
= a,D"y+ a1 D" 'y + - + aoaD?y + a1 Dy + agy
any™ + an_1y™ Y 4+ -+ agy” + a1y’ + aoy (2)

Por otro lado, recordemos que una ecuacién diferencial lineal de orden n con coeficientes cons-
tantes es una ecuacién de la forma

any"™ + an—1y™ Y + -+ a2y’ + a1y’ + aoy = Q(x) (3)
por lo tanto, (3) se puede escribir de una manera compacta como
PD)y = Q(z). (4)
El operador polinomial es lineal, esto significa que tiene las siguientes propiedades
» Si fi(z) y fa(z) son dos funciones diferenciables de orden n, entones
P(D) [afi(z) + B f2(2)] = aP(D) fi(x) + BP(D) fa(z)
donde a y 8 son constantes. Ademas:

» Siyi(x),y2(x),...,yn(x) son n soluciones de la ecuacién diferencial homogénea P(D)y = 0
entonces yx(r) = Cryi(x) + Coya(x) + - - - + Cryn(x) es también una solucion.

= Si yp(x) es una solucién de P(D)y = 0 y yp(x) es una solucién de P(D)y = Q(z) entonces
y(x) = yn(x) + yp(x) es una solucién de P(D)y = Q(x).

Héctor Herndndez / Luis Nunez 1 Universidad de Los Andes, Mérida



Semana 6 - Clase 18 Tema 3: E. D. O. de orden mayor a 1

» Siyp1(z), yp2(z), ..., ypn(x) son soluciones particulares de las respectivas n ecuaciones
PD)y = Qi1(z), PD)y =Q2(x),..., P(D)y = Qn(x)
resulta entoneces que
PD) [yp1(2) + yp2(2) + - + ypn(2)] = Qu(x) + Q2(2) + - + Qn(2)

implica que
Yp(®) = yp1(x) + yp2(2) + -+ + Ypn ()

es una solucién de

PD)y = Q1(z) + Q2(x) + - + Qu(z)
Ejemplo Encuentre una ecuacion particular de
' +y=a®+xe** +3 = (D2+1)y:x2+x62x+3

Por alguno de los métodos anteriormente vistos podemos encontrar las soluciones particulares de
cada una de las siguientes ecuaciones

(D2+1)y:x2, (D2+1)y:xe2’”, (D2+1)y:3

las soluciones son, respectivamente

1 X 4 X
yp1(z) = =2, yp2(z) = R <xe2 — —¢? ) . Yp3(z) =3

por lo tanto, una solucién particular de la ecuacién diferencial problema es

1 4 1 4
yp(x) = 2% — 2+ = <33€2x - 5€2x> +3=22+1+ = <$€2x - 562””) .

Al operador diferencial también se le pueden agregar las siguientes propiedades. Consideremos
los operadores

Pi(D) = a,D"+a, D" '+ +a;D? 4 a;D + ag (5)
Py(D) = b,D"+b, ;D" ... £ b5,D? + 5D + by (6)

con n > m.
s (P4P)f(z) = Pif(2)+Pof(2) = [anD" + -+ 4+ ay, D™ + - - + (ag + ba)D? + (a1 + b1)D + ag + by f(x)
= [9(z)P(D)] f(z) = g(z) [P(D)f(z)]
» g(z) [P1(D) + P2(D)] f(z) = g(z) [PL(D) f(x)] + g(z) [2(D)f(z)]
» [PI(D)P(D)] f(z) = P1(D) [P2(D) f ()]
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= Si el operador polinomial diferencial puede ser factorizado, es decir, si:
P(D) = apD" + ap_1D"' + -+ a:D* + a1 D + ag = an(D — m1)(D —my) -+ (D —my)
las cantidades: mq,ma, ..., my son las raices de la ecuacién caracteristica de P(D)y = 0.

= Para el operador polinomial diferencial es de orden n se cumple que
PD+a)=a,(D+a)" +a,1(D+a)" '+ +az(D+a)’+a; (D+a)+a

donde a es una constante.

Teorema Si
P(D) =a,D" + a, D" ' 4+ - 4+ a;D? + a1 D + ag

es un operador polinomial diferencial con coeficientes constantes y u(x) es una funcién n veces
diferenciable, entonces:
P(D) [ue®] = e P(D +a)u,

donde a es una constante.

Ejemplo Evaluar la siguiente expresién
(D2 - D +3) (xge*%)

Al comparar la forma de esta expresién con la de teorema anterior, vemos que a = —2 y u(z) = 2°.
Por lo tanto, si hacemos

PD—-2)=(D-2°-(D-2)+3=D>-5D+9
se obtiene que
(D2 —-D+ 3) (a:?’e_zx) —e 2 (D2 — 5D + 9) 2 =e 2" (99U3 — 1522 + 63:) .
2. Solucion de ecuaciones diferenciales lineales con el operador
polinomial
Estudiemos un método que nos permitird resolver ecuaciones del tipo
any™ + an_1y" Y 4 b agy” + a1y +agy = Q(x), an £0.

El desarrollo del método quedard evidente al estudiar el siguiente ejemplo:
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Ejemplo Resolver la ecuacion

"'+ 20—y — 2y = e,
Al escribir esta ecuacién utilizando el operador diferencial resulta

(D*+2D?’-D-2)y=e* = (D-1)(D+1)(D+2)y=e*
Si llamamos u = (D + 1) (D + 2) y entonces se puede ver que
D-Du=e* = u —u=e* = u=e*+Cre”
Conocida la funcién u entonces se tiene que
(D+1)(D+2)y=e¥ +C1e®

Repetimos el proceso, pero ahora hacemos v = (D + 2) y, por lo tanto

1 C
(D+1)U=€2x+0165” = v +v=e®+ 01" = v:§e%+71ex+026_“”

Conocida v, entonces
1 c
(D+2)y =™ + 71@” + e

Integrando una vez mas:

1 C 1
Y +2y = 562“7 + 71636 + et = y(z) = Ee% + C1e® + coe™ " + Cze™ 2%

Notemos que existe una manera bastante sencilla de resolver la ecuacion combinando varios
métodos. Si buscamos y,(x) a través de la ecuacién caracteristica se obtiene que la solucién es:

yn(z) = C1e® + coe™® + C3e~2%. Ahora bien, una solucién particular se obtiene al considerar
— L2z _ 1 2 _ 1 2z
u(x) = e** entonces v = ze** y por lo tanto y,(r) = 75"

Ejercicio Resuelva la ecuacién
yl/ + y — eCC .
El método puede aplicarse a ecuaciones diferenciales de orden n, ya que si se tiene que
(D —m1)(D—mg) - (D —mp)y = Q(x)
entonces se puede definir la funcién v como
u=(D—-ma) - (D —my)y

y lo que queda es resolver una ecuacion diferencial lineal de primer orden

(D —m)u = Q(x)
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Una vez resuelta la ecuacion para u se sustituye en:
(D —m2)(D —mg3)--- (D —my)y = u(x)
Repitiendo el proceso,
v=D—-mz)---(D—my)y = (D—m2)v=u(z)

Integrando:
(D —m3)--- (D —mn)y = v(z)

Esta repeticién nos llevara entonces hasta la solucién y(z).
Los operadores suelen tener su inversa, esto significa que si

P(D)y = Q(z) = P~ (D)Q(x) = yp(z) = mQ(x) = yp(2)

donde y,(x) es una solucién particular de P(D)y = Q(x). Esto significa que

prQw = [ [ o [

n veces

Ejemplo Evaluar
D22z +3).

Esto significa que

1
D ?(2z+3)=D""! /(23: +3)dz =D (2% + 32) = /(302 + 3z)dr = gsc?’ + gxz .

De todos modos es facil verificar que y, = %x?’ + %xz es una solucién particular de D%y = 22 + 3.
También se debe tener en cuenta que

3. Solucion de ecuaciones diferenciales lineales con el operador
polinomial inverso

Volvamos al tema de resolver ecuaciones del tipo
any™ + an_1y" Y 4+ agy” + a1y +agy = Q(z), an £0.

Estudiemos los casos mas simples
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Caso 1: Q(z) = ba* y P(D) = a,D" 4 a,,_1D" ' + --- + a3D? + a1 D + ag. Esto significa que

PD)y = (anD" +ap D"+ 4 apD? 4+ ayD + ao) Yy = ba* , ag#0.

Como ya lo mencionamos

1 bk — 1

k
Yp(x) = bx
PM)™ g [1+ 4D+ 2D2 4. 4 2D

Si se hace un desarrollo en serie de 1/P(D) resulta

b
yp(x) = o [1 +eD+eD?+ -+ cka} z"

Ejemplo Resolver la ecuacion

4y — 3y’ + 9y = 52>
Cambiando de notacién resulta

(4D? — 3D + 9)y = 52°

Comparando con la expresion general anterior tenemos que b =5y ag = 9. Por lo tanto:

1 1

yp(z) = 5rsba’ =
b P(D) 9[1- 2D+ §D?]

522

No tiene sentido ir més alla de D? ya que: D3(22) = 0, D4(2%) = 0,... Al hacer el desarrollo

en series resulta
5 1 1 5 2 2
=" [1+-D-—-D?| 2= (22+22-2).
yp() 9[+3 1 ]x 9<x+3x 3)

En el caso de que ag = 0 se tiene que

PD)y = (a,D"+ap_1D" '+ +a;D?+a;D)y
= D (anDn_l + an—an_z 4+ +aD+ al)

Esto significa que D es un factor de P(D). En general, si D" es un factor de P(D) entonces
P(D)y:DT [anD"7T+"'+ar+1D+ar}y:bxk, ar#o_

o) = =
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