Semana 7 - Clase 22 Tema 4: Sistemas de Ec. Diferenciales

Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

1. Motivacion

Cuando consideramos la evolucion de sistemas con varios grados de libertad o con varias particu-
las, naturalmente arribamos al tratamiento de sistemas de ecuaciones diferenciales. En estos siste-
mas encontramos varias variables dependientes de una sola variable independiente. El mas natural
de los ejemplos es el caso de un sistema de particulas que se mueve en el espacio bajo la accién de
fuerzas externas:
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donde, la funcién F; = Zj F; ; expresa la sumatoria de fuerzas externas sobre cada particula, vale
decir

ZF—; d?"l d’I“Q d’l"n " f d’l"l d?"2 dTn "
| r1.79.7 e - . — r1.79. 7T NS - = ... —
- 1y 1,712,735, ny dr ’ dt’ dt ’ 1 1,712,735, ns dr ’ dt’ dr ’

7 dr; dry dry, ; ~ dry drg dry, ’
. T ’r' /r‘ '..r — — - — e ”" r ’,"( o--’r' — — - —
Ej 27 1,712,735, ny dr ’ dt’ dt’ _‘;2 1,772,735, ns dr ’ dt’ dr ’
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%:Fnj 7“177’2,7“3”"'7"117@’@,'"Eat =Fn ?“1,7”2,7”3a,"'7’m§;g7'"Eyt

Pero igual de importante es la posibilidad de convertir una ecuacién diferencial ordinaria de orden
superior

2 (1) = F (207D (1), (1), F (1), 5 ()0 (1), 2 (1) 1)

haciendo el siguiente cambio variable

Up =2V (1) U =2V @) ug=F () us=&(); ug=d(t); u =x(t)
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en un sistema de ecuaciones diferenciales

un - Fn (unaunfla s, U4, US, u27u13t)

2D (1)

an—l

Uz = @ (t)

tg = & (t)

Uy = @ (t)

que puede ser generalizado a:
Up = Fp (Un, up—1, -, uq, us, ug, ui, t)
un—l - Fn—l (uTwun—l? e 7u47u37u27u17t)

u3 = FS (unvun—l) T 7u47u37u27u17t)
’L'LQ = F2 (unyun—la T 7u47u37u27u17t)
U1 = F1 (Up,Up—1,- -+ ,uq,u3, ug,uy,t)

Para garantizar que existe soluciéon al problema de valores iniciales se debe imponer algunas
restricciones sobre las funciones F; (uy, - - - ,us, uz, ui,t) para ello existen un par de teoremas que
garantice esa solucion

Teorema 1: Sean las funciones F1,Fo,---F,, y sus derivadas
OnF1,01Fg, - O01Fy, - 0;F1,0;F2, - - 0;Fy, - - - 0,F1,0nF2, - - - O, F,
continua en una regién R del espacio (t,u1, ug, - - - u,) que contiene al punto (to, ul,ug, .- u%)
que caracteriza las condiciones iniciales. Entonces existe un intervalo ||t — tg|| < h en el cual
existe una unica solucién uy = @1 (t),ue = Pa (t), -+ ,up = Pp (t),
Hemos denotado 0;F; = a—l como la derivada parcial y u2, = uy, (to) como las condiciones

Uj

iniciales.

Teorema 2 Sea el siguiente sistema lineal de ecuaciones diferenciales

Uy =p11 (t) ur +pi2(t) ua+---pin (t) up + g1 (t)
Ug = pa1 () ui 4+ paz () uz + - pan (1) up + g2 (t)

Up = Pn1 (t) UL + Pn2 (t) U2 + -+ Pun (t) Un + Gn (t)

Sipi1 (t),p12(t), - pin(t) - pij () -+ Pan () ¥ 91 (t) - - gn (t) son funciones continua en el
intervalo a < t < 3 que contiene al punto ¢t = ty entonces existe una unica solucién que
satisface las condiciones iniciales u9, = w,, (to)
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2. Notacion Vectorial

El sistema lineal antes mencionado

Uy =p11 (t) ur +pio(t) ua+ - pin (t) up + g1 (t)
Uo = po1 (t) u1 + poa (t) ua + -+ pan (1) up + g2 (t)

Un = Pn1 (t) U1 + Pn2 (t) U2 + - Pnn (t) Up + gn (t)
puede condensarse en la siguiente ecuacién matricial
a=P(t) u+g(t)

en la cual estamos representando

) pu(t) pi2(t) -+ pin(t) u 91 (1)
0 1l.2 P = p21:(t) p22:(t) p2n.(t) R U:2 v 5= 92'(t)
i Pt (®) pr(® o ) s 0 (1)
con el vector solucién de la forma
o1 (t)
n=® () = <Z>2.(t)
on (1)

3. Sistemas Lineales Homogéneos

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes de la forma X = A x
procedemos de manera analoga al caso de una sola ecuacién con coeficientes constantes

1 a1 a2 -+ Gln x1 r1 (t) &1

. Iy agr ag - A T2 2 (1) | &
y =ay o . = . . . . . — . =e€ .
Tn apl Ap2 -+ QAanpn Tn Tn (t) fn

con a, a;j, &y constantes. Al sustituir las solucién x = ¢ € ¥ en la ecuacién x = A x obtenemos
Ere’t=¢ e ! por lo cual, el problema se reduce a la bisqueda de los autovalores y autovectores
del sistema A x =1 £

a1 —r a2 X Q1n &1 0
az Gy —r1 - aon ) 0

(A-r1){=0 — ] i =
anl (077%) crr Qpp — T {n 0
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Es decir, para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, es
necesario resolver el sistema de ecuaciones algebraico. Como un ejemplo, para el caso

i= (41 )x s ox=eet—= (00 L )(8)=(0)

por lo cual

r = 3

’1_T 1 =(1-rP—-4=r2-2r-3= =
4 1—r

Tro = -1

de donde 0
r = 3 — -2 g%l) + 651) =0 — §(1) = 1(1)
2¢,

similarmente

por lo tanto la solucién general del sistema sera

x=c; xV () + e xP (1) = (m):cl(l)e?’t—i-@( L )et
T 2 —2

Obviamente el Wronskiano de esta solucién

631‘ eft

263 t — ¢~ t | = _4672 ! 7é 0

W [x(l) (t) ,x(2) (t)} (t) =

garantiza que las dos soluciones son linealmente independientes.

Para el caso de matrices hermiticas, A = A vale decir, que la matriz A coincide con su
conjugada y traspuesta, A =(AT), todos los autovalores son reales y la solucién general para un
sistema de n ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes es

X(t) =c; 5(1)67'1 t+CQ 5(2)6T2 t 4oy, g(n)ern t

Para el caso particular de matrices simétricas (hermiticas reales) los autovalores ri,79 -+ 7, y los
autovectores €1, €2 ... (") ambos son reales.
Para el caso de matrices A no hermiticas, consideremos primero que A sea real. Entonces

rr=A+ip T =To
Xx=Ax= x=¢('= (A-r1)é=0= -
ro = \—ip ¢ = £
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por lo cual € = a+ib con a y b vectores reales, entonces

xD (¢) = (a+ib) eMM) T = (a+ib) et (cos ut ~+isen ut)

x(D (¢) = e* t (acos pt — bsen ut) + ie* t (asen ut + b cos ut)
u(t) v(t)

y
xD (¢) = u (t) + iv (¢)

Asi, para el caso que los autovalores de la matriz real, A sean complejos, 71 = A+iu; 19 = A —ip
complejos y 73,74+ ry reales, y los autovectores €1 = a+ib; €2 = a—ib; €3 ¢@ ... ¢() ]
solucién general sera

x (t) = cru (t) +icov () + 3 EPem b oy ¢Wem g ¢, €M t

como ejemplo
ae (DN % g xmeet— (o7 1 R
“\5 -3 > =€ 5 —3—r &) \o

por lo cual

1—7r -1
5 —=3-r

‘:r2+27’+2:0 — —

finalmente la solucién general sera

x(t) = ¢ ot cost Ficy et sen t
-0 2cost + sen t 2 —cost -+ 2sen t

Para el caso que los autovalores de la matriz real, A jestén repetidosry =ro =rg=--- =7, =p
Y T'm+1, - Ty distintos, la solucién general sera

x (t)= {tm—l C(m—l) 4 k2 C(m—Q) 4. .C(O)} eft Cmt1 £(m+1)€7"m+1 thite, 5(”)67% t

4. Sistemas Lineales Inhomogéneos

Todo operador lineal hermitico A : V' — V,con n autovectores distintos, definidos por A |u;) = Aj |u;),
tiene una representacién matricial diagonal A;;=AX\;d;; mediante una transformacién de similaridad
TAT! = A con T una matriz unitaria T-! = T% que trasforma la base de A a la base donde

A es diagonal {|v1),|va),---|v;)---|vn)} LN {Ju1) , Jua) - |u;) - - - |un) } Este teorema es claro: a
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partir de que si A tiene n autovalores distintos, tiene n autovectores linealmente independientes
los cuales forman base de V' y en la cual la representacién matricial del A es diagonal. Pero como
siempre es posible pasar de A no diagonal a A a diagonal con los mismos autovalores mediante
una transformacion de similidaridad TAT ! = A queda demostrado. Esto puede formalizarse de
la siguiente manera

TTHETATET 10:) = (0] TETATET 10 == (] A ) = Ao (s 1) = Nidss
(vi| TZTAT T |vj) = (| T \TAAT T Juj) == (ui AJu;) = Aj (uq [ug) = A0y

1 1
(ui A uy)

Nos queda determinar la forma de la matriz unitaria de transformacién T. Para ello seleccio-

namos la base canonica {|e1),|e2), - |e;) - |en)} como base de partida de A con
1 0 0 0
1 0 0
’€1> = 0 ’ ‘62> - 0 ’ |€’L> = 1 ’ ’€n> = 0
0 0 0 1
y {Ju1), u2), - Jug) - - |un)} la base de autovectores en la cual A es diagonal. Por lo tanto T es la

matriz de transformacién de una base a la otra, identificando columna a columna nos damos cuenta
que las columnas de la matriz T son los autovectores de A

n n
) =D Tyjles) = lejlui) =(ej [ D Tijley) =
j=1 j=1

1 1) (1) MORINC)) (n)

ul u2 « o o un 1 ul « o e ul
2 2 2 1 2 n
(ej lui) = Tij = ug | ug) u? = TF= ug) ug) ug ) — 7!
BORMO o) ORC o)

donde hemos denotado ugm) la componente m del vector j — esimo en la base |e;) (coni=1,---n

). Por lo tanto, si los n autovalores y autovectores de A son distintos y conocidos, A se dice
diagonalizable. Si A es hermitica, T~' = T y es muy facil construir la inversa de la matriz de
transformacion T. Si los autovalores de A con degenerados, vale decir si el niimero de autovectores
linealmente independientes es menor que n, entonces A no es diagonalizable y no existe una matriz
de transformacion T (T no tiene inversa) tal que TAT ' = A.

Lo que nos ocupa ahora es la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales inhomogéneo de
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la forma
( air a2 -+ Gln
a1  G22 a2n
A= . ) y aj; = const
anl  An2 Ann
=M (t)
2@ (1)
x (t) = Ax(t) + g (t) con x(t) = .
(™) (t)
g (1)
2
g7 (1)
g(t) = :
\ g™ (t)
donde A una matriz constante y diagonalizable, g (¢) continua en el intervalo o < ¢ < 3. La solucién
de este problema pasa por encontrar los autovalores y autovectores de A = {A1, Ao, - - Aj -+ Ay ur) , |ua) , - -+ |ug) - -

construir a partir de ellos la matriz T y su hermitica conjugada T~! = T y a partir de ella hacer
un cambio de variable

x(t) =Ty (t) = Ty ({)=ATy(t)+g(t) = Yy @) =T 'ATy(t)+T 'g(t)

A
por lo tanto
( A0 0
" 0 A 0
A:
, "

vy ) =Ay(t)+h(t con

(t) (t) +h(t) - N
h(t) =T 'g(t)

Entonces, por componente quedan

t .
Y (1) = Ny () + i (1) = Ny (8) + T3 g () = g () = N / dr N7l g (1) + ¢ M
to

Veamos algunos ejemplos. Encontremos la soluci’on general de
. -2 1 2¢t .
x—( 1 _2>x—i—< at ) = Xx=Ax+g(t)
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Donde los autovalores y autovectores de A son

A =3 51:(_11>“2:_1 52:(1) :'X(t)ghzcl(—ll>e_3t+02<1>e_t

donde x(t)gn es la soluci’on general de la homog’enea. Como A es real y sim’etrica,, constuimos la
matriz de los autovectores, nomalizando los autovectores. Esto es

=501 e mes()

AR

Ahora cambiando variables y sustituy’endola en la ecuaci’on x = Ty tendremos el siguiente sistema

de ecuaciones
C_Dx = -3 0 +L 2et — 3t

2et 4+ 3t
con lo cual, como se esperaba

. _ 3 . _ 3
Y1+ 3y1 = V2e t—ﬁt Y Y2 +3y2=V2e 4+t

y la soluci’on es inmediata

3
2 V2 \3 9> +C0e™ y  ya(t) = V2 + —5(t—1)Che

y devolviendo el cambio de variables tenemos que

yi(t) @e_t ’ <t .

C—le*3t+(c—2+l)e*t+t—4+te*t
x =Ty :>xz< Y1 +y2 >_ V2 V2 21 35
Y1ty —%6*3’5 + (% 5) et 42t — 3 +te?
es decir
_Cl 1 _3t 02 1 —t 1 1 —t 1 —t t 4
X_\/§<—1> +\/§ 1 )€ +2 1 )€ + 1 )te +2 15
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