Semana 8 - Clase 24 Tema 4: Ecuaciones Diferenciales y Series

Ecuaciones Diferenciales y Series
Taylor y el comienzo

1. Otra vez Algebra de Series

» Las series se suman
oo
Eanx—:co —i—é by (x — x0)" g (an, + by) (x — 20)"
n=0

= Las series se multiplican

Z an (v — xg)n] Z by (x —x0)" | = Z cn (T — )"
n=0 n=0 n=0

con
cn = apbp + arbp—1 + agbp_o + -+ ajby—j + - + ap—2bs + an—1b1 + anbo

= Las series se derivan

d ap (r — n—
[Zn 0 o Z an N QJ . J;O) 1

Noétese como cambia el comienzo de la serie.
s Los indices en las series son mudos
oo
k
Zann(:z—xo ZCLJ_] (x — x0)’ Zak"‘l (k+1) (z—x0)
n=1 j=1 k=0
en la ultima sumatoria hemos hecho k = j — 1, por lo cual j = k + 1.

» Las series se igualan

Z b (x — x0)" = Z an n (z—x0)"
n=1
Zb (x — x)" Zakﬂ (k+1) (x — ) :ZG”H (n+1) (x —x0)"
k=0 n=0
por lo cual
b, =any1 (n+1)
si la igualdad hubiera sido
(o] . o " an
Znan (x — x)" Zan (x — ) 1:Zan+1 (n+1) (x — x) = an+1:(n+1)
n=0 n=0
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2. Un Ejemplo conocido.
Consideremos la conocidad ecuacién diferencial
y'+y=0
se propone encontrar una solucién entorno a z = 0 por lo tanto
y =300 nayz"

o
Y= Z apr”" =
n=0 y' =32 ,n(n—1)a,z"?

o0 o0
vV +y=0 = Zn(n—l)anaz”Q—i—Zanm‘"—O
n=2 n=0

o o
' +y=0 = Z(k+2)(k+1)ak+2xk+2anx”:0
n=0

e
Il
o

k=0
entonces
k+2)(k+1)agiot+ar=0 = a =—————— con k=0,1,2,---
( ) (k+ 1) akt2 + ay 2= G (kg )
por lo que
a :7_010_ a :_a2:_1(_a0): 4o :@
T2 MT 4343 2 4.3.2.1 4
—Qy4 —a a
ag = = = —_——
7 6.5 6-5-4-3.2-1 6!
en general
_(=f
Similarmente, para los impares se obtiene
°73.27 P54 5.4 3.2 5.4.3.2.1 5!
—as —al —al
ar

“76 7-6-5-4-3.2.1 7

Héctor Herndndez / Luis Nunez 2 Universidad de Los Andes, Mérida



Semana 8 - Clase 24 Tema 4: Ecuaciones Diferenciales y Series

de donde
(-1)"

GQkHZWCLl
De este modo, la solucion deseada queda como
o0
(-ao) o, (a1) 3 a0 4 a1 4 (-a0) ¢ (—a1) 7

y—nz%an:r =ag+aix+ o1 z° 4+ 3] :L'+4!£L‘ +5!x+ ol T+ 7 T+

o0 2 4 6 3 5 7
_ n_ L r v _rLr
y_z;“""” e R R R

—

- > (_l)k 2k > (_1)k 2k+1
yzzanxn:aokzo (2]{:)'1‘ +a1kZOMI + = agcosx + aysenx

n=0

3. Otro Ejemplo menos conocido pero importante

Considere ecuacién de Hermite! la cual aparece en la solucién del oscilador arménico cudntico
! /
Yy —2zy +Ay=0

Para resolver esta ecuacion alrededor del punto xzg = 0, proponemos la siguiente expansién en series
de potencias como solucion:

Y'(z) =352, jajal ™!

o0
y(z) = ;0! =
=0 y'(x) = 2252, 5(5 — Dajal 2

entonces la ecuacion de Hermite queda como

D 3G = Dajal 2| =21 jagat | + X | aja’| =0
j=2 j=1 §=0

reacomodando indices queda como

oo o0 oo
Z (k4 2) (k + Dagyox®| —2 Zjaja:j + A Z ajzl | =0
k=0 Jj=1 Jj=0

!Charles Hermite, (1822-1901). Matematico francés, especializado en el estudio de teorfa de funciones. Profesor
en la Universidad de Paris, ofrecié importantes aportaciones al dlgebra, las funciones abelianas y la teoria de las
formas cuadréticas.
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0 equivalentemente

o
(2a2 + Aag) + Z j+2) )aj+2 —2ja; + )\aj} =0
7j=1
2a9 —(A—2j)
- Aj42 = 75—~ 0a
P IR

y tendra como solucién

A 4—A)A 8—AN)4d—-XMA
y(x) =ap 1—2':52—(4!)934—( )é' ) f— ...

Yo

o (2;!)\)933+ (6—)\)5!(2—>\)x5+ (10—)\)(67—!)\)(2—)\)w7+

Y1

nétese que para valores pares de A una u otra serie se corta y genera polinomios de la forma

A Ecuacién de Hermite Polinomio asociado
0 y' =22y’ =0 yo(z) =
2 y' —2xy +2y=0 (m):x
4 y' —2xy + 4y =0 0(33)21—230
6 Y —2xy+6y=0 yi(x)=x— 32"
8 y' —2xy +8y =0 yo(m):l—lom +35 4
También, puede ser definido a partir de una ecuacién:
2 d)\ 2
Hy(z) = (—1)"e" A A=012. (1)

0 a través de una relacién de recurrencia
Hy1(z) —22Hp(x) + 2nHp—1(z) =0

Las ecuaciones antes mencionadas son ecuaciones homogéneas. En el caso que la ecuacion di-
ferencial a resolver por series sea una ecuacion inhomogéna, se procedera del mismo modo como
se propuso en el caso de que los coeficientes de la ecuacién diferencial fueran constantes. Esto es
se resuelve, por series la homogénea y luego se propone una solucién particular, en forma de serie
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de potencias, la cual se iguala con la expansién, también en series de potencias, del término inho-
mogéneo. Como ejemplo, antes de proceder a casos més generales resolvamos la ecuacién de Airy?,
pero inhomogéna planteada arriba. A pesar de su simplicidad, esta ecuacién admite sélo soluciones
en forma de serie. ahora el caso de la ecuacién homogénea de Airy

y'—xy=0

Luego, compruebe, siguiendo el procedimiento arriba expuesto que una posible ecuacién inho-
mogénea de Airy
y" — 2y = exp (x)

tiene como solucién la siguiente serie de potencias

6 12 6 24

~~

Y1 Y2 Yin

1 1 1 1 1
y(:v)zy(O){H—x3+~--}+y’(0){x—l—m4+---}+2x2+x3~|—x4+---

Yn

Noétese que los dos primeros términos corresponden a la solucién de la ecuacién homogénea y el
altimo representa la serie que anula el término inhomogéneo. Hemos hecho patente la dependencia
de las constantes de integracén de las condiciones iniciales.

4. Método de Diferenciaciones Sucesiva

En general, dada la Ecuacién diferencial
ao(x) y(x) + ar(z) y' (@) + - + ap-1(2) " (@) + an(@) v (2) = Y ai(2) yD (@) = Fx)  (2)

Si los coeficientes ag(x) - --an(z) son funciones analiticas en © = z( (se pueden expresar como
una serie de Taylor de (z — zp) que converge al valor de la funcién con un radio de convergencia
de |z — xo| < p), entonces, la ecuacién diferencial 2 tendrd como solucién unica, y = y(z) de la
ecuaciéon homogéna una serie de potencias la cual satisface las n condiciones iniciales

y(xo) = c1; Y (wo) = ca; y" (zo) = ¢35+ - Y (x0) = cn

(x — xo)i

n
Adicionalmente, se expandird en Taylor la funcién inhomogénea, esto es F(z) = Z F@(z0) S
i!
1=0

y se propondra una solucién particular de la inhomogénea, también en términos de una serie
o0 ]
. — .rJ
Yin(x) = Zj:[) a;x.

2George Biddell Airy (1801-1892) Matemético y Astrénomo Inglés con contribuciones importantes en la solucién
de ecuaciones diferenciales y su utilizacién en Astronomia. Mejoré significativamente las estimaciones tedricas de la
orbita de Venus y la Luna. Igualmente realizé estudios matemaéticos de la formacién del arcoiris y la densidad de la
tierra.
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Otra forma de hacerlo es proceder directamente y conservar el término inhomogéneo y a partir
de la ecuacion completa encontrar los coeficientes de la expansién por Taylor alrededor del punto
en el cual se disponga de las condiciones iniciales. La solucion en series de Taylor sera

3

1y L
)

$2

yn(w) = y(0) + 4/ (0)z +y"(0)5;

Asi para la siguiente ecuacién diferencial
Y —(x+ 1)y + 2%y = x; con y(0)=1; y ¥(0)=1.

los coeficientes de la expansion se obtienen de los valores de las derivadas en xzg = 0, los cuales
salen de las condiciones iniciales, de la ecuacién diferencial esto es

y(0)=1 ¢(0)=1; ¥"(0)=(0)+(0+1)y'(0) - 0°y(0) =1

y de las derivadas de la ecuacién diferencial

y" (@) = ¢ (2) + (x + 1) " (2) — 22 y(z) — 2%y () + 1
y"(0) = ¢/'(0) + (0+ 1)y (0) — 2(0) y(0) — 0%y (0) + 1
y"(0)=1+1+1=3
finalmente, la solucién
2 3
xr xr
(@) =1+a+ o+ o4

Esta solucion contiene las dos soluciones (la homogénea y la particular de la inhomogénea) sumadas
Dado |z| < 1y la ecuacién diferencial

T 1

VA Y T y=ee@e); e y(0)=1 vy Y(0)=1

compruebe que tiene como solucién general por series

1 1 1 1 1 1
y(m):y(O){1+2x2+24954+80x6+---}+y/(0)x+{2x2+3:1:3+8a:4+-~}

y al incorporar los valores de las condiciones iniciales se obtiene

1 1 1 1 4 79
1 2 s ba 1 s b e % 7 9 3
y(@) =1zt + g2+ 4 gpa” + 700" = 38— 1r0eg”

5. Meétodos de los Coeficientes Indeterminados

En general, para encontrar la solucién a la ecuacién antes mencionada

> aix) y9(@) = Fla)
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Se expanden por series de potencias cada uno de los coeficientes ag(x) - - - an(z), la funcién F(z) y
se expande también la serie
x — .%'0
Z G

luego de bastante transpiracion se despejan los coeficiente ¢y --- ¢, --+ veamos el ejemplo con la
misma ecuacién del ejemplo anterior.

Y —(z+ 1)y + 2%y = z; con y(0)=1; y ¥(0)=1.
Como zy = 0, proponemos la siguiente expansién en series de potencias como solucién:

Y (x) = 3252 jejal !

o0
=2 g =
i=0 y'(x) = 32725507 — Deja?
y al sustituir
D i = Dega? = @+ 1) Y el ety ejad = a
Jj=2 j=1 =0

expandiendo
S = Dt =3 e =3 jeat T+ 3 e =
i=2 j=1 =1 =0

si hacemos j —2 = [ en el primer término, j —1 = k en el tercero y j+ 2 = m en el cuarto, tenemos

o0 oo o0
Z 1+2)(1+1) cl+2x — ch]azj Z (k+1) ck+1:ck + Z Cm—ox =T
=0 j=1 k=0 m=2
acomodando
(o] (o]
Z n+2)(n+1)cpp2 —ney, — (n+ 1) cpgr) 2™ + Z Cm_2T™ =1
n=0 m=2
por lo tanto
Cy —C1 = 0

3-203—01—202:1
v la relacion de recurrencia para n > 2
(n+2)(n+1)cpia —ney — (n+1)cpyp1 — 2 =0

con la cual se obtienen todos los demaés coeficientes.
Si la ecuacién es
y" + (sinz) y' + (expa) y =0
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se expanden los coeficientes

LTI PR B T I U IR DL SN P
y 6" T 120 y 27 T T2t T 120 y=

se propone la solucién en términos de series de potencias

o y'(z) =352, jejal
y(x) = ezl =
=0 Y (@) = 2325 5( — 1)ejal 7

por lo cual

(%S)

) 1 i E
2:](]—1)CJ$J_2 + <x_6$3+> E jCjQZ"]_l + <1+x+ Jf + - > Cj$] =0
=2 j=1

acomodando

(2¢2 + co) + (63 4 2¢1 + o) x4+ (12¢4 4+ e + 1 + co) 2 + (20¢5 + 4des +ca +e1 4+ o) x> +--- =0
2c0+cog=0
6cs +2c1 +co=0
12¢4+3co+c1 +c9=0
20cs +4cs+ca+c1+¢cpg=0

Ejercicio. Utilice el mismo método para la ecuacién ejercicio anterior

x , 1

eV o my=e" o y(0) =1 vy y0)=1

yl/ +

6. Los Puntos y las Estrategias

Dada una ecuacion diferencial del tipo

Pz)y"+Q(x)y +R(z) y=0 N ' +
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Puntos ordinarios Un punto ordinario z = z( serd aquel alrededor del cual p(x) = Py ¥
_ R(=z) I
q(z) = P(r) Sean analiticas en ese punto o
wlirglo p(x) = mlinggo gg; =10 con [ finito
zlinxlo q(z) = xlinggo ig; =l con [y finito
Q(z) R(z)

O también, lo que es lo mismo, que p(x) = HORK: (x) = Pl) tengan una expansiéon en Taylor
alrededor de ese punto z = xy.

Puntos singulares regulares Un punto z = x( se llamara punto singular regular si

Ilirgo (x — o) p(x) = :clggo (x — ) gg; =3 con I3 finito
wlggo (z —x0)q(z) = xlggo (z — x0)? ig; =l con 4 finito

O también, lo que es lo mismo, que p(z) (z — xo) = (x — z0) ORA (z) (x — 20)* = (& — x0) Pl)
tengan una expansién en Taylor alrededor de ese punto.

Puntos singulares irregulares Ninguna de las anteriores

7. Ecuaciones e intervalos en puntos regulares

La ecuacién de Legendre?
(1-2")y" =22y +XA+1)y=0

tiene puntos regulares en x # +1 y puntos singulares regulares en x = +1. Pero es analitica en
€ (—1,1) lo tanto, todos los = son ordinarios si z € (—1,1). En ese intervalo se propone una

solucién
(o]
y(z) = Z anz"”
n=0

por lo tanto

oo o o
(1—2?) Zn(n —Daz"? -2z Zn ant™ P AN+ 1) Z anz™ =0
n=2 n=1 n=0

3 Adrien Marie Legendre (1752-1833). Matemadtico francés, encuadrado en la escuela de Parfs, que surgié tras la
revolucién de 1789. Realizé una teoria general de las funciones elipticas y divulgé numerosos trabajos de investigadores
jovenes en el campo del andlisis matematico.
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multiplicando y acomodando

(e.9] oo oo o
Z]—I—Z i+ 1)ajpo2? — Zn(n—l)anx”—2 Zn anac"+)\()\+1)2anx":0
7=0 n=2 n=1 n=0

expandiendo
0=2as + XA+ Dag {(A+2)(A = 1)a1 + (3-2)asg} z+

+ > {(n+2)(n+ Danga+ A +n+1)(A—n)ay} 2"
n=2

donde hemos utilizado
—n(n—1)=2n+AXA+1)=A+n+1)(A—n)

por lo tanto

A+ 1A
a9 = —T ag
AN+ DHAAN-2)
as = Al ag
nAF2n =1 (A +2n=3)---A+DAA=2)---(A—2n+2)
az = (1) 2n)! a0
y las potencias impares seran
o (A+2)(A-1)
A T
a5 = A+4HAN+2)A=1)(A=3) a
!
(1 aA+F2n) A +2n—-2)---A+2)(A=1)---(A—2n+1)
agn+1 = (—1) 2n+1)! ay

y su solucion general de la forma

y(x) = ao yo(z) + ary1(x)

yo(z) =1— ()‘J;l))‘ 22?1 (A+3)(A Z!l))\()\g) o
y1(:v)::v—()‘"i_2;(!/\_l) 2y ()\+4)()\+2)5(!)\—1)(/\_3) S

si A = 2n una de las series se corta solucién es un polinomio de potencias pares y si A =2n +1 la
otra se corta en uno de potencias impares
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Ecuacién de Legendre Polinomio Asociado
(1-2%)y" =22y =0 yo(z) =
(1—x2)y”—2xy’+2y20 yi(z) =z
(1—:17) "2z Yy +6y=0 yo(r)=1-— 322
(v) =z —
() =1

1—a22)y" —20y +12y=0 wyi(z a3
1—a22)y" —20y +20y=0 wo(z

=W N = O

~ 1022 + Bat

Los polinomios de Legendre son funciones que surgen en problemas de electrostatica como
solucién de la ecuacién de Legendre y son efectivamente polinomios para A entero. Los Polinomios
de Legendre también pueden ser generados a partir de la Férmula de Rodrigues

1 d»

P, (z) = nm@(x? - 1), n=0,1,2, ...

con Py(z) = 1. También se dispone de una relacién de recurrencia

(n+1)Ppyi(z) = 2n+1)zP,(z) — nPy—1(x)
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