Semana 8 - Clase 23 Tema 4: E. D. O. de orden mayor a 1

Operador Diferencial y Transformadas de Laplace

1. El Método de Frobenius

Para la solucién de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias alrededor de puntos singulares
regulares se utiliza el método de Frobenius'. Dada una ecuacién diferencial

@) . hE

(x — z0) (x — x0)2

'+ Fi(2)y + Fy(z) y=0 = Y’ + y=20 (1)
donde F (z) y F5 (z) tienen singularidades regulares enx = x( y por lo tanto fi () y fo (z) son
analiticas alrededor de ese punto entonces, la propuesta de solucién serd una serie de Frobenius

y(e) = (@ —20)™ Y an (& —z0)" (2)
n=0

donde n es entero positivo, pero m puede ser entero positivo (entonces la serie de Frobenius es una
serie de Taylor) o entero negativo (entonces la serie de Frobenius es una serie de Laurent), o un
racional. Por lo cual una serie de Frobenius incluye a las serie de Taylor y Laurent. Para hacer las
cosas mas simples supongamos, sin perder generalidad, g = 0. Ademas, como fi (z) y f2 (x) son
analiticas entonces

fi@ =) "baa" y  fa(x) =) cpa” (3)
n=0 n=0

por lo tanto

2.1

Y +a fi(@) Y+ @) y=0 = 2% +z Y+

o0
g bna™
n=0

o0
Z cnm”] y=0
n=0

y con la propuesta de serie de Frobenius

[e.e] o0 oo
y(x) =™ Z anx" =/ (x) = ma™ ! [Z apx™| + 2™ Z napx"” 1]
n=0 n=0 n=1
U
o o0 (e.9]
y'(x) =m(m—1)z™ 2 [Z anz™| 4+ 2ma™ 1 [Z nanz" | + ™ Z n(n—1) an:c"_Ql
n=0 n=1 n=2

!Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) Matemdtico Alemén famoso por sus contribuciones en Teorfa de
Grupos y métodos para resolver ecuaciones diferneciales.
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=

sustituyendo

o0 o0
0= a2 {m (m—1)z™ 2 [Z anz"” Z n(n—1)a,z" >
n=0

n=2

+ ™

oo
+ 2ma™ ! E napz™ !
n=1

(o) o0 (o) [o¢] (o)
+x Z bnx”] {mxm_l [Z anx”™ | +a™ Z na,z" ! } + Z cn:c"] {xm Z anx”}
acomodando
oo o0 oo
0= {m (m—1)z™ [Z apz™ | 4+ 2maz™ [Z napx" | + ™ Z n(n—1)a,x" } +
n=0 n=1 n=2
00 [e's) 00 e 0o
+ Z b,@”] {mxm [Z anx™ | +a™ Z na,z" } + Z cn:c"] {xm Z anx”}
n=0 n=0 n=1 Ln=0 n=0
0
[e's) [e'S) [ oo
0=z <{m(m—1) [Zanx” +2m Znanx” + Zn(n—l)anx” } +
n=0 n=1 Ln=2

+ +

s o foe

n=0

o0
E na,x"
n=1

b

{5 )
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Expandiendo las series tendremos

0=2a" < ap[m(m—1)+bom + co] p + (4)
EI(m)
+ 2™ L ag[m (m +1) + by (m 4 1) + co] + ag [brm + ¢1] p + (5)
BI(m+1)

+ g2 as[(m+2)(m+1)+by(m+2)+col+ a1 [br (m~+1) 4+ c1] + ag [bamn + ¢ (6)
EI(m+2)

+ 23 L ag[(m+3) (m +2) + by (m + 3) + co] +az [br (m +2) +c1] + (7)
EI(m+3)

+ay [ba (m + 1) + 2] + ag [bsm + c3]} + - -

+ 2™ L ay[(m+n) (m+n—1)+by(m+n)+col +an_1[br (m+n—1)+ci]+ (8)
EI(m+n)

by (mtn—2) + ]+ ans b (m 4 m— ) +es] )

+aq [bp—1 (m+ 1) + cp—1] + ag [bpm + c,)} (10)

la cual puede ser reacomodada ain mas, y toma la forma elegante y compacta de
00 i—1 .
0=2a"{ag EI(m)}+ ) _ {ai EI(m+i)+ Y ap [(m+k)bi_+ ci_k]} gt (11)
=1 k=0

donde hemos identificadoEI (m) = m (m — 1) + bym + ¢o. Como es de esperarse, este polinomio
se anula si los coeficientes de 2™ --- 2™ %" se anulan. La primera de las ecuaciones que surge es la
ecuacién indicadora o indice

ap # 0 = EI(m)=m(m—1)+bym+co=0 (12)

que no es otra cosa que un polinomio de segundo grado en m. Al anular el coeficiente de z™**

i1
{ai EI(m+1) +Zak [(m + k) bi— —I—ci_k]} =0 (13)

k=0
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obtendremos la relacién de recurrencia para la serie de Frobenius, correspondientes a cada raiz de
la ecuacién indicadora (12). Dato que la ecuacién indicadora es un polinomio de segundo grado
para m, entonces de alli se derivan dos raices my y ms. Dependiendo de como sean estas raices
distinguiremos tres casos:

1. m1 #ms A mi —mo # N con N entero.
En este caso, la solucién en términos de la serie de Frobenius para la ecuacién diferencial serd

y(@) = Cy ™ |14 an (ma) 2" | + Co [J|™ 1+Zan(m2):p”] (14)
n=1 n=1
y1 (@) ya(a)

2. m1p = mo
En este caso, la solucién en términos de la serie de Frobenius para la ecuacion diferencial serd

y() = Co =™

1+ Z an (m) x"]
n=1
ne

)

+Cy 4 [l=]™ Iz + ||z

o
1+ Z ap, (m) x™
n=1

Z By, (m) x”]
n=0

y1(z)

y2 ()

3. m1 #mao A my —mg = N con N entero positivo.
En este caso, la solucién en términos de la serie de Frobenius para la ecuacién diferencial serd

1+ Z an (mq) x”]

y(z) = Cy )™

n=1

y1(z)

+C {f =™

oo o
l—i-Zan (mq) 2" | Inx + ||z||™? [Zan (mg)x"]
n=1 n=0

y1(z)

y2(x)
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Donde las constantes a, (m1),a, (m2), B, (m1) y f, surgen de sustituir estas soluciones en
la ecuacién diferencial y resolver por el método de los coeficientes indeterminados. Nétese que
hemos indicado explicitamente que los coeficientes a, = a, (m1);a, = a, (m2); B, = By (m2)
corresponden a las series de cada una de las raices de la ecuacion indicadora.

En resumen, si una ecuacién diferencial y”+ Fy (z) y'+ F5 (x) y = 0 presenta puntos sigulares
regulares para Fy () y F (x) en x = zp. Lo que se traduce en que

fi(@) =32020 bn (2 — m0)"
h (@) Y+ f2 (@) s y=0 con 1 " ’

y// _"_
(z — o) (x — o) falz) = 3050 en (x — 20)"

es decir, que fi () y fa(x) sean analiticas en torno a z = xy. Entonces se aplica el método de
Frobenius. Para ello,

1. se propone una solucién en series de potencias de Frobenius:

o0
x)=az™ E anx"
n=0

conméeRANEN,

2. se sustituye en la ecuacion diferencial y se aisla el término independiente (de orden cero en
n). El coeficiente de este término se anula e implica la ecuacién la indicadora o indice

ag # 0 == EI(m)=m((m—1)+bym+cy=0

que no es otra cosa que un polinomio de segundo grado en m. De esta ecuacién emergen dos
raices mo A mq,en funcién de estas raices, procedemos de distinto modo

a) simi; # mg A mp —mg # N con N entero entonces tendremos dos series de Frobenius

y(z) = Cy 2™ [Z an (my) x| + Cy 2™ [Z an (m2) x"]
n=0

Z By, (m) x”] }
n=0

c) m1 # ma A m; —mg = N con N entero positivo, entoces, como por arte de magia

} + Cox™ [Z an (ms2) xn]

n=0

b) si m1 =mgy tenemos que insertar un logaritmo

y(x) = ™ {(C’l + Cylnx) [Z an (m) z"

n=0

+Cs

y(z) = 2™ {(01 + flnx) [Z an (mq) 2"

n=0
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Semana 8 - Clase 23 Tema 4: E. D. O. de orden mayor a 1

3. Seguidamente se determina, segtin el caso, se determinan las relaciones de recurrecias para
los distintos coeficientes a,, = ay, (m1) ;an = an (M2); By, = By (m2) ; G, = Gy, (ma) a partir
de la ecuacién (13)

n—1
{an EI(m+n)+> ar [(m+k) by +Cn—k]} =0
=0

tomando en cuenta los coeficientes de los desarrollos en series de potencias de las funciones

=Y bax” y faz) =) cna”
n=0 n=0

si anulamos los coeficientes de z™"
n—1 n—1
_qa m-+k)b,_ + Cp_
QNEI(m—i_n)—i_kZOak [(m+k)bn_k+cn_k]:0 = ap=— k=0 Tk %I(m—f)-’:) K n k]

entonces se obtiene la relacién de recurrencia, al menos para los casos (14) y (15) en los
cuales ET (m +n) # 0. El caso EI (m +n) = 0, vale decir m; # ma A m; —mg = N con N
serd analizado en detalle més adelante.

1.1. my #my A m; —mg # N con N entero.

En ese caso es claro que la resolver la ecuacién indicadora y sustituir mq en el resto de los
coeficientes, se va despejando todos los coeficientes ag---a, en términos de ag. Igualmente al
sustituir my encontramos la otra soluciéon y ambas son linealmente independientes y la solucién

y(z) =Cp 2™ [Z anz™ | + Cy ™2 [i anx"]
n=0

Ejemplo, encuentre la solucién en términos de series de Frobenius de la siguiente ecuacion

1 1
z? y"+x<x+2>y’—<x2+2> y=0

al dividir por z? identificamos que a z = 0 es un punto singular regular. Proponemos por lo
tanto una serie de Frobenius y(z) = 2™ Y 7 ana™ como posible solucién. La ecuacién indicadora
EI(m)=m(m — 1)+ bym + ¢y = 0 queda ahora, como

sera

( 50:%
—filz)=1+=
by =1
m=1
1 1 1
=mm-Ntgm-1=0 =1 (w=-}
_ -1 2 2
e 1 2
a=0 L fr(w)=-b-u
\ g =-1
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Semana 8 - Clase 23 Tema 4: E. D. O. de orden mayor a 1

los demas coeficientes by =bg=---=b,=---=0ycz3=cy=---=c¢c, =---=0.

» El primer término del coeficiente de 2™, puede ser escrito en términos de genéricos, como

1 1 1 1
EIlm+n)=(m+n)(m+n—1)+ 5 (m+n)+<—2) =m?+2mn §m+n2—§n—§
~~ ———
bo o
(17)

= El segundo término de ese mismo coeficiente, es una sumatoria en la cual inervienen los
coeficientes de las expansiones de fi (z) y f2(z) (ecuacién (3)). Como de esta expansién
sobrevive b; = 1 significa que sélo aparecen el coeficiente para el cual n —k =1 = k =
n — 1 y como también sobrevive cg = —1, tendremos que n — k = 2 = k = n — 2,también
estard presente. Esto es

an—1 |(m+n—-1)-_1 | +an—2 [(—1) (18)
—~— N/
b1 c2

En definitiva el coeficiente completo se escribe como

1 1
an m2+2mn—§m+n2—§n—§ +ap1m+n—1]—ap—2=0 (19)

con lo cual la relacién de recurrencia general sera

Up—2 — Ap—1 [m+n — 1]
Ay = aran > 2 20
Y m242mn—im a2 —in -1 P - (20)

Dependiendo del valor de m tendremos una relacién de recurrencia para la primera de las

series m = 1 o para la segunda, m = —%. Analicemos cado por caso. Para el caso particular
m = 1, se obtiene la relacion de recurrencia:
2
an = (ap—o —nan_1) 2+ para n > 2

y se encuentra a; al utilizar el coeficiente de 2™ (ecuacién (5))

1 1 2
ap 1(1+1)+§(1+1)—5 +ap[l+0]=0 = ap = —ag

con lo cual

. 1 _ 14 -9 _— =23
_ _ 2 (_ _ 2 (=27 2\ _ _ 82 _ 82
n=3 = a3=g(-Baz+a) =3 (FFa — a)) = —ggao = a3 = —gao

1 _ 1 (328, 9 \ _ 571 _ 571
35 (—4as + az) = 53 (945“0 35%) = 2079000 == G4 = 347950

n=4 — a4=
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Asi la primera solucién serd

() =ao x 1—2334-33:2—g +7571 Lt

i) = ao 57 735" T o450 T 20790

Del mismo modo se construye la segunda solucién linealmente independiente a partir de m = —5
1

Asi, la relacion de recurrencia para los coficientes de la serie de Frobenius m = —3 sera:

3 2
QAp = (an_g — (n — 2) an_1> m para n > 2

y
1 1 n 1 1 1 n 0 .
Mo\ 79 2)\2) 2| T |2 T a1 = a
por lo cual
n=2 — ag = %a1+a0:%ao+a0:%a0 e a2:%a0
=3 = @=3(-Juta) =} (Fao-w) - —Ho = -

- _ _5 _ 65 3\ _ 119 _ 119
n=4 — a=qg ( 2a3+a2) = 10 (36a0+ 2“0) = 36030 = a4 = 35500

Por lo cual, la solucién general sera

2 .9, 8 5 571 ,
— 1204 = o .
ylo) = Crw ( 57T 35" T o Taore0” T )

=

3 13 119
Coxz 21— 2 U3 Ay
+Corx 2< m+2x 18 —|-36093+ )

Nétese que esta solucién vale para 0 < ||x|| < oo por cuanto para x < 0, la segunda solucién se
hace imaginaria pero se puede resolver haciendo Cy =i Cs
Como ejercicio resuelva
20y —xy —(x+1) y=0

1.2. mp =msy .

Del mismo modo, si tenemos una ecuacion diferencial

2?4z [z B (2))y+[2° B (2)]y=0 <=  L{y}=2"y"+z fi (@)y'+f2(x) y=0 (21)
() fa(x)
fi(z 2(x
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Semana 8 - Clase 23 Tema 4: E. D. O. de orden mayor a 1

donde en la cual Fy (z) y F» () tienen singularidades regulares en = 0 pero fi (z) y f2 (x) son
analiticas para ese punto, vale decir

fi@) =) "baa" y  falw) =) cpa”
n=0 n=0

se aplica el Método de Frobenius. Pero antes de proceder a ilustrar este caso en al cual ambas
raices coinciden, veamos, un poco de dénde surge la forma general de la solucién (15). Para ello
reacomodemos la ecuacién diferencial (21) de la forma

2

o®y" +a fi(x)y + f2(2) yZ{w2 %Hﬂ fi (@) i+f2($)}y:£{y}:0

donde L {e} estd concebido como un operador lineal. Es ilustrador mostrar de dénde sale la forma
curiosa de la solucién de la ecuacién diferencial (15). Para ello, recordamos que

0o n—1
LAy} ==2"{ag EI (m)} + Z {an EI(m+n)+ Z ag [(m+k)bp_k + Cn—k;]} "

n=1 k=0
si anulamos los coeficientes de ™™ entonces
n—1 n—1
ok | (m+Ek)by_r + i
anEI(m+n)+kZ_0ak [(m+k)bpp+cnip] =0 = a,=—=E=0 []E(?I(m—i)—;) nh]

considerando EI (m +n) # 0 por lo tanto, para los a, seleccionados (que anulen el coeficiente
2™+ y considerando el caso m; = my

LA{y} (m,z) = {ag EI (m)}az™ = ag (m —my)* 2™
Nétese que estamos considerando £ {y} (m,z) como una funcién de m, y z. Por lo cual evaluando

en m=mi

L4} 00y = a0 (m =) ™| =0

pero ademds podemos intentar derivar respecto a la constante m

S ] g e R ] P

om om dz? dz dz? dz om

om m

,C{ Oy } (m,z) = 88 (ao (m —my)? xm> =ap {(m—ml)2 2™ lnz+2(m—my) xm]

y comprobamos que también se anula al evaluarla en m = my

(i)
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por lo tanto {%’L} (m, x)‘ también es solucién, con lo cual la segunda toma la forma
m=m1

s

Q)

8 m - n
= am ||| ao+n§:1an(m)x

m=mji m=my

o0 oo a n
= (2™ Inx) a0+2an(m1)x" + ™ a&;m)

‘ n
n=1 n=1 m=m;

T

v la solucién general tendrd la forma

y(@) = Cy ™ |14 an (m1) 2"

n=1

y1(x)

0 o0
+Co Q™ 1+ an () 2™ | Iz + [|2f|™ | by (ma) 2"
n=1

n=0

y1(z)

y2(x)
Analicemos, como ejemplo un caso particular de la ecuacién de Bessel?
72 y”+a:y’—|—(x2+1/2) y =0
Una vez mas, la ecuaciéon viene parametrizada por v y dependiendo de su valor tendremos una
familia de soluciones. Consideremos el caso v =0

x2 y"+a?y'—|—a:2y=0
la ecuacién indicadora EI (m) = m (m — 1) + bgm + ¢op = 0 nos queda como

( bQ:1<:f1(l’):1

60:0
m=0<m(m-1)+m=0 —

c1=0 p <= fo(x) =2

62:1

*Fredrich Wilhel Bessel (1784-1846). Astrénomo y matematico aleman. Aporté notables contribuciones a la
astronomia posicional, la geodesia y la mecanica celeste. Particularmente, se dedicé a aumentar la exactitud de las
mediciones de la posicién y el movimiento de los astros. La precisién de sus mediciones hizo posible que determinara
pequenas irregularidades en los movimientos de Urano lo condujo a predecir la existencia de Neptuno. Anélogos
razonamientos lo llevaron a especular sobre la presencia de estrellas compafieras en Sirio y Procyon. A partir de datos
registrados en el siglo XVII, calculé la drbita del cometa Halley
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los demas coeficientes by = by = b3 = --- = b, =0y cg =c¢c4 = --- = ¢, = 0. Con lo cual
EI(n) =n(n—1)+n = n? Por lo tanto, la relacién de recurrencia se obtiene del coeficiente de

xm—l—n

S g [(m+ K baeg + o] b#0=n-k=1=k=n-1

fn = EI(m+n)

dado que
co#£O0=>n—-k=2=k=n—-2

an (m) = Z;é ar (m) [(m + k) bk + cn—i] _ n-1 (m) (m+n—1)4ap—2(m)
" (m+n)(m+n—1)+ (m+n) (m +n)?

tomando m = 0, se tiene

nzo ax (0) [kbn_k + cn4] bh#0=>n—-k=1=k=n—-1

an (0) = —=£=0 k 5 con
" co#£0=>n—-k=2=k=n-—2
con lo cual
n— n— _1 n— n— _1
o (0) = — dn=2 (0) [02]+an21 O)[(n=1)b] @ 2(0)+an21 0) (n—1) para n > 9

Otra vez, al anular el coeficiente para z™ ! (ecuacién (5)) se obtiene ay [0 (0 + 1) +1-(0+ 1) + 0]+
ap[0-0+4+0] =0 = a; =0. Con lo cual es claro que se anulan todos los coeficientes impares, y asi

aon—2 (0

agn(O):—z(QnZ)g) paran=1,2,3,---
con lo cual
n=1 = a(0)= a0 () — 4z (0) = —Lag (0)
n=2 — a1(0) = ———ay(0) = ———a (0) — a(0) = ———a (0)

! 2.9)2 " (2-2)222° ! (2-2)222°

1 1 1 -1

n=3 — %@:—QSFM@:—@QV&Zm%ﬂMﬁ = a0)= )
l l

n=i — ay()=-"2200_ D — ay(0) = Y 00

@20 221

por lo tanto la primera de las soluciones sera
oo n
(_1) 2n
1+ Z 20 (D)2 (n!)Qm
n=1

Jo(z)

Y1 (90) = Qg
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Donde Jy (x) se conoce como la funcién de Bessel de primera especie de orden cero.
Para calcular la segunda solucién de la ecuaciéon de Bessel se sustituye

oo
y2 () = Jo (z)Inx + Z Bpa" en la ecuacién z2 ¢’ +z ' + 22y =0
n=0

para ello se requieren sus derivadas

n—1

y2 (z) = Jo (2) lnx+Zan” = yh () = J () Inz +

(2
Jh (x
o () = I (@) Iz + 2702
entonces
Jo(z)
0 — 2 J// 2 Bn n 2
. [ § @)y D), Z n( +
+z |Jy(z)lnz + Jo(z) + i Bpnaz" | + 22 | Jo(z)Inz + ian”
o n=1 n=0
con lo cual

0= |2 J) (z) + 2 Jy(x) + J2* ¢ (z) | Inz+2 J) (2 m—l—z Byn(n—1)z +Z Bpnz" +Z Bzt

=0

y finalmente

(o]
2n
Biz + 2232.7}2 + Z nn + B,,_ 2 =-2 Z 22n 2n

n=3

es claro que para los coeficientes impares se obtiene by = bg = b5 = --- = b2n+1 -+ =0 ya que

2n

2 2 2 3 2 4 2 5 22
BliL‘—l-Qng +(333+B1)$ —|—(4B4+B2)£IJ —|—(5B5+Bg)$ . __222271 n

mientras que para las potencias pares tendremos la relacién de recurrencia

(2n)? | 22(0=1) (n1)?

Bgn = - b2n—2
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entonces

Pi= -12)2 <_22 ;42!)2 Be? (11!)2> B _427122 (1 i ;)

oo L[ 3 1 1[ 3 1/ 1\_ 1 (11
6_(6)2 24(3!)2 4 _62 24(3!)2 4292 9 _624222 2 3

(=DF 11 1 1 11 (—1)F*!
B = — “ee — — 1 = -
el B e R R R TIE

Hy,

Hy,

Asi la segunda solucién puede tomar la forma de

S VA
y2 () = Jo () Inx +; WHR "
y por lo tanto la solucion general tendra la forma
S VA
y(z)=A1 Jo(z)+ Az |Jop(z)Inz +n§:1 WHH x ”]

es costumbre en Fisica reacomodar la segunda solucion de la forma

(v+m(3)) Jo @)+ nf:l %Hn x2"]

donde v se conoce como la constante de Euler-Mascheroni® y tiene un valor

o (2) = Yo (2) = =

™

1 1 1 1 1
= i — 4+ 411 o~ 2
¥ n1—>12o<n+n—1+n—2+ +3+2+ n(n)) 0,577

y asi, finalmente
y(z) =C1 Jo(v) + Ca Yy (2)

3Lorenzo Mascheroni (1750-1800) Monje Italiano, nacido en Bergamo, Lombardo-Veneto. Profesor de Algebra y
Geometria en la Universidad de Pavia y luego Rector de la misma. Ademaés de poeta, se destaco por sus contribuciones
al Célculo y a la Mecénica.

Héctor Herndndez / Luis Nunez 13 Universidad de Los Andes, Mérida



Semana 8 - Clase 23 Tema 4: E. D. O. de orden mayor a 1

Bessel Orden Cero, Primera Especie

-1 Beszel Orden Cero, Segunda Especie
-159
_25

-2.57

Comportamiento de las funciones de Bessel de orden cero. De primera especie Jy () y de segunda
especieY) (z)

Nétese que tanto la funcién de Bessel de orden cero, de primera especie, Jy (x), como la funcién
de Bessel de orden cero, de segunda especie, Y () ,tienen un comportamiento oscilatorio cuando
x — 00, que Jo (0) = 1, mientras que Yj () se comporta como %lnx cuando = — 0.

1.3. my #ms A m; —ms =N con N entero.

En general, la ecuacién indicadora para este caso, m; —meo = N = mj1 = N +mg, con my > ma.
Este caso nos lleva a la ecuacién (11)

N-—1 n—1
0=2a"{ag EI(m)}+ ) _ {an EI(m+n)+ ) a [(m+k) by + cn-k]} g™t (22)

n=1 k=0

N-1
+ {aN EI(m+ N)+ Zak [(m+k)bN_k+cN_k]}xm+N+ (23)
k=0

n—1
+ Z {anEI m+n) —i—Zak (m~+k)bp—p + cn— k]} min (24)

n=N+1 k=0

donde esta m es la menor de las raices y m + N la mayor. Anulando el término {ag EI (m)}
coeficiente de 2™ nos lleva a la ecuacién indicadora:

EIlm+N)=m+N)(m+N—1)+by(m+ N)+co=FEI(m)=(m)(m—1)+by(m)+co=0.
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Semana 8 - Clase 23 Tema 4: E. D. O. de orden mayor a 1

por lo tanto EI (m + N) = 0 anula al coeficiente del término a, para n = N, esto es la ecuacién
(10), consecuentemente eso significa que se derivan dos casos

s EIm+N)=0AS N Jag [(m+N+E) by i+ cop] =0
En este caso la solucién en serie de Frobenius, partiendo de la raiz mayor de la ecuacién
indicadora, m + N, quedarad en términos de ag y no sera linealmente independiente a la
solucién provista por la raiz menor, por consiguiente la solucién proveniente de esta raiz
menor, m, serd la solucién general. Esto quiere decir que en (16) la constante f = 0 y por
consiguiente la solucién sera

y(x) = ao [|z|™ |1+ Zan (m)z"| +ay |z [Z an (m+N) iU”] (25)
n=1 n=0
(@) v ()

s EI(m+N)=0AY N Jag [(m+N+E) by i +cop] #0
En este caso la raiz mayor de la ecuacién indicadora m+ N determinara una de las soluciones,
la constante f # 0 y la solucién general tendrd la forma de

1+ Z an (mq) x"]

n=1

y(z) = Cy ™

g

y1(w)

+Co o f 2™

oo
1+ Z ap (mq) z"
n=1

I + 2] " [Z an <m2>x“]

n=0

y1(x)

y2(z)

La ecuacién de Bessel de orden fraccionario puede ilustrar el primero de estos casos, resolvamosla

1
ny/'+xy/+< 2—4> y=20

una vez més, le expansion en serie de Frobenius de y (x) nos lleva a una ecuacién indicadora del
tipo

bp=1<=fi(z)=1
1
_ = 1
m—2 1 CO:—Z
—=mm-1)+m—--=0 —

1 4 _ 2_1

m:7 C1:0 <:f2($)—117 Z
62:1
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Semana 8 - Clase 23 Tema 4: E. D. O. de orden mayor a 1

los demaés coeficientes by = by = b3 =---=b, =0y c3=c4 = - =¢, =0. Dado que N =1 se
tiene que la ecuacién (10)

ar[m+1)(m+1—-1)+by(m+1)+co] +agbr(m+1—-1)+ci]+--- p =0 (26)
EI(m+N)

o[ ) () () )Y rwts-vemttrapi=o
oAD" |

con lo cual cualquier valor de a; y ag estaran permitidos. La relacién de recurrencia proviene de

anular el coeficiente de ™", para m = —5 Vale decir

an BEI(m+n)+Y ap [(m+k) by +ceng]=0=>  (28)
k=0

los coeficientes seran

1 1
n=2—= a2:—§a0 n=3—= agz—gal
U DN | S D
"= 4= 71912 T 5% "= = 750" T 120M
6 — 1 L 7T — 1 !
n= G4 = ——=04 = — =0 n = a7 == ——a5 = — a
T 730 720 T 4277 T 5040

Por lo cual, la solucién general sera

-5 1 1 1 -5 1 1 1
_ 2 (1 2g2 0 St a6, D T B T
y(z) =ap z ( “+ —=z x° + +ar 6:r+ 120% ~ Eoao® +
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Semana 8 - Clase 23 Tema 4: E. D. O. de orden mayor a 1

Para considerar el segundo caso, EI (m+ N) = 0 A chvzfol ar [((m+N~+k)bp—+cn_i] #0
analicemos la ecuacién diferencial

2y +r(2-2)y+(2-2°) y=0

una vez més, la expansién en serie de Frobenius de y (x) nos lleva a una ecuacién indicadora del
tipo

by = —2
— fi(z)=-2+x
b =1
m =2
—mm—-1)—-2m+2=0 — cop =2
m=1
c1=0 3 < fo(z)=2%+2
\ 62:1
los demaés coeficientes by = b3 =---=b, =0y cg=c4 =--- = ¢, = 0. Dado que N = 1 se tiene

que la ecuacién (10) para m =1
ap[m+1)m—-2(m+1)+2|+aml=a12—-4+2]+ap[2] =a1[0] +ap[l]=0 (31)
y no conduce a nada por cuanto ag = 0, mientras que, para m = 2 se obtiene
ar[(m+1)m—-2(m+1)+2]+a[m=a13-2—-2-3+2]+ap[l]=a1[l]+ao[l]=0 (32)

por lo cual la relacién de recurrencia para m = 2 nos queda

o
an EI(m+n)+ Y ag [(m+k) by + cng] =0= (33)
k=0
an[24+n)2+n—-1)—-224+n)+2]+apn-1[1+n]+ap2[1]=0 (34)
an, (n2 + n) +apn—1(n+1)=—ap_2 (35)
los coeficientes seran
1
n=2=— 6ay =—3a1 —ag = 3ag — ag — a2:§a0
4 1
n=3— 12a3 = —4as — a1 :—§a0+a0 — agz—%ao
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Por lo cual, la solucién general sera
1 1
2 2 3
x)=ap 2" (1l—x+ ;27— —x"+ -
vi(@) = ag < 37 7 36 >
y la segunda solucion linealmente independiente serda

y2(z) = u (v) — Biyi(z) Inz (36)

y queda como ejercicio demostrar la relacién de recurrencia para los coeficientes B,, de la serie que

describe .
u(z) ==z (Z Bixi> (37)
i=0
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