Semana 8 - Clase 2/ Tema 4: Bessel de Revisita

Bessel de Revisita

1. Revisitando a Bessel
La Ecuacién de Bessel es
22y + xy —}—(:U —k2)y—0 keX

obviamente x = 0 es una singularidad regular, por lo tanto el método de Frobenius nos permite
afirmar que si x = xy corresponde a un polo regular de la ecuacion

2?2y + 2P (2)y' +Q (z)y = 0;

la solucién vendra expresada de la forma
[ee]
y(x) = (x —20)" Y an (x — )"
n=0
con r real y determinado a través de las raices de la ecuacién indicadora
r? + (]3(930) — 1) r+ Qo) =0

y donde P () y Q (x) son funciones analiticas en el entorno de z = z¢ y por lo tanto

o
ng):an(a:—wo)" A Qxg) = chaz—:zto
n=0

Para la Ecuacion de Bessel
Px)=1=b=1 A Q)= (mQ—kQ) =co=—k% =1
los demas coeficientes b’s y ¢’s se anulan. La ecuacion indicadora y sus raices quedan como
m(m—1)+m—k2:0 = m’P=kK = ri2 = £k

Donde, para r = k proponemos
oo
z) = z* E anz"
n=0

Al hacer las cuentas
o [oe)
(332 — k:2) y1(z) = z" Z ap_oz" — zF Z k2 a,z"™
n=2 n=0

zyy (z) = ¥ Z (k+p)apx™
n=0

2yl(x) =2 S (k+p) (k+p— 1) ana”
n=0
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la ecuacion de Bessel queda como

Z [(k+n)(k+n—1)+ (k+n)— k] anx”—l—Zan_g:U” =0
n=0 n=2

2n+1)a1x + Z [k (2n + k) a, + ap—2] ™ =0

n=2

y por consiguiente obtenemos la relaciéon de recurrencia

W
" n(2k +n)
donde es claro que a; = 0. Adicionalmente, si suponemos
1
0= F7—————
07 %D (k+1)
tendremos
a1:a3:a5:-~:0
ao
gy = ——————
2T T 2(2k+2)
ao
a4 =
2-4(2k+2)(2k+4)
Ay = (_1)n ap

220 pl(k+1)(k+2)---(k+n)

Por lo tanto, la primera de las soluciones sera

B 00 (_1)71 T\ 2n+k
Jk(x)—z;)r(n+1)r(n+k+l) <§>

la Funcion de Bessel, de orden k de primera especie.
Si k = 0 entonces

n=

Para el caso particular de k = m entero positivo la funcién de Bessel de primera especie toma la

forma de

Para encontrar la segunda solucién linealmente independiente de la ecuacién de Bessel el método
de Frobenius propone tres casos dependiendo el valor de k

r1 — ro # entero = k # entero
ri=ro=r= k=0
r1 —r9 = entero = k = entero
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Caso 1: 11 — 9 # entero = k # entero.
La solucién general serd de la forma

y(r) = CrJi(z) + Cod ()

donde

B >0 (-1)" x\ 2n—k
J_k(x)_z;]f‘(n+1)l“(n—k‘—|—1) (5) z>0

Para 2 < 0 se debe reemplazar z—* por HwH_k . Nétese que esta ultima expresion también es valida
para k semientero, i.e. k =n + % .

Caso 2:r1=r9=r= k=0.

La solucién general serd de la forma

Ko(x) = Z&n%’n + J0($) Inzx
n=0

y los coeficientes a,, se encuentran mediante el tradicional método de sustituirlos en la ecuacién de
Bessel para k=0
vy +y +xy=0;
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De donde se obtiene

zKo(z Za "4 xJo(z) Inz = Z an_ox™ ' + 2 Jy(x) Inx

n=0
Ji
Znanac" Ly ) Inz) Zna 2" Jh(2) lnx—i—oix)
" - ~ n—1 1" / JO(x)
zKy(z) = Zn (n—1)apz" " +xJy(x) Inx+ 2J5(x) — .
n=2

y por lo tanto

o0
Gy + ddgx + Y [0y + Gn—o] 2" + |2Jf + Jg+ 2o | Inz + 2J5(x) =0
n=3 -0
Acomodando y derivando la expresién para Jy tendremos

00 o0 _ )n—l—l
a1 + 4asx + Z [n2dn + dn—?] " = _2J0 = 22 22n 1 o

n=3

Ahora multiplicando la expresién por z y separando las sumatorias en sus términos pares e impares,

tendremos

o0

a1z + Z [(QTZ + 1)2 G2n+1 + dzn_1i| 22t =0
n=1
- = 2n
2n)? Gon + a2 —2} 2?" + daga® = 2% + D —————e L

nzg[( )t o nzl( S )

Por lo cual a1 = ag = a5 = - -- = 0 mientras que
2n
~ 2 . - 1
4&2 = 1, (27’L) aon + aop—2 = (_1)n+ W n>1

De esta forma los coeficientes quedan como:

1
CLQ—?

N 1 1 1 1
M 42< *2)2_24«2')2 <”2>
_ 1)t 1 1 1
= S () { MR R +k}
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La expresion para la solucion general de la ecuacién de Bessel para k = 0 serd

©  qynt+l N\ 2n
Ko(a:)zz((;)')z{1+;+;+i+~--+]1€}(2)2 + Jo(x) Inz
n=0 :

En Fisica, es costumbre expresar esta solucion de una forma equivalente pero ligeramente diferente:

%(w)z—ii%{l+;+;+---+;} (g)2n+;}0(m) [lng—kv}

donde, una vez més, v = 0,577215664901 - - - es la constante de Euler-Mascheroni.

Caso 3: 1 — ry = entero = k = entero.
La solucién general serd de la forma

Ki(x) = Z ane™ + O J,(x) Ina
n=0

Procediendo de forma equivalente a la situacién anterior tenemos que la solucién general podra ex-
presarse (luego de una laboriosa faena) como

Koty = S g ey

1= (=1)"[Hy + Hyyp] 220tk
nzz:l n! (k+n)! = <7>

5 + Ji(x) Inx

Y finalmente la Funcion de Bessel de orden k de sequnda especie o Funcion de Neumann

Vi) = — S ot Dbyt Myt

5 _ Tk
™ —o (n') 2 k! \2

> S () 2t [ ]

En ambos casos L1 )
H =1 — Z -
n +2+3+ +n

Maés aun

() \2

l’) 2n+k

k—1 ~
Yi(z) = ng(x) e 1 3 (k—n—1)! (f)Q g
n=0

[Y(n+1) +9(n+k+1)]

I
3| =
S
=T
+ |2
3 3
/N
o
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I'(n

I(n)

donde ¢ (n) =

es la funcién Digamma con

11 1
1) = — 14+ -+ 4.4 =

Y1) =—y+1+5+c+ 0+
(1) = =y

También es costumbre definir la funcion de Bessel de segunda especie en terminos de las de primera

especie
Ji(x) cos km — J_(x)

Ni(z) = Yi(z) =

sen k7
Nétese que para k = m entero, aparentemente no esta definida. Pero, aplicando la regla de
L’Hospital
d
— [Jr(z) coskm — J_p(z)]
T [sen k] .
—mJp(x) sennm + cosmriJ () — iJ ()
o dk " dk" "
N T COSNT

De este modo, la soluciénes generales para la ecuacién de Bessel, se expresan segiin el caso en
Zi(x) = C1Jg(x) + Cod_p(x); k # entero
Z(x) = C1Jp(2) + CoYi(x); k=0 VvV entero
La funciones Z;(z) y Zi(z) se denominan Funciones Cilindricas de orden k

Propiedades de las Funciones de Bessel

1.1. Otras Formas de la Ecuacion de Bessel

Haciendo los cambios de variables correspondientes llegamos a

u"(x) + ﬂu’(m) + [(ﬂu x”*l)Q + Oﬂ_xszVT u(xz) =0
donde
u(z) = z°Z(Bz")
o también
u’(z) + az” u(x) =0
con

v+2

u(z) = vaZ 1 < 2Ve x1+’5>
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1.2. Relaciones de Recurrencia:

Las funciones de Bessel tienen las siguientes relaciones de recurrencia

xJgy1(x) — 2k Ji(x) + xJip—1(x) =0
Jesr () + 204(x) = Jya () = 0

Para demostrar estas relaciones partimos por demostrar la siguiente identidad
[kak(ac)}/ = 2T 1 (x)
{x_ka(a:)}/ = 2" (2)
De la expresion para Ji(z) se obtiene

.- ()" 2N 2n+2k /_ L (=) 2(n + k) a2kl
T;F(n+1)F(n+k:+1) (5) ] 222”+kf(n+ DI (n+k+1)

n=0

S SHE
220+ (n+ 1) T (n + k)
= kak,l(a:)
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Unos cambios apropiados nos llevan a demostrar las segunda de las relaciones y al desarrollar las
derivadas

/
{kak(x)} = ka* L (x) + 2F T (2) = 21 (2)
/
[x*ka.(x)} = —ka P (2) + 2R T (2) = —2 R T ()
Por lo cual

kJp(x) + 2 J(x) = 2J;_1 ()
—kJg(x) + 2T (x) = —x iy ()

Al sumar y restar miembro a miembro obtenemos las relaciones de recurrencia. Es obvia la impor-
tancia que adquieren Ji(z) y Jo(x) para generar el resto de las funciones de Bessel.

1.3. Funciones de Bessel y Funciones Elementales

Las funciones de Bessel de 6rden semientero, k = % se expresa como

Nipale \/>Z n—|—1 n+ )<2>2”

r(nge3)2f3.5, 2ntl] [ (3)1:3:5-(ntl)
2 2 2 2 2 2n

se encuentra que

-1)" 2
J n
12l \[Zzn T (3) 1 3.5.-(2n+1)"

2

pero como

{1 AN o +}

\/ﬂr(g) 2.3 2-4-3.5 2-4-6-3-5-7

:1{1—x3+x5—$7+---}:13enx
V2aT (3) 38Tl V2T (3)

Finalmente, y otra vez invocando a las propiedades de la funcién Gamma: T’ (%) = @

2
Jija(x) = \/Esenx

Equivalentemente se puede demostrar que

2
J_12(7) =1/ —CoST
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y ahora utilizando las relaciones de recurrencia tendremos que

1
J3j9(z) = —J_12(x) + ;J1/2(¢’13)

2 [senx
=4/— —coszx
Tl x
Asi mismo
3
Jsj2(w) = —Jyj9(x) + ;JS/Q(*T)
2 [3senx 3coszx ]
=4/ = 5 — —senx
T | x x
En general

2 an
J1 (@) = (1) ZamtE (Se”) n=1,23, -

x

2 1 d” CcCosT
— n 77 [ —_ — — — . e
J, é(x)_\/>x 2( )n< ) n=-1-2 -3,

Las funciones de Bessel de érden semientero son las unicas funciones de Bessel que pueden ser
expresadas en términos de funciones elementales.

1.4. Reflexién:

Las funciones de Bessel cumplen con

Para el caso k = m entero positivo la Funcién de Bessel de primera especie toma la forma de

i) =3 I ()

Si kK = —m es un entero negativo los primeros m términos de la serie anterior se anulan ya que
I'(n) — oo paran = —1,-2,-3,--- y la serie se arma como

SEE

T= Y e ()= > O

n=m l

J_m ()

I
T
=

E
<~
3
&
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1.5. Funcién Generatriz

La funcién generatriz para las Funciones de Bessel es
B(a,t) = e3(t-7)

desarrollando las dos series para las exponenciales

a;t
B T T 9 "
x
x (—1)" 2™ _
9% 1Tty F o2, T
¢ 2t Tyt T o +

Por lo tanto multiplicando ambas series

z(p_ 1 > .’Ifn n > —1

1.6. Representacion Integral para las Funciones de Bessel

En la expresion anterior para la funcién generatriz se realiza el siguiente cambio de varible

t = e de este modo

oS (t=1) _ gimsen0 _ (zsen @) + isen (x sen f)

y por lo tanto

cos (xsen ) + isen (rsend) Z Jn(x) [cos (nh) + isen (nh)]

n=—oo

igualando partes reales e imaginarias y recordando que J_,,(x) = (—=1)" Jy,(z), para anular los
términos impares en la serie de la parte real y los pares en la de la parte imaginaria, podemos
escribir

cos (z sen ) )+ 2 Z Jan () cos (2n)

sen (xsenf) = 2 Z Jon+1(z) sen ([2n + 1] 0)
n=0

Multiplicando miembro a miembro en la primera de ellas por cos (2kf) (y por cos ([2k +1]0) )y
la segunda por sen ([2k 4+ 1]0) (y por sen (2k0)). Integrando (en 0 < 6 < 7), también miembro a
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miembro y término por término en las series, se obtienen

Jon () = i/oﬂ cos (zsen @) cos (2nf) db
0= i/oﬂcos (xsenf)cos([2n+1]6) d
Tompa (z) = i/oﬁsen(xsenﬂ)sen([anLl] 0) do
0= % /07T sen (zsen ) sen (2nd) do

Sumando miembro a miembro primera con cuarta y segunda con tercera tendremos la expresién
integral para las funciones de Bessel

1 s
In(x) = /0 cos (cos (nf) — zsenf) do

ya que todos sabemos que

cos (nf — xsenf) = cos (2nd) cos (x sen ) + sen (2nd) sen (x sen 0)

1.7. Ortogonalidad de las Funciones de Bessel
1.7.1. Ortogonalidad:

Haciendo el caso particular de « =0y v = 1 en la primera de las expresiones equivalentes para
la ecuacion de Bessel, tendremos

donde
u(x) = Ji(Bz)
multiplicando por x la ecuacion diferencial puede ser reescrita como

2

[wa00)] + | % - | o) =0

suponiendo k real y positivo, planteamos la ecuacién para dos indices diferentes (B y (B2 por lo
tanto quedan como

! !/ 2 k;2

[ka(ﬁlfﬁ)] + [5137 - x] Ji(Prx) =0

2

(2T}, (Baz)] + [ﬁ%ﬂﬁ - l;] Ji(B2z) = 0
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Multiplicando apropiadamente por Ji(51z) y Ji(f2x), Integrando y restando miembro a miembro
tendremos que

1 1
(3= 82) [ adilor)diBaaae = [ {(000) [ (0ro)] = Iu(Pra) o))}

1
= | By sipra) - sy poe)) da
= Jp(Bax)a i (Brx) — Ji(Brx)xTh(Bex) [,

para (3; las raices de los polinomios de Bessel, i.e. J;(3;) = 0 podemos deducir que las funciones de
Bessel son ortogonales

1
0
Mads atn partiendo de la ecuacién de Bessel original se puede llegar a

ﬁQ—/{PQ

[TL(5)]% +

N

1T (B2)||* =

Héctor Herndndez / Luis Nunez 12 Universidad de Los Andes, Mérida



	Revisitando a Bessel
	Otras Formas de la Ecuación de Bessel
	Relaciones de Recurrencia:
	Funciones de Bessel y Funciones Elementales
	Reflexión:
	Función Generatriz
	Representación Integral para las Funciones de Bessel
	Ortogonalidad de las Funciones de Bessel
	Ortogonalidad:



