Semana 8 - Clase 2/ Tema 4: Funciones Especiales: Gamma y otras

Funciones Especiales 2

1. Algunas funciones Especiales

1.1. Funcion Gamma e Integrales de Probabilidad

Es la generalizacién del factorial n! el cual sélo estd definido para enteros, mientras que I' (z)
estd definida para toda variable compleja z con parte real positiva.
I' (z) se define indistintamente como:

F(z):/ooe_ttz_ldtz (z—l)!EH(z—l) Rez >0

Fzz) == [] <1+§)e

n=1

donde n es un entero positivo y
v = 0,577215664901 - - -

se conoce como la constante de Euler-Mascheroni:
También es frecuente encontrar I' (z) con algunas variantes cosméticas:

o0 1 1 z—1 0o
[(z)= 2/ e P2l = / [ln <>] dt = k;Z/ e ktyz=1qs
0 0 t 0

Para probar la equivalencia de las dos primeras definiciones inventamos las siguiente funciéon de dos

n t n
F(z,n) = / (1 - ) t*~1dt Rez >0
0

n

t n
lim <1 — > =et
n—oo n

lim F(z,n) = F(z,00) = / e 't* At =T (2)
0

n—oo

variables

y como es conocido que

Entonces

Con lo cual queda demostrada la primera de propuestas de Euler.

Para construir la segunda partimos de la misma funcién F(z,n) y un cambio estratégico de
t

variable © = -

F(z,n) = nZ/ (1 —u)"u*du Rez >0
0
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Un par de integraciones por partes nos llevan a comprobar

L, gl
+ / (1 —u)" ' uPdu
o *Jo

! N n(n —1) /1 (1 —u)" 2 uZHdu}
0

o 2(z+1)

F(z,n):nz{(lu)nuz

z

_ 2 7un72uz 7’L(7’L—1)
=N {(1 ) +1Z(Z+1)

que el primer término se anula siempre. Repitiendo el proceso n veces

. nn-1)(n-2)(n-3)---3-2-1 L
Fzn)=n {z(z—l—1)(z+2)(z—|—3)-~(z+n—1)}/0 u

nz{n(n—1)(n—2)(n—3)---3.2.1}
22+ 1)(z2+2)(z+3) - (2 +n)

Una vez mas, haciendo

lim F(z,n) = F(z,00) = lim n?
n—oo n—oo

nn—1)n-2)(n—-3)---3-2-1\ _
{Z(z+1)(z+2)(z+3)...(z+n)}ZF(Z)

Se completa la equivalencia para la primera y segunda definiciones de Euler.
En particular, de la primera de las definiciones se tiene por integracion directa

r(1) _/ e fdt =1
0

r <1> :/ e 124t :/ e dy = VT
2 0 0

mientras que de la segunda, si z =n =1,2,3,---, se obtiene
'n+1)=n!
1 1-3:5----(2n—1)

Finalmente la tercera de las definiciones de la funcién I' (z) viene expresada en término de un
producto infinito (Weierstrass). Este puede demostrarse partiendo de la segunda definicién de Euler

1-9.3.....n
T = 1 #
e P Y P oy prrn

1 — m 1 4 z\—1
= lim - * = lfm - (1 7) :

Por lo tanto
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Ahora bien, multiplicando y dividiendo por

nos queda

i Lt e o T (0 2) )

Donde, la serie exponente del primero de los términos converge a un valor constante y cual ha
quedado bautizado como la constante de Fuler-Mascheroni

I 1+ L + L + L + 1 | 1i -~ §

= lim _ _ _ oo — —In = lim — — 1n
T 27371 L (e mz < m "
v = 0,5772156649015328606065112 - - -

Con lo cual queda demostrada la tercera de las propuestas para expresar la Funcién Gamma

Fiz) :zevzﬁ (1—1—%)e

n=1

z
n

Es facil comprobar las siguientes propiedades
F'(z4+1)=2T(z)
(o9}
F'(z)T'(1-=2) —/
0
1
2%271r ()T (z + 2) = /7T (22)

x*1dz T

(1+2) " senrz

La primera de ellas (la relacién de recurrencia) es trivial y se obtiene integrando por partes la
definicién integral de Euler.

o0 [o.¢]
I'(z+1) = / e 'tFdt = 2 e*tt‘zfl|;>O +z / e 't ldt = 2T (2)
0 0
El primer sumando de la integracion por partes se anula siempre. Esta propiedad es valida Vz con
z#0,—-1,-2,---
La segunda de las propiedades (férmula de reflexién) se comprueba también partiendo de defi-

nicién integral de Euler con el siguiente cambio de variable ¢ = u?.

Oo—22—1 OO—21—2
F(z)F(l—z):2/ e " u** du2/ e Vv % dv
0

0
=4 /000 o (uP+?) (E>2271 dudv

v
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si ahora hacemos u = pcosp y v = psen p, la integral anterior queda como
00 ) w/2
Fz)r'(1-=2) = 4/ pe P dp / cot>* L pdyp
0 0

1 /2
=4 2/0 cotZ L pdyp

Finalmente, si
—dz

© = arccot \/x; ) NG

nos queda
¥ ldx s

r(z)ru—z):/ooo( =

1+2z) senmz

Es inmediato volver a comprobar

Del mismo modo, si utilizamos ademas la relacién de recurrencia encontramos

T
I'z)I'(—2z)=—
(2)I'(=2) —zsenmz
La formula de duplicacion y puede comprobarse partiendo de la definicién del limite de Euler,
asi
222-IP ()T (2 + L
I'(22)

Hay que hacer notar que en el numerador sustituimos directamente las expresiones para del limite
de Euler y en la del denominador, adicionalmente sustituimos n por 2n
1-2-3-----n 9% 1-2-3- 2n

T(22) = 1§ — lim 92 2z
(22) o 22 (22+1)~~(22—|—n)n n—oo 2z (22 4+ 1) -- (22+2n)( n)

por lo cual se tiene la siguiente expresiéon dentro del argumento del limite

- 1-2.3..... n . 1- il
2 (z(z—{—l)(z—I—Q)---(z—l—n) )(( +3) (4 %) (z+ +n) )

1-2-3 n .
(22(2z+1)(2z+2)---(22+2n) (2n) >

la cual se reacomoda como

lim 221 (n1)222 (22 41) (22 + 2) - - - (22 4 2n) | 2+
oo )l 2 (24 3) 4+ 1) (2 +2) (2 42) - (245 +n) (z+n) (20)"

2D () (e+2) (4 3) (271 2 @) ntt
n—oo 2z (z+3)(z4+1) (¢ +2)(z+2)-- (z+ 3 +n) (z+n) (2n)! 22222

Héctor Herndndez / Luis Nunez 4 Universidad de Los Andes, Mérida



Semana 8 - Clase 2/ Tema 4: Funciones Especiales: Gamma y otras

Entonces
22717 ()T (2 + 3) _ i (2"2) (n))? \/n
T (22) Tl (2n)!

por lo cual se deduce que el valor de lado izquierdo de la ecuacién es independiente del valor de z

por lo tanto es el mismo valor para cualquier z y lo evaluamos para z = &

2
227 ()T (24 3) (1) _
T (22) 2 _F<2>_ﬁ

con lo cual queda comprobada la férmula de duplicacion.
Otras propiedades que van quedar como curiosidad y sin demostracién son:

n—1
T (nz) = (20) "2 pm2 I <z + k)

n
k=0

z\ 2! B I'z+1)

w)  w(z—w)! T(w+DI(z—w+1)
A partir de I'(z) se definen otras funciones especiales, las cuales se expresan conjuntamente con
sus propiedades como

1.2. La Funciones Digamma y Poligamma

9
Para evitar tratar con derivadas de los factoriales es costumbre trabajar con sus derivadas

logarftmicas. A partir de la segunda definicién

1:2:3.....n
T )=z= U
SR nin;0(2+1)(z+2)~--(z+n

) 1.2.3..... n B
et = (i, 1oy )

"

= lm (In(n!)+znn—In(z+1)—In(z+2) —--- —In(z +n))
ahora derivando,
d 1 1 1
) =F(z) = lm (Inn— . e
3 ) =FE) nL“§o<n” G+l (2+2) (z+n)>

y finalmente acomodando, para llegar a la definicién méas conocida

F0--2 ()

También se le conoce como funcién Psi

— ' (2) d In(C'(2)=F(z—-1) = i111((2' -1

v() I'(z) T dz dz
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con las siguientes propiedades

Y +1) = + ()
(z—1)—Y(z) =mcotmz
P(z) + 9 <z + ;) +2In2 = 2¢(22)
De donde se pueden deducir
W) =T (1) =

La funcién 1 (z) puede ser expresada en términos de integrales definidas, para ello notamos que
o0
I (z) = / e '*LInt dt
0

y sustituyendo la identidad de Frullani

ooefx_efmt
me= [T
0 i

00 oo —x _ —xt
' (2) = / et 1 / % da dt
d
/ (IZ/ e T _e” t) e—ttz—ldt
_/ 76 z/ et ldt / dl’/ ac—i—l)tz ldt
o T 0

=T(2) /000 dz [e™ — (z+1)77]

xT

tendremos

ya que I' (z) = k* fooo e ktt2=1d¢ y por lo tanto

v = [ R SIS

X

También daremos (sin demostracién) otras expresiones

00 -t —tz
¥(z) :/0 (et N 1e—e—t> dt

P(z) = —'y—i—/ol 11__xledx
La Funcién Poligamma se obtiene derivando en forma repetida la Funciéon Digamma
PM(z4+1) = FM(z) = d—mF(z) = (—1)™*"1m! Z m=1,2,3
dzm (2 +n) m+1 14
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y cuya serie puede ser expresada en términos de la funcién Zeta de Riemman

<1
2
n=1

¢(m)
como
F™(0) = —1)™ 1 ml¢(m + 1)

de esta forma es posible desarrollar en serie de Maclaurin
2 n

z 23 n?
In(nt) = =7+ 2-¢(2) = SCE) + o+ (1) S¢(m) +-
n
1.3. La Aproximacion de Stirling

El comportamiento asintético de las funciones especiales serd tratado en una clase aparte. Pero
la importancia de la Aproximacién de Stirling obliga a que se trate en este punto. Supongamos que
consideramos el caso z = x € R. Por lo cual estamos interesados en el caso x > 1. Partimos de

1 1 [ 1 [
T (x) = ;I‘ (x + 1) — x/ eftta:dt — x/ efterlntdt
0 0

haciendo t = xu tenemos que
o
I'(z) = xz/ e~ #(u=Inu)q,,
0

Ahora bien, el integrando tendrd su méximo en v = 1 donde la exponencial tiene su minimo y es
entorno a ese punto que desarrollard en series de Taylor

1 1 1
“_IHU:1‘*‘5(“—1)2—5(“—1)34-1(“—1)4+~-

por lo cual
T ({L‘) _ x;v/ e—x(u—lnu)du ~ :L,.Z’/ du efa:(lJr%(u—l)Q,%(ufl)’J%")du
0 0
Otro cambio de variable v = \/z (u — 1) nos lleva

rTe~T [0 - 1 1 1
['(z) ~ dve™ 2" exp (1)3—1;4-1- 115—---)
(@) VT VT 3\ 4 515
1

Para valores x > 1 se expande, en series de Taylor los exponenciales que contengan términos NG

xPe™ T [° 1,2 1 1 1
I(2) ~ dve 2" {1+ [ —=v® — —v' + —50° —
() N ve { +<3\/§v P +5x%v +

1/(1 5 1, 1 4 2
+2!<3¢;E” m’ Tt >+

LN AE TN UV S 3 N
QE— 70 —_— 71) ’l) —_ . e e ...
31\ 3y dx 515
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Finalmente, utilizando que

o L V2 n=20
/ dve 2" 0" =¢ V27r-1-3-5----(n—1) n=2k
e 0 n=2k—1

e integrando término a término, tendremos que

or 1 1
D(z)~ ) Ca®e @ 14— 4+ e
(=) z " C { T Tws e T }

1.4. La funcion Beta

1
B(m,y):/o 7 H1 =tV 'dt Rex>0 A Rey >0

['(z)T (y)

Blz.y) = T (z+y)

1.4.1. La Funcion Integral de Probabilidad

La funcién Integral de Probabilidad para una variable compleja arbitraria z como

D(z2) = \37? /OZ e dt

Obviamente ®(0) = 0 y ®(0c0) = 1. A partir de esta funcién se define la Funcién Error y su
complemento

erf(z) = /OZ e dt = D(z2)

erf c(z) = / e dt = YO [1 - 3(2)]

ol ol

Funcién Gamma Incompleta v (z,a) y
Funcién Gamma Complementaria I' (z, )

(03
7(2,0[):/ e 7 tde
0

F(z,a):/ et de
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las cuales claramente cumplen con
v(z,a) + T (z,0) =T (2)

y resumen

Z —«

7(2"’_1)&):27('2704)_05 €
F'z+1,a) =2I'(z,a) + a®e™@
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