Semana 8 - Clase 2/ Tema 5: Métodos Numéricos

Métodos Numéricos y Ecuaciones Diferenciales

1. Las Ideas Generales

Dada una ecuacién diferencial de segundo orden de la forma

d2x(t) _ <d x(t)’x(t)’t)

de? dt

siempre se puede convertir en un sistema de dos ecuaciones lineales de primer orden, al extender el
espacio de variables de la forma

d a(t) def 2z d z dat) _
xcztt) dlef qp(g) } = dtgt) —F (dt(t),x(t),t> & { 4 =p()

este sistema puede ser re-arreglado en forma vectorial

Asi dado un conjunto de potenciales eldsticos y las fuerzas que de ellos derivan,

kx —p=1 _kﬁ
lea? —p=2 —kx
2 d V(z)
V(.CU) = 1 = Fk(az) = — Fk(a:) =
skzd  —p=3 r —ka?
1 LolP 1
ol | K217

el sistema dindmico correspondiente a la ecuacién de Newton sera

p(t)
d Q(t p(t)
% [Fewt (x(t),1)] — k Hx(t)”p_ Tz ()]
1.0.1. Los Métodos y su Clasificacién
Dada una ecuacién diferencial de primer orden, dzé(;) =y'(x) = f(y(z),z), con yi el valor de la

funcién obtenida con el método, con yi = y(zy), donde x = x9 + kh y h el paso. Diremos que un
método es de paso tinico si la determinacién de y 1 sélo involucra un tnico valor de y; y multiple
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paso si para calcularlo se utilizan varios valores yi,yx—1," - ,Yk—p. Por otra parte se denomina
un método explicito si para determinar y;41 se utilizan valores anteriores Yy, yx—1,-"* s Yk—p ¥
implicito si se utilizan una funcién del mismo valor ygy1. Asi

Ykt+1 = Yk—1 + 2h [ (2K, yk)

representa un método explicito de paso inico mientras que

h
Yk+1 = Yk + 5 [f @k, yr) + f (Tht1, Yot 1)]
serd implicito de multiples pasos.

1.0.2. El Rebusque de Taylor

Tal y como hemos dicho arriba, dada una ecuacién diferencial, su solucion a través de un método
de paso tnico puede ser escrita como

ZJ’@) = f(y(:n),:r:) = Yk+1 =Y+ @ (l”k’yk;, h) con h=wxi11 — x;

Lo primero que se puede hacer es expandir por Taylor alrededor del punto z = xy,

() = y(ow) + (= x) o/ (@) + o (0 = o () oo = )" () +
e identificamos
y(zr) = ey’ (@) = f(y(x), 2)
y'(z) = f Yk, 2x)
y'(@k) = f (g, o) = 81{ oee T %j e, Y

g Y=Yk Y=Yk
y,//<37k> - f”(ybxk) =0.f" + ayfl y;g = Opa f + (&tyf) Z/;c + [ayzf + (8yyf) y;] y;c + 0y f yg

por lo que reconstruimos la serie de Taylor hasta el orden que podamos o requiramos

1 1 1 _
Yn+1 = Yn + 1 f(yr, xr) + §h2 I Yk ) + ghs I (yky o) + - + ] A O (g ) + -

quedando acotado el error por

red = <n+11>' L ) (), 2(€)
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2. La idea de la Integracion y los Métodos

La idea de integrar una ecuacién diferencial ordinaria puede ilustrarse, formalmente de la si-

guiente forma
Th+1

Y (@) = F(y(@),2) = g = i + / d £ (€.(6))

Tk

entonces el método se centra en como se aproxima la funcién dentro de la integral

Euler Se aproxima la funcién con en el punto anterior

[Tk, yr) = Yet1 = Yk + 1 f (T8, Yk
Euler Mejorado o Heuns Se aproxima la funcion mediante un promedio en los extremos

LU @r i) + f @es1,vks1)] = Yks1 = Uk + 2 [f (@r, k) + F (Tht1s Y1)

= Ykt = Uk + 5 [F (@e,wn) + F @rg1,ue + B f (20, 0k))]

con h = x;41 — x; el paso de integracion. Nétese ademéds que hemos utilizado Euler otra vez para
expresar Yr+1 = Yr+1(Yk> Tk)

El Método de Euler constituye una expansién por Taylor hasta primer orden por lo que el error
es claramente de segundo orden por cuanto si comparamos con la expansion en series de Taylor
correspondiente tendremos

dy h? d?y
yk+1:yk+h' + 57 73 +--
do {,_, ~ 2! dz?|_,
h? d%y
letotll < 57 55
20 da?|,_,

2.0.3. El Método de Euler y el problema de Valores Iniciales

Este método si bien no se utiliza en la practica en su forma estandar para ecuaciones diferenciales
ordinarias, si ilustra el proceso de discretizacién de una ecuacién diferencial y su solucién mediante
métodos numéricos.

Para resolver la ecuacion de un oscilador armoénico libre que parte del reposo, i.e.

2
d“é(t) do(t)

k
2y R _ 1. _
e +wip(t) =0 con: wj = — o(te)=1; y ar |, 0

en la cual ¢(t) representa la posicién de un cuerpo de masa m unido a un resorte de constante
elastica k.
Discretizando mediante diferencia centrada

dQ
dﬁgt) ~ % w’(ti—f—l) - 2¢<ti) + ¢(tz‘—1)] = % [¢z‘+1 —2¢; + @'_1]

con lo cual la ecuacién del oscilador libre queda como

d*o(t)
de?

h=tip —ts;

+ w(%gb(t) =0 = ¢i+1 — (2 — h2w§) ¢i +¢i—1=0
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esta ultima ecuacion es la version en diferencias finitas de la ecuacion diferencial y es claro que
se convierte en una ecuacién algebraica. Finalmente, los dos valores iniciales para la iteracién ¢g y
¢1 surgen de las condiciones iniciales

2.0.4. Los Métodos de Runge-Kutta

Es el conjunto de métodos mas populares y de mayor uso. La idea del método de Runge-Kutta
es producir resultados equivalentes a desarrollos en Taylor de orden superior a Euler en métodos
de un 1nico paso por lo tanto

Tk+1

¥ (@) = Fy(@),2) = g = e + / d £ (€.(6))

Tk

y se aproxima la funcién con un promedio ponderado.

F &) = o fyr, o)+ B f(yr +0 f(yr,or) hi, o +v hy)]  con by = x40 — xp

donde «, 3,7 y 0 son los pesos estadisticos a ser determinados. Por lo tanto

Yk+1 = Yk + [ f (ko) + B f (Y + 0 f (Y, or) hie, o1 + 7 ha)] b

Expandiendo por Taylor de dos variables
g+ y+p)=g@y) + [\ g+ p dygl +% [\ 929 + 2Ap Oayg + p* Oig] + - -
tendremos
ki1 = Yk + [+ B) f hie + B[y Oufic+ 0 fr Oyfel hi+
+ 0 fagfk + 276 fi Ouyfr + 622 fR O fr| B+

con fr = f (yk,zx) y como se ve claramente, queda libertad para escoger

Euler Mejorado o Heuns o == %; y=0=1

Y1 = Yk + fr hie + 5 [0ufrc + [r Oyf] b3
Euler Modificado a=0, pB=1, ~v=6= %

Ykt1 = Uk + fr hie + [502f5 + 5 fr Oyfi] i
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Runge-Kutta de cuarto orden aproxima la funcién f (£,y(€)) en cuatro puntos intermedios en el
intervalo x; < x < xgy1 por lo cual

Yk+1 =Yk + (@ K1+ B K2+ k3 + 0 Ka hy,

podemos plantearnos varias formas de hacerlo

hy,
Yk+1 = Yk + 6 (k1 + 2k + 2K3 + K4]

donde
R1 = f ($kayk)
1 1
ko = f |z + §hk, Yk + 31
1 1
k3 = f| o+ §hk7 Yk + 572
ky = f (g + hi, yr + K3)
o también ,
k
Yk+1 = Yk + ) [k1 4 3Kka + 3K3 + Ky
donde
R1 = f (xkuyk)
= i (wt Lh ot
Ro = Tk 3 ks Yk 3/€1

3
ke = [ (x + hi, Y + K3)

1 1
k3 = f (ﬂfk; + ghkv Yk + fﬁz)

Msés atn el método de Fehlberg de 4/5 orden se puede escribir como

Ye+1 = Yk + hi [Crk1 + Caka + Cskg + Cukig + Cskis + Corig) + O(h®)

CCImyk)
xy, + aghy, yi + baik1)

xy + ashy, yi + bsi1k1 + b3ako)

f(
S
S
f(

K1
K2
K3
K4

z + ashy, yi + bark1 + baaka + bagks)

ke = f (xk + achi, Yk + be1rx1 + beaka + besks + beaka + besks)

la cual puede ser redefinida y truncada para obtener

Uk+1 = Yk + hg C~'1f€1 + ézﬁg + égﬁg + 6'41%4 + é5ﬁ5 + O(h5)
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2.0.5. Métodos Multipaso

Los métodos multipaso se basan encontrar el valor y,4+r como una funciéon de k valores prece-
dentes: Ynyk—1, Yn+k—2, Yn+k—3, - Yn - Para k = 1, retomamos los métodos de paso tinico del tipo
Euler o Runge-Kutta. Sera explicito (abierto) si el valor y,, 1 puede ser calculado directamente o
implicito (abierto) si la férmula contiene el valor y,, 1 deseado.

Otra vez la idea estd en aproximar el argumento de la integracién formal

y (@) = F(y(a),2) = yigs = i + / e FEye)

Ti—k

notese en este caso que el punto ¢ + 1 recibe la contribucién de k puntos anteriores. El integrando
f (& y(£)) lo aproximaremos con un polinomio de interpolacién de Newton de orden n. Tal que

(& (&) = [ (&) =pn(§) + Rn (§)

con py, (€) el polinomio de interpolacién y R, (§) el residuo. Donde ;

Pn (m) = f [xn] + (CL‘ - xn) f ["EnaCUnfl] + (l’ - xn) (-’E - xnfl) f [$naxn717xn72] + -

+ (-T - $n) (33 - $n—1) (33 - l‘n—2) e (ZE - 56‘1) f [fEnvxn—l’xn—Za Lp—3," " 330]
(n+1)
R, () = (v —xn) (x — Tp-1) ($—$n—2)'”($—$0)m con zg < ( < zp

haciendo p, (x) = f (2, + ah) con « cero o negativo de tal modo que en términos del operador
diferencias atrasada V f(z) = f(z) — f(x — h) siendo h el incremento

a+1)(a+2)
31

f(xnmh):fn+ann+0‘(O‘2,+1)v2fn+o‘(

+a(a+1)(a+i?---(a+r—1)

V3 o+

V' fn
donde hemos denotado f, = f (zn,y(vs)), V" fr = V" f|,_, .y @ = (¥ — 2;) /h Por lo tanto

Yit1 = Vi +/ - d¢ f (& ()

i—k

1
:yi+h/ da f (zy + ah)
—k

2 1 V2i 2 v3i
yi+1:yi+h|:04fi+o;vfi+a2(a+) f+oz2<a+a+1> f+

3 2 2! 4 3!
o 30?2 1l VA fi !
+a2(+ ++3> ’+-~l
5 2 3 4l L
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por razones de conveniencia que son evidentes al hacer el desarrollo, se toman las férmulas para
k =r y k impar y obtendremos

|

k=0 Yir1 = yi + b [fi + 5V i+ 5V i+ V3 fi]
r=3
R=35h°FY ()

Yit1 = Yi + h[2fi + OV fi]

1

R=3h?f® (Q)
Yir1 = yi + b [Afi — AV fi + 2V f; + OV f;]

k=3
7”:3} =
R= 3 ()
ko yirt = i+ b [6fi =12V f; + 15V2; = 9V2S; + FVSi]
7“25} =
R = {5507 [ (Q)

y al expresar las diferencias atrasadas las férmulas explicitas (abierta) quedan expresadas como

f: g } Yir1 = Yi + o5 [55f; — 59fi—1 + 3T fi—2 — 9fi—3] R~ O (h®)
f:i } Yir1 = Yi + 21 f; R~ O (h?)
f:g } Yir1 = Ui + B [2fi — fi1 + 2fi2] R~ O (k)
f:g } Yiel = Yi + am [11f; — 14fi1 +26fio — 14f; 3+ 11fi_4] R~ O (h7)

Siguiendo el mis procedimiento se pueden escribir las férmulas implicitas (cerradas) para las
mismas “curiosas” situaciones. Para este caso la conveniencia se obtienes para k impar y r = k + 2

Yirl = Yi + h [fivr — §Vfir1 — 15V fir1 — 91 V3 fiv1]

k=0 }
r=3 =
R=Z5hf9 () . ;
A Yirl = Yim1 + h [2fig1 — 2V f; — $V2 [ — OV fia]
r=3 } =
B R=53h°fW(C)
k=3 Yir1 = Yi—g + h [Afi1 =8V fi = 2V iy — 3V3 fipr + BV i
=
r=2=9 }

R=gih*fW ()
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desarrollando las diferencias atrasadas, tendremos

k=0
r—3 } Yit1 = i+ 95 [9fix1 +19fi1 —5fii1 + 9fi2] R~ O (k)
k=1
r—3 } Yir1 = Vi1 + % [fis1 + fi + fia] R~ O (k%)
k=3

h_E } Yi1 = Yi-g + 22 [Tfip1 +32f; + 12f;-1 + 32fio + Tfi—s] R~ O (h")

Se debe puntualizar lo siguiente respecto a las férmulas explicitas e implicitas de los métodos
multipaso antes mencionados

= Los métodos multipasos, normalmente, requieren menos evaluaciones de las funciones que los
métodos monopaso para un mismo nivel de precisién.

= Los métodos multipaso requieren de un método monopaso que le permita determinar los
Yntho1, Yn+h—2, Yntk—3, " +Yn DUIOS iniciales.
» Las formulas explicitas son, normalmente, menos precisas que las implicitas. La razon se

fundamenta en que, mientras las explicitas extrapolan la solucién al punto y; 1, las implicitas
la interpolan, por cuanto la toman en cuenta en el momento de calcularla.

= Las férmulas explicitas e implicitas deben ser consideradas como complementarias, por cuanto
las explicitas pueden predecir el valor de y;41 necesario para la f;11 = f(x;11,yi+1) del cdlculo
* z . , .
de y7,; en la férmula implicita.
Existen varias combinaciones predictor-corrector, entre ellas mencionamos:
Milne de cuarto orden

e Predictor 4
Yirl = Yi-3 + 2fi — fiz1 + 2fi—2]

e Corrector h
Yirl = Yi—1 + 3 [fir1 —4fi + fiz1]

Milne de sexto orden

e Predictor ah
Yitl = Yi—5 + 10 [11f; — 14fi—1 +26f;_o — 14f;_3 + 11 f;_4]

e Corrector oh
Yitl = Yi—3 + 3 (7fiv1 +32fi +12fi1 +32fi—2 + T fi—3]

Adams Modificado o Adams Moulton
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e Predictor

h
Yirl = Yi + Y [55fi — 59fi—1 + 37fi—o — 9fi_3]

e Corrector b
Yiel = Yi+ o5 9fix1 +19fi — 5fi1 + fi—2]

El método de extrapolacién multipaso mas exitoso (conjuntamente con los métodos de paso
unico del tipo Runge-Kutta) es el de extrapolacién racional de Bulirsch-Stoer en el cual se
define un paso superior de H y una serie de subpaso h, = H/n con el aumento del nimero de
subpasos, en algiin momento siguiendo algin criterio de convergencia se hace una extrapolacion
(racional) que representa el limite n — co.

El método de Bulirsch-Stoer tiene una estrategia diferente al los anteriores y posee, como motor
de aproximacién el método del punto medio modificado o salto de rana (leap frog). Este esquema
se utiliza con frecuencia en discretizaciones de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales y se
basa en aproximar la derivada por el valor el promedio en los dos extremos:

Y(rn) — y(n-1)

y,(l‘) = f(y(x), x) = y,(xn) = f(y($n)7xn) = oh

por lo tanto

20 = y(x)
21 = zo + hf(z, 20)

Zntl = Zn—1 — 2hf(x + nh, z,)
para finalmente calcular

1

ylx+ H) =y, = §[zn+zn_1+hf(x+H,zn)]

Noétese que si reacomodamos
4Yn = Yn/2
3

obtendremos un método de cuarto orden que requiere menos evaluaciones de f(y(xy),x,) por paso
h

yz+H) ~

3. Control del Paso

En General para métodos de 4" orden. Tal y como se mencioné en el caso de la integracién
numérica, el primer criterio que surge es dividir el paso h en la midad, calcular todo de nuevo y
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comparar los resultados a ver si estd dentro del los limites de tolerancia que nos hemos impuesto

5 1/5
Emax (hl)) — ho=h Emax
_ tmax (0 A .
A (Yns ynj2) hy A (Yns ynj2)
donde hemos denotado hg como el paso ideal. Esta relacion es general para cualquier método de 4

orden de paso Unico, multipaso, implicito o explicito.
Mas atn, la préactica ha indicado que

0,20 A 0,20
Mht(;méx)> :Mht( °> Ap > Ay

Yn — Yn)2
Yh

=A (yhyyh/2) < Eméx =

(ynvp, Ay,
ho —
0 0,25 0,25
My (—smi ) = pp, (20 Ay < A
E\ Alynp) - oA, 0 1

donde 0 < M < 1 un factor de seguridad

Para métodos Runge-Kutta. es importante mencionar que se utilizan mayoritariamente
métodos hasta cuarto orden porque de mayor orden (M, por ejemplo) involucran mas de M eva-
luaciones (y menos M — 2) de la derivada. Por ello para este tipo de métodos se descubrié que
considerando el mismo niimero de puntos para la evaluacién intermedia se pueden generar métodos
de distinto orden, y para colomo de suerte el menor orden de esta situacion se expresa para métodos
de 4 y 5 orden. En particular Runge-Kutta de 5 orden se puede escribir como:

Ykt1 = Yk + hy [C1r1 + Cakg + Caks + Cakig + Cskis + Corigl + O(hP)

k1= f (Th, Yr)

ke = [ (zk + azhy, yr + baik1)

k3 = f (v + aghg, Yk + bz1k1 + baakz)

ka = [ (zk + ashy, yr + bark1 + bazko + bagks)

ke = f (xk + ashk, Yk + be1k1 + beaka + besks + beaka + besks)

y con los mismos puntos (j las mismas evaluaciones !) se puede reescribir para 4 orden como:
Uk+1 = Yk + hi C~'11<;1 + OQKQ + égﬁg + é4l€4 + 651435} + O(h5)

por lo tanto el error se puede estimar

A (Y1, Gor1) = Y (Ci - éi) ki
i=1
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y el control del paso se utiliza exactamente igual

o 0,20
ho — ht < max~ )
A (Yns Gn)
Para métodos multipasos y predictor corrector la situacién puede tener un refinamiento
adicional antes de proceder a modificar el paso h. El esquema seria para un método predictor

corrector del tipo Adams Modificado o Adams Moulton, donde el

= Predictor L
Yirl = yi + o [55fi — 59 fi—1 + 37 fi—2 — 9fi—3]

s Corrector b
Yiel = Yi+ o5 9fix1 +19fi — 5fi1 + fi—2]

se realiza una serie de iteraciones dentro de la férmula de corrector, i.e.

h
yiii—l =y + o {9f <xi+1,yi8-1> +19f (xi,y5) = 5f (wi—1, yi—1) + [ (zi—2, yi—2)
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