Semana 13 - Clase 39 Tema 6: Variable Compleja

Integrales de Fourier

Otro grupo de integrales que pueden ser evaluadas mediante el Teorema de Residuos son
las integrales de Fourier. Integrales que involucran funciones racionales, f(z), que satisfacen
las condiciones expuestas anteriormente y funciones senos y consenos. Integrales del tipo

/_oo dz f(x){ Sc.teor??:?lzf; } - /_OO dr f(x)e™ — fgdz f(2)e™* = QiWZIReS }f(z)eimzlzzzoj
(1)

Con m > 0 y los polos correspondientes a los residuos que se muestran en el lado derecho,
estan ubicados en el semiplano complejo con y > 0. Es claro que el circuito seleccionado es
I' que muestra el cuadrante 11 de la figura ?77.

Equivalentemente, igualando partes reales e imaginarias

/OO dz f(z)cosmx = —27TZIm Res | f(z)e™™|

2=20;
oo o
/ dz f(x)senmz = 2w Z Re Res |f(z)eimz‘zzzo, :

j=1

Otra vez, el circuito C se separa en una semicircunferencia I' y el eje real.

Para demostrar que para evaluar las integrales de Fourier (??) se requiere la suma de los
residuos nos convencemos que la integral a lo largo de la semicircunferencia se anula. Esto
es facil si comprobamos que y > 0y m > 0, entonces si z = x + iy tendremos que

e =lemle™ | = e <1 = |f(2)e™] = [f(2)] < |f(2)] e

con lo cual redujimos al de una funcién racional.

Ejemplo: Comprobemos que

/°° dz cosmz w . /°° dz sen mz 0
—_— = = —_—
oo TZHE2 k Y oo TEAHR?

o0 [e.9]

es facil ver que el polo simple de la continuacién analitica de f(x) es zy = ik y su residuo
serd

imz imz imz —mk
(& e e e
2)=———= = 20=1tk = Res —— = =
f( ) 22 4 k2 0 22 4+ k2 ik 2z ik 20k
y por lo tanto
00 imx —mk
e e T
dx = um = —e Mk
/oo x? + k2 2ik k
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Ejemplo: Evalue
/ o0 rsen T
do———"——
oo T242245

Partimos de la continuacién analitica de

12T 12T 12T

ze ze ze
= = =—-1£21 = ¢ dz5—F—— =Res —7——
fz) = f(2) 2242245 0 ! i‘ 2 t2:+45 ® 21215 Ry
ya que ese es el unico polo encerrado por la circulacion I'. Calculando el residuo tendremos
iz iz —7(241)
ze ze e
Res — = I 1—21)———— | =(—1+2i
O 2245 ., -l <<Z R 5) (FL+20—F
con lo cual
iz ) 00 —7(2+1)
ze T COS TX xrsen mx e T
dzg—F—F = dr———F——+1i de———7—— = 2im(—14+2¢ = —(1-2i)e "
72 12245 /_Oo xx2+2x+5+l/_oo TErar g A 5 (1=20)e

igualando parte real e imaginaria tendremos que
o X Cos TT T o xrsen wx
dp————"e = —e 2" dp—— " = —e "
/_ 242 +5 2 Y /_ 22422 +5

[e.9] (e 9]

Ejercicios: Compruebe que

(1 o 2
cos mx me (1 4+ m) v / g CO8 272 T —n/V3

ara m /0 x<x2+1)2 1 xx4+x2+1 >3

0.1. Otras Integrales Impropias

Existen integrales definidas para las cuales el integrando se hace infinito para un deter-
minado punto en el rango de integracién. Esto es, en general
b

b zo—(
lim |f(z)| — o0 :>/ dz f(z) :éi_r%/ dz f(x)+élm dz f(z)

r—xQ —0 o +£

donde ¢ y £ tienden a cero de forma independiene, es decir, ambos limites se efectuan
independientemente. Ahora bien, puede darse el caso que uno o ambos limites no existan
pero si existe

To—€ b
111% (/a dz f(x)%—%lin dz f(x)) < V.P. /a dz f(z)

Diremos entonces que existe el Valor Principal de Cauchy para esa integral. La estrategia
en estos casos sera disenar un circuito tal que evite los polos de la extensiion analitica
de la funciéon. Normalmente se establece este recorrido rodeando los polos con arcos de
circunferencia cuyos radios luego tenderan a cero. Veamos con un ejemplo esta estrategia de
circunsnavegacion.

b

xo+e€
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Figura 1: Circuitos y evaluacion de integrales reales, impropias

Ejemplo: Consideremos que queremos evaluar la siguiente integral

[oe)
sen x . osenz
dz — lim =1
0 €T z——-0 I

Si bien el limite estd definido, cuando hacemos la extensién analitica! f(x) = sen z/x —
f(z) = €%#/z la funcién compleja presenta un polo simple en z = 0, con lo cual la integral
compleja presenta un polo en la region de integracién. Esto es

o iz —€ T 1z R iz iz
/ dg P02 _)%dztﬁ_:/ dme_Jr/ dze_+/ dxe_+/ =0
0 Xz C V4 R T Cy z € T C z

donde hemos construido un circuito que rodea el polo z = 0 (cuadrante IV de la figura ?77.).
Es claro que fo dz % = 0 porque la regién no contiene ningin polo.

1z .
Ahora mostraremos que f o dz <= — 0, cuando R — oc. Para ello, convertimos

z = Re" = dz/z = idd,

INétese que la extension analitica ha sido f(z) = sen z/x — f(2) = €¥*/z y no f(z) =sen x/x — f(2) =
sen z/z La razon de esta seleccién se fundamenta en el comportamiento patolégico (oscilante) de la funcién
seno en infinito.
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entonces
eiz ™ ) T ) s ] T
/ dz —| = / do ie*® S / de |€zz| — / do |62Rcos0| |6—Rsen0| — / de e—Rsenﬂ
Ch Z 0 0 0 ‘ﬁlf—’ 0
con lo cual

T ‘ s /2 ¢ /2
Il _ / de |€zz‘ — / d9 e—RsenG — 2/ de e—RsonG =9 / de e—Rscn 0 +/ de 6—Rscn0
0 0 0 0 N—— ¢ N——

I Iy

para 0 < ¢ < 7/2.

Es claro que e~ es una funcién decreciente en 6 y como estamos tratando de demos-
trar que la integral a lo largo del circuito se anula Z; — 0, podremos considerar los méximos
valores para I; y I en el entorno de integracion y fijarlos como constantes, al hacer esto
tendremos lo maximos valores que podran tomar las integrales respectivas. Los méximos
valores para I; y I, son, 1y e ¢,

Entonces,

T 4 ¢ w/2 T
11:/ do || < 2 / d9+e—Rsen</ 48| =2[¢+e o (T ()] < 24 mefient
0 0 ¢ 2

Rsen 0

Al considerar que ( — 0 y R — oo comprobamos que Z; — 0.
Seguidamente nos toca demostrar que Zp = |, C dz % — 0 cuando ¢ — 0. Para este caso

z = ee” y como siempre, dz/z = idf, entonces la integral
s

eiz s ) ) ' )
L= [ dz—= [ d0ie”™®® = 1m7Z, =1lim [ dbie“™P? =g
Cs z 0 e—0 e—0 0

Esto implica que
eiz —€ eix R eiz R eix . efi:):
]{dz——/ dq;——i—m—l—/ dr — =0 = /dx—+z’7r—0
c z _R T . T — /. T
r——T
con lo cual es claro que

R giw _ pix , (® senz , ©  senz T
de ——— = —inr = 2 dx = - = dx =
€ x € 0

T T §

donde hemos hecho los limites R — oo y € — 0.
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Ejercicios: Comprobar las evaluaciones para las siguientes integrales

1.

o o0 /2

/ dxsena:2:/ dx cos x2:—7r

0 0 4

2.
/‘X’d Inz 2\/_ (Inz)? 37r3\/§
T = —
0 x4+ 1 ’ Y116

3.

/OO d xP s (sen pa)
X =
0 x? +2xcosa+ 1 sen pmw sen «
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