Métodos Matematicos de la Fisica 2
Métodos de Solucion de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias
Mediante Series de Potencias

L. A. Ninez"

Centro de Astrofisica Tedrica,
Departamento de Fisica, Facultad de Ciencias,
Universidad de Los Andes, Mérida 5101, Venezuela
and
Centro Nacional de Cdlculo Cientifico
Universidad de Los Andes (CECALCULA),
Corporacion Parque Tecnoldogico de Mérida,
Meérida 5101, Venezuela

Mérida, Junio 2003 Versién «

Indice

1.

Definiciones para Comenzar
1.1. Convergencia . . . . . . . . o vt e e e e e
1.2. Algebra de Series . . . . . . . ..

Un Ejemplo conocido.

Otro Ejemplo menos conocido pero importante
Método de Diferenciaciones Sucesiva

Métodos de los Coeficientes Indeterminados
Los Puntos y las Estrategias

Ecuaciones e intervalos en puntos regulares

* .
e-mail: nunez@ula.ve

10

11



1.

El Método de Frobenius 13

81. mi#mo Ami—mgF# Ncon Nentero. . . . . . . . . . o v v v i it 17
8.2. S e 1 20
83. mi#mo Ami—mgog=Ncon Nentero. . . . . . . . . . . .. 25

Definiciones para Comenzar

1.1. Convergencia

i(—n"“ n (z—2)" — lim

n

» Una serie de potencias Y, ;ay, (x — xg)" converge en un punto z si el

o
lim Z an (z — x)"
m—0o0
n=0

existe, para x = xzg; para todo x o para algunos z

» Una serie de potencias Y .~ ay, (x — zg)" convergera absolutamente sf el

im Y lan (@ = z0)"| =1

n=0

existe. Si > 07 [lan (z — 0)"|| converge = > an (x —x¢)" converge, pero el inverso no es

siempre verdad.
= Existen algunos criterios para evaluar la convergencia, los mas populares son:

n+1
an+1 (T — o)
n

ap, (z — o)

limy, 0o Van (x —x0)" =1

limy, 00 =1 l<1 = converge

[>1 = diverge

Ejemplo

(_1)n+2 (n+ 1) (:U _ 2)71—}—1
(_1)n+1 n (J} - 2)71

= ||z — 2|| lim

n—00 n—00

n—i—lH

=1

nt 1 convergesi |z —2||<1= 1<z<3

|z — 2| lim
n—

|=te-2 =
diverge si [z — 2| > 1

» Si una serie converge en x = 1, convergerd absolutamente para ||x — zo|| < ||z1 — x| y diverg-
erd para ||z — xo| > |lx1 — xol|

» Se llama radio de convergencia, p, a aquella cantidad tal que la serie Y 2 an (z — xo)" converge
para ||z —xo|| < p y diverge para ||z —zg|| > p. Una serie > 7 ,an (z —z0)" que converge
Unicamente para x = x( tendra un radio de convergencia p = 0, mientras que una que converja
para todo x tendrd un radio de convergencia p = oo



1.2.

Algebra de Series

Las series se suman

Zan (x —x0)" + an (x—x0)" = Z (an + by) (z — x0)"
n=0 n=0 n=0

Las series se multiplican

ian(x—xo ] Zb x —x)" chm—wo
n=0

con
cn = aobp + a1bp—1 + agbp_o + - + ajbp—j + - + an—2bs + an—_1b1 + anbo

Las series se derivan
-1

(x — x)"

d[>02an (z—x)"
dz Za"

Noétese como cambia el comienzo de la serie.
Los indices en las series son mudos
o0
k
Zann (x — x0)"™ Za]] x —x0)’ Zak-H (k+1) (x—x0)
n=1 k=0
en la ultima sumatoria hemos hecho k = j — 1, por lo cual j = k + 1.

Las series se igualan

Z b (x — z0)" = Zan n (x— o)

Zb (x — x0)" Zak+1 (k+1) (x—x0) :Zan—H (n+1) (x —xzo)"

k=0 n=0

por lo cual
bp =ant1 (n+1)

si la igualdad hubiera sido

00 oo
a

Sl = S a0 = S 041) ) = =

n=0 n=1 . "




2. Un Ejemplo conocido.
Consideremos la conocidad ecuacion diferencial

y'+y=0

se propone encontrar una solucién entorno a x = 0 por lo tanto

o0 y =00 nayx”
Y= Z apx”t =
n=0 y' =Y n(n—1)az"?

[ee] o0
' +y=0 = Zn(n— 1) apz™ 2 —I—Zanazn =0
n=2 n=0

o0 o0
YV'+y=0 = Z(k+2)(k+1)ak+2xk+2anx" =0
k=0 n=0

YV +y=0 = Z[(k+2)(k+1)ak+2+ak]xk:0

k=0
entonces
—ay
k+2)(k+1)agro+ar=0 = a =—————— con k=0,1,2,---
(k+2) (5 + 1) agyz + 2= T T
por lo que
T2 M43 43 2 4-3-2-1 4
—ay4 —ap aq
ag = = = —_——
6.5 6-5-4.3.2.1 6l
en general
_(=)*
@2k = (2k)! @0
Similarmente, para los impares se obtiene
#7320 754 54 3.2 5-4.3.2.1 5l
—as —al —al
ar

~76 7-6-5-4-3.2-1_ 7



de donde
(-1)"

A2k+1 = Wal
De este modo, la solucién deseada queda como
- (—ao) (—a1) ap 4 a1 4, (—ao) (—a1) 7
¥= 2 = oo et et et gt e
o0
y:;anx”:ao 1—§+Z—ng+--- +a x—§+§r—i+---

(‘Dk 2k S (—1)k 2k+1
(2]{:)':6 +alzmm = apCosSx + a1 senx
! Py !

[ 00
y=2 anr" =a),
k=0

n=0
3. Otro Ejemplo menos conocido pero importante
Considere ecuacién de Hermite! la cual aparece en la solucién del oscilador arménico cudntico
Y —2xy + Xy =0

Para resolver esta ecuacién alrededor del punto xy = 0, proponemos la siguiente expansion en series de

potencias como solucién:
/ _ N0 o -1
y'(z) =332, jaja’

x
y(z) = aje! =
=0 y'(x) = 32525 5(j — Dajal 2

entonces la ecuacion de Hermite queda como

> 3G - Va2 =2 | jagal | + A D a2l =0
j=2 j=1 j=0

reacomodando indices queda como

(0.9] [e.9] o
Z (k+2) (k4 1)agyoz®| —2 Zjaj:r:j + A Z azl | =0
k=0 j=1 =0

!Charles Hermite, (1822-1901). Matemético francés, especializado en el estudio de teorfa de funciones. Profesor en
la Universidad de Paris, ofrecié importantes aportaciones al dlgebra, las funciones abelianas y la teoria de las formas

cuadréticas.



0 equivalentemente

o0

(2a2 + Aag) + Z (5 +2) (j + Daji2 — 2ja; + Aaj]a? =0

j=1

2a2

w=T Y

—(\ =924
(A —2j) -

Aj42 = T 7 1 4
MGG+ -

y tendra como solucién

A 4—X) A
y(x) = ag 1—2!332—( 4!) zt— ol x’ =

Yo

(2=A) 3, (6=XN)(2-)) 5
R R TR 51 T 7]

1

(10-NE-NE-N -

T

nétese que para valores pares de A una u otra serie se corta y genera polinomios de la forma

Ecuacién de Hermite Polinomio asociado

A

0 y' —2xy =0 (

2 y'—2zy +2y =0 yi(x)

4 y' =22y +4y =0 yo(x) =1— 222
6 y'—2zy +6y =0 yi(x)

8 y' —2xy' +8y =0 yo(x)

También, puede ser definido a partir de una ecuacién:
_ A _x? —x
Hy(z) = (=1)%e" —e ",
0 a través de una relacién de recurrencia

Hyp1(z) —20Hp(x) + 2nHp—1(x) =0

Las ecuaciones antes mencionadas son ecuaciones homogéneas. En el caso que la ecuacion diferencial
a resolver por series sea una ecuacién inhomogéna, se procedera del mismo modo como se propuso en
el caso de que los coeficientes de la ecuacién diferencial fueran constantes. Esto es se resuelve, por
series la homogénea y luego se propone una solucién particular, en forma de serie de potencias, la cual
se iguala con la expansion, también en series de potencias, del término inhomogéneo. Como ejemplo,
antes de proceder a casos méds generales resolvamos la ecuacién de Airy?, pero inhomogéna planteada

2George Biddell Airy (1801-1892) Matemético y Astrénomo Inglés con contribuciones importantes en la solucién
de ecuaciones diferenciales y su utilizacién en Astronomia. Mejoré significativamente las estimaciones tedricas de la orbita
de Venus y la Luna. Igualmente realizé estudios mateméticos de la formacién del arcoiris y la densidad de la tierra.



arriba. A pesar de su simplicidad, esta ecuaciéon admite sélo soluciones en forma de serie. ahora el caso
de la ecuacién homogénea de Airy
y// _ xy — 0
Luego, compruebe, siguiendo el procedimiento arriba expuesto que una posible ecuacién inhomogénea
de Airy
y" — wy = exp (x)

tiene como solucién la siguiente serie de potencias

6 12 2 6 24

g

Y1 Y2 Yin

1 1 1 1 1
y(az):y(O){1+x3+~--}—|—y/(0){1‘+$4+---}+x2+x3+x4+-~

Yh

Notese que los dos primeros términos corresponden a la solucién de la ecuaciéon homogénea y el tltimo
representa la serie que anula el término inhomogéneo. Hemos hecho patente la dependencia de las
constantes de integracén de las condiciones iniciales.

4. Meétodo de Diferenciaciones Sucesiva

En general, dada la Ecuacién diferencial

n

ao(2) y(x) + ar(@) y'(2) + -+ an-1(2) ¥ 7 (@) +an(2) ¥ (2) = Y aile) yP (@) = Flz)  (2)

=0

Si los coeficientes ag(x) - - - a () son funciones analiticas en x = x (se pueden expresar como una serie
de Taylor de (z — xo) que converge al valor de la funcién con un radio de convergencia de |x — zp| < p),
entonces, la ecuacién diferencial 2 tendré como solucién tnica, y = y(z) de la ecuacién homogéna una
serie de potencias la cual satisface las n condiciones iniciales

y(zo) = c1; Yy (o) = c2; y"(wo) = ¢35+ - - y'(x0) = cn

n %
. . . cs p i r—x
Adicionalmente, se expandird en Taylor la funcién inhomogénea, esto es F(z) = Z F@ (130)#

7!
1=0
y se propondré una solucién particular de la inhomogénea, también en términos de una serie y;;(z) =
2 im0 @’
Otra forma de hacerlo es proceder directamente y conservar el término inhomogéneo y a partir de
la ecuaciéon completa encontrar los coeficientes de la expansion por Taylor alrededor del punto en el

cual se disponga de las condiciones iniciales. La solucién en series de Taylor sera

3

" T
" (0) o

1.2

yn(x) = y(0) +y'(0)z + 4" (0)3;

Asi para la siguiente ecuacién diferencial

Yy — (x4 1)y + 2ty = con y(0)=1; y ¢'(0)=1.



los coeficientes de la expansion se obtienen de los valores de las derivadas en xzg = 0, los cuales salen
de las condiciones iniciales, de la ecuacién diferencial esto es

y(0) =1 ¢'(0)=1; ¥"(0)=(0)+(0+1)y'(0) - 0°y(0) =1

y de las derivadas de la ecuacién diferencial

y" (@) =y (x) + (x + 1) y"(z) = 22 y(z) — 2%y (z) +
y"'(0) = y'(0) + (0+ 1) y"(0) — 2(0) y(0) — 02?/(0) +1
y"(0)=1+1+1=3
finalmente, la solucién
z?2 23
yn(@) =1+a+ o+ o+

Esta solucién contiene las dos soluciones (la homogénea y la particular de la inhomogénea) sumadas
Dado |z| < 1y la ecuacién diferencial

z 1
2y_1_

U sy=exp(2z);  con y(0)=1; y y(0)=1

compruebe que tiene como solucién general por series

1 1 1 1 1 1
_ 1 / T2 23 24
y (x) y(O){ +2x _,_72433 —|—f80x +- }+y(0)x+{2x +3x —1-896 +

y al incorporar los valores de las condiciones iniciales se obtiene

() =1+ +2? —|—1x +1w +ix —i—i 6 iﬂ—ﬂmg—%
v 3 6 30 180 315 10080

5. Meétodos de los Coeficientes Indeterminados

En general, para encontrar la solucién a la ecuaciéon antes mencionada

n

Y ailz) y(x) = Flz)

=0

Se expanden por series de potencias cada uno de los coeficientes ag(z) - - - an(x), la funcién F(z) y se

expande también la serie
oo

>l ml

7=0

luego de bastante transpiracién se despejan los coeficiente ¢y - - - ¢, - - - veamos el ejemplo con la misma
ecuacion del ejemplo anterior.

Yy — (x4 1)y + 2%y = con y(0)=1; y 3/(0)=1.



Como xy = 0, proponemos la siguiente expansion en series de potencias como solucién:

. V(@) = 552, e
y(x) =Y al =
j=0 y'(x) = 225255(j — Dejad 2
y al sustituir
o o0 o
Zj(j —1eja? ™2 — (z 4+ 1) chjxj_l + 22 chxj =z
=2 j=1 j=0

expandiendo
0o 0o o o
D i = Vega? ™2 =3 jegal = Y jegal T4y ejal ™ =2
=2 =1 j=1 =0

si hacemos j — 2 =1 en el primer término, j — 1 = k en el tercero y j 4+ 2 = m en el cuarto, tenemos

o o o
Z (14+2) (1 +1)con! — chja:] Z (k4 1) cpprz® + Z Cmox™ =2
=0 Jj=1 k=0 m=2
acomodando
o0 [e.e]
Z (m+2)(n+1)cpyo —ney, — (n+ 1) cpyr) 2™ + Z Cm—2t™" =2
n=0 m=2
por lo tanto
Cy —C1 = 0

3:2c3—c1—2c=1
v la relacion de recurrencia para n > 2
n+2)(n+1)cpro2 —nep —(n+1)cpp1 — 2 =0

con la cual se obtienen todos los demés coeficientes.
Si la ecuacién es
y" + (sinx)y' + (expz)y =0

se expanden los coeficientes

(Y (P T . LI SR y=0
Y 6 120" Y Tt T Ty 120" -

se propone la solucion en términos de series de potencias
/ _ oo . -1
y'(x) = Zj:l jeja!

y'(x) =332 5() — Deja? 2

[e.9]
_E pd
= c;r’ =
J=0



por lo cual

S ; 1 > . 1 o ‘
Zj(j_l)cj'x]_z —|—<£C—61;3+> chj‘;cj_l +<1—|—l‘+2$2+> ZC]'IE] =0
Jj=2 j=1 =0
acomodando
(2c2 + co) + (6¢3 4 2¢1 + o) x4 (12¢4 + 3c2 + 1 + co) 22 + (20c5 +4es +co + 1+ o) 2> +--- =0

2co +c9=0
6c3+2c1+¢cg=0

12¢4 +3co+c1+cg=0
20c5 +4cs3+co+c1+c9=0

Ejercicio. Utilice el mismo método para la ecuacion ejercicio anterior

z 1 9
2¥ — ’

sy=¢  con y0)=1; y 3 (0)=1.

"
y +1—af

6. Los Puntos y las Estrategias

Dada una ecuacion diferencial del tipo

P(x)y" +Q(x)y + R(z) y=0 = y//+Q(ﬂf)y,+R(az) 0

Puntos ordinarios Un punto ordinario x = ¢ serd aquel alrededor del cual p(x) = Q) o g (z) =

R "
ng sean analiticas en ese punto o

O

xlirgo p(z) = xlirgo 7 Ei =0 con [ finito

~—

xll)r;lo q(x) = xlirgﬂ ﬁgi; =l con [y finito

O también, lo que es lo mismo, que p(x) = ggg yq(z)= ﬁgg tengan una expansién en Taylor alrededor
de ese punto x = x.



Puntos singulares regulares Un punto z = x( se llamara punto singular regular si

zling}g (x —x0) p(x) = xlirélo (x — x0) P ) =l con I3 finito

wlingrclo (x —x0)* q (2) xling}() (z — x0)? P )

O también, lo que es lo mismo, que p(z) (z — x¢) = (x — xg) ) Y q(x) (x —x0)? = (x—x0)? Pl)
tengan una expansién en Taylor alrededor de ese punto.

Puntos singulares irregulares Ninguna de las anteriores

7. Ecuacidones e intervalos en puntos regulares
La ecuacién de Legendre?
(1—ab)y =20y + XA +1)y=0

tiene puntos regulares en x # 41 y puntos singulares regulares en x = =£1. Pero es analitica en
€ (—1,1) lo tanto, todos los x son ordinarios si € (—1,1). En ese intervalo se propone una solucién

[o¢]
= g anx"
n=0

por lo tanto

o0

[oe) oo
1—x Z (n —Dapx"" 2 _op Znanx”_1+)\(/\+1)2anx”—
n=1 n=0

multiplicando y acomodando

oo o o0 oo
Z §+2)(j + Dajor! — Zn(n — Dapa" —2 Zn anz™ + AN+ 1) Z anpz" =0
7=0 n=2 n=1 n=0

expandiendo
0=2a2 + \(A+1)ag {(A+2)(A — 1)a; + (3 2)asz} x+

+ > {n+2)(n+ Danra + (A+n+1)(A = n)ay} 2"
n=2

3Adrien Marie Legendre (1752-1833). Matemético francés, encuadrado en la escuela de Parfs, que surgié tras la
revolucién de 1789. Realizé una teoria general de las funciones elipticas y divulgé numerosos trabajos de investigadores
jovenes en el campo del andlisis matematico.

11



donde hemos utilizado
—n(n—-1)=2n+AXA+1)=A+n+1)(A—n)

por lo tanto

A+ 1A
2 =—"———— G0
(AN +FDAAN-2)
ay4 = 41 a
aA+2n -1 (A +2n—-3)--- A+ DAXA—-2)---(A—2n+2)
azn = (=1) (2n)! a0
y las potencias impares seran
o (AF2)(A 1)
TR
A+ A +2) (A =1)(A - 3)
“= 5! “
_ (1 nAF2n) A +2n—2)---(A+2)(A=1)---(A=2n+1)
agn+1 = (—1) Gn T 1) ai

y su solucion general de la forma
y(@) = ao yo(x) + ary1 ()

yol(z) =1— (M;M 24 A3 Z!I))\(/\—Q) S
yi(z) =z — (A+2)3(!A—1) E ()\+4)(>\+235(!>\—1)()\_3) G

si A = 2n una de las series se corta solucién es un polinomio de potencias pares y si A = 2n + 1 la otra
se corta en uno de potencias impares

A Ecuacién de Legendre Polinomio Asociado

0 (1-2%)y"—20y =0 yz)=

1 (1-2?)y" —22y+2y=0 y(a)==x

2 (1-2®)y' —20y +6y=0 yo(x)=1— 322

3 1-a2Y)y' —20y +12y=0 y(z)=2— 323

4 1-2)y' =20y +20y=0 yo(z)=1—10z> + 2z*

Los polinomios de Legendre son funciones que surgen en problemas de electrostatica como solucién
de la ecuacién de Legendre y son efectivamente polinomios para A entero. Los Polinomios de Legendre
también pueden ser generados a partir de la Formula de Rodrigues

1 4d»
Po(®) = on qam

con Py(x) = 1. También se dispone de una relacién de recurrencia

(n+1)Poyi(z) = 2n+1)zP,y(z) — nPy_1(2)

(z2-1)", n=01,2...

12



8. El Método de Frobenius

Para la solucién de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias alrededor de puntos singulares regu-
lares se utiliza el método de Frobenius*. Dada una ecuacién diferencial

fl (1’) y/+

" / !
+F(z)y +F(z) y=0 = +
Y+ @)y + F () y A e L

donde Fy (z) y F»(z) tienen singularidades regulares enz = 1z y por lo tanto fi (x) y f2 (z) son
analiticas alrededor de ese punto entonces, la propuesta de solucion serd una serie de Frobenius

y(x) = (& —20)™ Y an (x —z0)" (4)
n=0

donde n es entero positivo, pero m puede ser entero positivo (entonces la serie de Frobenius es una serie
de Taylor) o entero negativo (entonces la serie de Frobenius es una serie de Laurent), o un racional. Por
lo cual una serie de Frobenius incluye a las serie de Taylor y Laurent. Para hacer las cosas mas simples
supongamos, sin perder generalidad, g = 0. Ademds, como fi (z) y f2 (z) son analiticas entonces

fi(z) = Z bpx" y fa(z) = Z " (5)
n=0 n=0

por lo tanto

2.1

:ch”—l—xfl(x) v+ fo(z) y=0 = Yy +x y +

(o, ¢] oo
Z bpx™ Z cnx"] y=20
n=0 n=0

y con la propuesta de serie de Frobenius

o0 oo o0
y(x) = 2™ Z anz" — y/(z) = ma™ ! [Z apz™| + 2™ Z nanxn_ll

n=0 n=0 n=1

4
oo oo oo
y'(z) =m (m— 1) 2™ > [Z anx™| + 2ma™ ! !Z nape" | + 2™ Z n(n—1) ana;"2]
n=0 n=1 n=2
sustituyendo
o o o
0=z {m (m—1)z™ 2 [Z anz™ | 4+ 2maz™ 1 [z nanz" | + 2™ Z n(n—1)a,z" > } +
n=0 n=1 n=2

+z + ™

o0 (o) o0
Z bnaz”] {mazm_l [Z anz" Znanx”_l } +
n=0 n=0 n=1

4Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) Matemédtico Aleman famoso por sus contribuciones en Teorfa de Grupos
y métodos para resolver ecuaciones diferneciales.

5 o] o S

n=0

13



acomodando

o0 o o0
0= {m (m—1)a™ [Z anz™| + 2ma™ [Z napz™ | + ™ Zn (n—1)apz" } +
n=0 n=1 n=2
o oo o oo o
+ Z bnw"] {mmm [Z anx”| + 2™ Z nanx" } + Z cnm"] {l‘m Z anx”}
n=0 n=0 n=1 n=0 n=0
0
o oo oo
0=2a™ ({m(m—l) [Zanx" +2m Znanw" + Zn(n—l)anx" } +
n=0 n=1 n=2

+ +

i bnx"] {m [i anxT”
n=0 n=0

Expandiendo las series tendremos

oo
E nanpx"
n=1

i)

0=za™ {ao[m(m1)+b0m+co]}+ (6)

EI(m)

+ :Em+1

al[m(m—i—l)—i—bo(m—l—l)—i—co]—|—a0[b1m—|—cl]}—|— (7)

EI(m+1)

EI(m+2)

+ 2™ L az[(m +3) (m +2) 4+ by (m + 3) + o] + az [b1 (m +2) +¢1] + 9)

~~

EI(m+3)

+ 2™t {a2[(m+2) (m +1) +bo (m +2) + co] + ax [by (m + 1) + 1] + ag [52m+02]} (8)

+a1 [by (m + 1) + c2] + ag [b3m + c3]} + - -

4 g {an[(m +n)(m+n—1)+by(m+n)+co]+an-1[br(m+n—1)+c]+ (10)
EI(m-+n)
+ap—o[bao(m+n—2)+co)l+an-s3fbs(m+n—3)+cs3]+--- (11)
+a1 [bn—1 (m + 1) + cu—1] + ag [bpm + cn]} (12)
+ ..

14



la cual puede ser reacomodada ain mas, y toma la forma elegante y compacta de

00 i—1
0=2a"{ao ET(m)}+ ) {ai EI(m+i)+> a [(m+k)big+ Cz‘—k}} zm (13)
=1 k=0

donde hemos identificadoET (m) = m (m — 1) + bgm + ¢p. Como es de esperarse, este polinomio se
anula si los coeficientes de 2™ - - - 2™ se anulan. La primera de las ecuaciones que surge es la ecuacién
indicadora o indice

ag # 0 = EI(m)=m(m—1)+bym+co=0 (14)

que no es otra cosa que un polinomio de segundo grado en m. Al anular el coeficiente de z™**

i—1
{ai EI (m+i)+2ak [(m+ k) bi_k+ci_k]} =0 (15)

k=0

obtendremos la relacion de recurrencia para la serie de Frobenius, correspondientes a cada raiz de la
ecuacién indicadora (14). Dato que la ecuacién indicadora es un polinomio de segundo grado para m,
entonces de alli se derivan dos raices mi; y mg. Dependiendo de como sean estas raices distinguiremos
tres casos:

1. m1 #ms A m1 —mo # N con N entero.
En este caso, la solucién en términos de la serie de Frobenius para la ecuacién diferencial serd

y(z) = Cy =)™ + Gy ||

o0
1+ Z an (mq) z"
n=1

1+ an (m2) ] (16)

n=1

y1(z) y2(z)

2. m1p = mo
En este caso, la solucién en términos de la serie de Frobenius para la ecuacién diferencial serd

1+ Z an (m) xn]
n=1

y1(z)

y(x) = C1 =)™

(17)

+Co 4 =™ Iz + )™

oo
1+ Z an (m) z"
n=1

Z By, (m) :):”]
n=0

y1(2)

y2(z)
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3. m1 #ma A my; —mg = N con N entero positivo.
En este caso, la solucién en términos de la serie de Frobenius para la ecuacién diferencial serd

1+ Z an (my) x"]

n=1

y(a) = Cy )™

y1(z)

(18)

o
+Co § f 2™ |14+ ap (ma) 2"
n=1

Ina + ||| [Z an <m2>x"]

n=0

y1(z)

y2(z)

Donde las constantes a, (m1),an (m2), B, (m1) y f, surgen de sustituir estas soluciones en la
ecuaciéon diferencial y resolver por el método de los coeficientes indeterminados. Nétese que hemos
indicado explicitamente que los coeficientes a,, = ay, (m1);a, = a, (m2); B, = By, (m2) corresponden
a las series de cada una de las raices de la ecuacion indicadora.

En resumen, si una ecuacién diferencial y” + Fy (z)y + F> (z) y = 0 presenta puntos sigulares
regulares para Fj () y F» (x) en x = z9. Lo que se traduce en que

fi(x) = 32020 bn (x — 20)"
h (@) y + f2 (@) s y=0 con 1 " ’

y// +
(l’ - :EO) (Z‘ - 'CUO) f2 (.ZU) = ZZOZO Cn (:U - xO)n

es decir, que f1 (x) y f2 (z) sean analiticas en torno a z = xy. Entonces se aplica el método de Frobenius.
Para ello,

1. se propone una solucion en series de potencias de Frobenius:
o0
y(z) =™ Z anz"
n=0

conméeRANEN,

2. se sustituye en la ecuacién diferencial y se aisla el término independiente (de orden cero en n).
El coeficiente de este término se anula e implica la ecuacién la indicadora o indice

ap # 0 = EI(m)=m(m—1)+bym+co=0

que no es otra cosa que un polinomio de segundo grado en m. De esta ecuacién emergen dos
raices mo A mq,en funcién de estas raices, procedemos de distinto modo

a) simy #mg A mp —mg # N con N entero entonces tendremos dos series de Frobenius

y(z) =Cp 2™ [Z an (m1) x| + Cz 2™ [Z an (m2)$n]
n=0 n=0
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b) si m; =mgy tenemos que insertar un logaritmo

y(x) = ™ {(Cl + Cylnx) [Z an (m) z"

n=0

+ Oy

n=0

c) mi1 # mo A m1 —mg = N con N entero positivo, entoces, como por arte de magia

y(z) = =™ {(01 + flnx) [Z an (my) 2" } + O™ [Z Gn (mg)x"]

3. Seguidamente se determina, segun el caso, se determinan las relaciones de recurrecias para los

8.1.

distintos coeficientes a,, = ay, (m1);a, = an (m2); B, = B, (m2); G, = G, (mg) a partir de la
ecuacién (15)

n—1
{an EI(m+n) +Zak [(m+ k) bk +an]} =0
k=0

tomando en cuenta los coeficientes de los desarrollos en series de potencias de las funciones

= Z bz y fo(x) = Z cnx"
n=0 n=0

si anulamos los coeficientes de ™"

et n—1
- + k) byt + cp]
n EI _ _L|l = n = — k=0 Ok [(m
a (m+n)+kzzoak [+ k) bpp + cnk] =0 = a EI(m+mn)

entonces se obtiene la relacién de recurrencia, al menos para los casos (16) y (17) en los cuales
EI (m+n)# 0. Elcaso EI (m+ n) = 0, vale decir mj # ma A mi—mg = N con N serd analizado
en detalle mas adelante.

my # mg A m; —mg # N con N entero.

En ese caso es claro que la resolver la ecuacién indicadora y sustituir mq en el resto de los coefi-

cientes, se va despejando todos los coeficientes ag - - - a,, en términos de ag. Igualmente al sustituir mo
encontramos la otra soluciéon y ambas son linealmente independientes y la solucién sera

y(x) =Cqp 2™ [Z anz"| + Cy 22 [Z an:c"]
n=0

Ejemplo, encuentre la solucion en términos de series de Frobenius de la siguiente ecuacion

1 1
x2y”+m<x+2>y’—<x2+2> y=0
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al dividir por 22 identificamos que a z = 0 es un punto singular regular. Proponemos por lo tanto
una serie de Frobenius y(z) = 2™ > >7 ; apa™ como posible solucién. La ecuacién indicadora EI (m) =
m (m — 1) 4+ bom + ¢o = 0 queda ahora, como

¢ _ 1
bo_i
— fi(z) =5+
by =1
m=1 1 1
<:m(m—1)+§m—§:0 — COZ—%
_ -1

mET 1 2
cg=0 = folz)=—35 -2

CQ——l

los demads coeficientes bg = b3 =---=b, = =0ycg=c4=--=¢c, =---=0.

= El primer término del coeficiente de ", puede ser escrito en términos de genéricos, como

1 1 1 1 1

B (m+n)+(—2> :m2+2mn—§m+n2—§n—§ (19)
~~ ——
bo o

EI(m+n)=(m+n)(m+n—1)+

s El segundo término de ese mismo coeficiente, es una sumatoria en la cual inervienen los coeficientes
de las expansiones de f1(z) y f2(z) (ecuacién (5)). Como de esta expansion sobrevive by = 1
significa que sé6lo aparecen el coeficiente para el cual n —k =1 =k =n — 1 y como también

sobrevive co = —1, tendremos que n — k = 2 = k = n — 2,también estara presente. Esto es
an—1 |{(m+n—-1)- 1 | +apn—2 |(—1 20
n-1 |( AN Lo| o ( 2 ) (20)
1 c

En definitiva el coeficiente completo se escribe como

1 1
an, m2+2mn—§m+n2—§n—§ +ap1m+n—-1—a,—2=0 (21)

con lo cual la relacién de recurrencia general serd

D -1
an = In—2 anll[m—I—n : ] i para n > 2 (22)
m? +2mn — sm+n? —5n — 3

Dependiendo del valor de m tendremos una relaciéon de recurrencia para la primera de las series

m = 1 o para la segunda, m = —5 Analicemos cado por caso. Para el caso particular m = 1, se
obtiene la relacién de recurrencia:
( ) 2 > 2
an = (Ap—2 —Nap_1) —5——— para n >
2n2 + 3n
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y se encuentra a1 al utilizar el coeficiente de ™% (ecuacién (7))

1 1 2
al 1(1+1)+§(1+1)—§ —|—a0[1—|—0]20 E alz_gao
con lo cual
=2 = m=brmta) =} (Guta) s g = e de
n=3 = a= (et a) = & (Fao— Fa) = —fhw = a=—fha

1 1 (328 9 571 571
n=4 = as=g5(—4az+az) =5 (%“0 - ﬁaO) = 2079040 T @4 = 5079520

Asi la primera solucién serd

2 9 82 571
= 1—= T2 o3 T g
w(@) a0x< 57T 357 " oa5” T ao790” T )

. D . . . 1
Del mismo modo se construye la segunda solucién linealmente independiente a partir de m = —5 Asi,
. 1
la relacién de recurrencia para los coficientes de la serie de Frobenius m = —5 sera:

3 2
an = <an2 — <n — 2) an1> on? —an paran > 2

BEOE b =

por lo cual
n=2 = ay=—3% =1 =3 =3
= 2 = —35a1+ap = 500+ ap = 500 = a2 = 30ap
_ _2(_3 _ 2 (-9 _ 13 _ 13
n=3 = az=3 (—§a2 —l—a1) =5 (Tao — ao) = —1540 = a3 = —13%0

_ 1 /(_5 — 1 (65 3 — 119 _ 119
n=4 = a4—10( 2“3+“2)—10 (36“0"’2“0)—360“0 = 4 = 35000

Por lo cual, la solucién general serd

9 0 82 g 5T .
:'U 73'1‘ “ e
577357 0457 20790

2
y(x)zlec<1—a:+a: - —

N|=

3 13 119
+Cy z™ <1—x+x2—m3+x4+~->

2 18 360
Nétese que esta solucion vale para 0 < ||z|| < oo por cuanto para x < 0, la segunda solucién se hace
imaginaria pero se puede resolver haciendo Co =i Cj3
Como ejercicio resuelva
202 ' —zy —(x+1) y=0
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8.2. mp =My .

Del mismo modo, si tenemos una ecuacion diferencial

2y’ ta e A @)y + [0 B@)]y=0 <=  L{yf=2"y"+z fi(2)y +folz) y=0 (23)
— —
f1(z) fa(z)

donde en la cual Fj () y Fi(z) tienen singularidades regulares en z = 0 pero fi(z) y f2(z) son
analiticas para ese punto, vale decir

fi@) =) baa" y  fa(x) =) cpa”
n=0 n=0

se aplica el Método de Frobenius. Pero antes de proceder a ilustrar este caso en al cual ambas raices
coinciden, veamos, un poco de dénde surge la forma general de la solucién (17). Para ello reacomodemos
la ecuacién diferencial (23) de la forma

2

2y o fi @)y + fo (@) y={w2fx2+wf1<f’f> i*fm}y:“y}:o

donde L {e} estd concebido como un operador lineal. Es ilustrador mostrar de dénde sale la forma
curiosa de la solucién de la ecuacion diferencial (17). Para ello, recordamos que

(o'e) n—1
L{y} ==2"{ag EI(m)} + ) {an EI(m+n)+> ar [(m+k) by + cn_k]} gmn

n=1 k=0

si anulamos los coeficientes de ™™ entonces

n—1 n—1
_ + k)) bn_r + Cn—k]
n BT S k) by g+ Cog] = 20 % [(m
a (m+n)+k:0ak (m+k)by—k+cnik] =0 <<= a BT (m + n)

considerando ET (m + n) # 0 por lo tanto, para los a, seleccionados (que anulen el coeficiente z™")
y considerando el caso mi = mg

LA{y} (m,z) = {ag EI (m)}a™ = ag (m —my)* 2™

Noétese que estamos considerando L {y} (m,x) como una funcién de m, y x. Por lo cual evaluando en
m = ma

LAy} (m, )]y, = a0 (m —m)? xm’ -0
m=m

pero ademas podemos intentar derivar respecto a la constante m

o{L m,x 0 d? d d? d 0
{ {%}ni ’ )}:8771{962dx?+$f1(x) dx‘*‘fﬂx)}y:{xz(mz—i‘@"fl(a?) dx*‘fﬂx)}ai

E{;i} (m,z) = % (ao (m —my)? wm) = ap [(m—m1)2 2" Inz+2(m—mq) wm}
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y comprobamos que también se anula al evaluarla en m = my
dy

Le——>(m,z

{ e} mo

por lo tanto {%} (m, x)‘ también es solucién, con lo cual la segunda toma la forma

Sare

= ap [(m—ml)2 2" Inz +2(m—my) a:m” =0

m=mi m=mi

0 = n
™ |ao+ 3 an (m)
n=1

m=mi m=m

>\ day, (m)

— mi ] n mi
(z™ Inz) ao—i-Zan(ml)a: +x Z o

' n
n=1 n=1 m=mi

X

y la solucién general tendra la forma

y(x) =Cy o)™ |14+ an (my) 2"
n=1

y1(z)

oo o
+Co S l2l™ {14 an (ma) 2™ | Ina + [|l2]|™ | Y by (ma) 2"

n=1 n=0

y1(z)

y2(x)
Analicemos, como ejemplo un caso particular de la ecuacién de Bessel®
I’2 y"+my’—|—(1:2—|—u2) y:()

Una vez mas, la ecuacién viene parametrizada por v y dependiendo de su valor tendremos una familia
de soluciones. Consideremos el caso v = 0

ny//+xy/+x2y:O

’Fredrich Wilhel Bessel (1784-1846). Astrénomo y matemético aleman. Aporté notables contribuciones a la as-
tronomia posicional, la geodesia y la mecanica celeste. Particularmente, se dedic6 a aumentar la exactitud de las mediciones
de la posicién y el movimiento de los astros. La precisién de sus mediciones hizo posible que determinara pequenas ir-
regularidades en los movimientos de Urano lo condujo a predecir la existencia de Neptuno. Andlogos razonamientos lo
llevaron a especular sobre la presencia de estrellas companeras en Sirio y Procyon. A partir de datos registrados en el
siglo XVII, calculé la érbita del cometa Halley
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la ecuacién indicadora ET (m) =m (m — 1) + bym + ¢y = 0 nos queda como

b0:1<:f1({E):1

cg=0
m=0<m(m-1)+m=0 —
=0 p <= fo(z) =2
02:1
los demds coeficientes by = by =bg =+ =b, =0y cs =c4 =---=c¢, =0. Con lo cual EI (n) =

n(n — 1) +n = n?, Por lo tanto, la relacién de recurrencia se obtiene del coeficiente de ™"

- Z;(l)ak [(m 4+ k) b + ] h#0=>n—-k=1=k=n-1

n = EI(m+n)

dado que
cF#F0=>n—-k=2=k=n—-2

an (m) = Z;(lj ag (m) [(m+ k) bo—g + cn] _ On—1 (m) (m+n—1)+ap_o(m)
" (m+n)(m+n—1)+ (m+n) (m + n)*

tomando m = 0, se tiene

"o a (0) [kbp_g + cnt] b #0=n—-k=1=k=n—-1

an (0) = —=£=0 Tk 5 con
" co#0=>n—-k=2=k=n—-2
con lo cual
an (0) = _an—2 (0)[co] + an—1 (0)[(n —1)b4] _n2 (0) +an—1(0) (n—1) para > 2

n? n?
Otra vez, al anular el coeficiente para x™*! (ecuacién (7)) se obtiene a1 [0(0+1) +1-(0+1) +0] +
ap[0-0+4+0] =0 = a; =0. Con lo cual es claro que se anulan todos los coeficientes impares, y asi

aon—2 (0
a2n(0):_2(2:)g) paran=1,2,3,---
con lo cual
n=1 — a (0):—%% (0) — 4y (0) = —Lag (0)
1 1 1
n=2 = a4(0)= (2.2)2 2(0):(2_2)222a0(0) = a4(0):(2.2)222 0 (0)
1 1 1 —1
n=3 = )=~ )=~ | )] = w0 = G
n=1 = ay(0)=—"2=2 0 _ (_1)l2a0 (0) — ay(0) = ~1) a (0)

0% 22
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por lo tanto la primera de las soluciones sera
o0 n
(_1) 2n
0|1+ Z 22 (12 (n!)z.’r
n=1

Jo(z)

y1 (z) =

Donde Jp (x) se conoce como la funcién de Bessel de primera especie de orden cero.
Para calcular la segunda solucién de la ecuacién de Bessel se sustituye

[o.¢]
y2 (x) = Jo () Inx + Z B,x" en la ecuacién z? ' +z ' + 22 y=0
n=0

para ello se requieren sus derivadas

o0 J oo
y2 () = Jo (z)Inz + Z Bpz" = b (z) = J) () Inz + om(fb“) + Z By, (0) nz"! y
n=0 n—

Jo(z)  Jo(x) | N n—2
yh () = JY (z)Inx + 2 T2 +nZann(n—1)x

entonces

X

Jb
0 =22 [J{)’(x) z+ 2707 (z) ZBnn "2

2 Jo(x)Inz + Z B,x"

n=0

+x +x

Jo(x) |+ -1
J) (2)1 —_— E Bpnz"
o(@)Inz + . + 2 nx

con lo cual

0= |2* J) (x)+2 Jy(z) + Ja? o (z) | mz+2 J} (= x—f—ZBnn n—1)x —I—ZB nx —I—ZB "2

=0
y finalmente
- 2n 2
B1m+22Bzm2+23 Bnn® + Bp_g) 2" = — Zzzn "
n—=
es claro que para los coeficientes impares se obtiene by = bg = b5 = --- = b2n+1 - =0 ya que
= (-1)"2n
Byx + 2°Bya® + (3°Bs + B1) 2® + (4°By + Bp) 2* + (5°Bs + Bg) a® 4 -+ = =2 > n

2n 2
— 2 (n!)
mientras que para las potencias pares tendremos la relacién de recurrencia

1 (_1)n+1 n
(2n)? | 22(0=1) (n1)?

BQn = - bZn—Q
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entonces

1
22 (11)?

BTG .12)2 <_22 {42!)2 T (11!)2> B _421? <1 : ;>

o L83 1 1[8 1/ 1\ _ 1 (11
6_(6)2 24(3!)2 4 _62 24(3!)2 4292 2 _624222 2 3

By =2

-~ 7 14_#_’_#_’_ _|_1_|_}+1 _ﬂﬂ
Tk |k k-1 k-2 372 — o2k (g2t

Hy,

Boy,

Asi la segunda solucién puede tomar la forma de

- (_1)n+1 2n
y2($):JO(x)1n:L‘+ZW n
n=1
y por lo tanto la solucion general tendrd la forma
oo —1 n+1
y(x)=A1 Jo(x)+As |Jo(z)Inz + Z ézn()nu)?H” $2n]
n=1 :

es costumbre en Fisica reacomodar la segunda solucién de la forma

)n+l

(’y +1In (g)) Jo (z) + 2 ;2_711(71')21—[” 3;2”]

donde v se conoce como la constante de Euler-Mascheroni® y tiene un valor

@)=Y (@) = -

i (S b b s b1 In(n) ) 20,5772
T\ TS T2 3 2 mi =5

y asi, finalmente
y(z)=C1 Jo(z) + C2 Yy (2)

SLorenzo Mascheroni (1750-1800) Monje Italiano, nacido en Bergamo, Lombardo-Veneto. Profesor de Algebra y
Geometria en la Universidad de Pavia y luego Rector de la misma. Ademads de poeta, se destaco por sus contribuciones
al Célculo y a la Mecénica.
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Bessel Orden Cero, Primeta Especie

8 5. Bessel Orden Cero, Segqunda Especie

Comportamiento de las funciones de Bessel de orden cero. De primera especie Jy (z) y de segunda
especieY) (z)

Nétese que tanto la funcién de Bessel de orden cero, de primera especie, Jy (x), como la funcién de
Bessel de orden cero, de segunda especie, Yy (x) ,tienen un comportamiento oscilatorio cuando z — oo,
que Jo (0) = 1, mientras que Yy () se comporta como 2 Inz cuando 2 — 0.

8.3. my #*mo AN my —mo =N con N entero.

En general, la ecuacién indicadora para este caso, mi; —mg = N = m; = N + me, con m; > msy.
Este caso nos lleva a la ecuacién (13)

N-1
0=2a"{ap EI(m)} + {an EI(m+n) —|—Zak (m—+k)bp_ +cn— k]} men (24)

n=1 k=0

N-1
+ {aN EI(m+N)+ Z ag [(m+k)by_k +cNk]} N (25)
k=0
n—1
+ Z {an EI(m+n) ~I—Zak (m—+Ek)by_p + cpe k]} mn (26)
n=N+1 k=0

donde esta m es la menor de las raices y m+ N la mayor. Anulando el término {ag EI (m)} coeficiente
de 2™ nos lleva a la ecuacién indicadora:

EIlm+N)=m+N)(m+N—-1)+by(m+N)+co=FEI(m)=(m)(m—1)+by(m)+cy=0.

por lo tanto EI (m + N) = 0 anula al coeficiente del término a,, para n = N, esto es la ecuacién (12),
consecuentemente eso significa que se derivan dos casos
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s EI(m+N)=0AYNtag [(m+N+k)byg+cni] =0
En este caso la solucion en serie de Frobenius, partiendo de la raiz mayor de la ecuacion indicadora,
m+ N, quedara en términos de ag y no sera linealmente independiente a la solucion provista por
la raiz menor, por consiguiente la solucién proveniente de esta raiz menor, m, serd la solucién
general. Esto quiere decir que en (18) la constante f = 0 y por consiguiente la solucién serd

y(x) = ao [lz]™

oo
1+ Z ap (m)x"
n=1

+ay ||z|™ [Zan (m + N) x”] (27)
n=0

y1(2) y2(z)

s EI(m+N)=0AY0 0 ag [((m+N+k)byg+ cni] #0
En este caso la raiz mayor de la ecuacién indicadora m + N determinara una de las soluciones,
la constante f # 0 y la solucién general tendra la forma de

14 Zan (my) m"]

n=1

y(a) = Cy )™

y1(z)

+Cy S f =™

o0
1+ Z ap, (my) z"
n=1

In o + Ja]|" [Z an <m2>x“]

n=0

y1(z)

y2(z)

La ecuacion de Bessel de orden fraccionario puede ilustrar el primero de estos casos, resolvamosla
1
2?2y +ay + <x2—4> y=0

una vez mas, le expansion en serie de Frobenius de y () nos lleva a una ecuacién indicadora del tipo

b():l<:f1(x):1
1
_ - 1
m—2 1 COZ—Z
—mm-1)+m—-—-=0 —
-1 ! — fale)=a—
m:7 c1 =0 2 - 4
02:1
los demas coeficientes by = by =b3=---=b, =0y cg=c4 =---=c¢, = 0. Dado que N =1 se tiene
que la ecuacién (12)
a[(m+1)(m+1—-1)+by(m+1)+co] +apbr(m+1—1)4+c]+--- p =0 (28)

EI(m+N)
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(D) () () ) rwrp-vemisrasioo o

con lo cual cualquier valor de a; y ag estaran permitidos. La relacién de recurrencia proviene de anular

el coeficiente de ™™, para m = 5 Vale decir

an EI(m+n)+ Y ak [(m+k) by k+cn k] =0= (30)
k=0

(D) (D) (o) Prmtrmaioe

an (N —n) = —an—a  (32)

los coeficientes seran
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n=2—= a2:—§a0 n=3= a3:—6a1
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Por lo cual, la solucién general sera

-= 1 1 1 -z 1 1 1
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y(z) =ap x < 5% +—=x T’ + +arx 6x+120x 200" +

Para considerar el segundo caso, EI (m+ N)=0A Zfﬁvz_ol ar [(m—+ N+ k)b, + cp—k] # 0 anal-
icemos la ecuacién diferencial

22y +x(2-1x) y'+(2—x2) y=0
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una vez mas, la expansién en serie de Frobenius de y () nos lleva a una ecuacién indicadora del tipo

( bp = —2
— fi(z)=—-2+=z
by =1
m=2
—=m(m-1)—-2m+2=0 = co =2
m=1
c1=0 3 <= fo(z)=2%+2
L co =1
los demaés coeficientes by = b3 =---=b, =0y cg=cq4 =--- = ¢, = 0. Dado que N = 1 se tiene que

la ecuacién (12) para m =1

ar[((m+1)m—-2(m+1)+2]+ag[m]=a1[2—4+2]+ap[2] =a1[0] +ap[l] =0 (33)

y no conduce a nada por cuanto ag = 0, mientras que, para m = 2 se obtiene

ap[(m+1)m—-2(m+1)+2/+ayml=a1[3-2—2-3+2]+ag[l]=a1[l]+ag[l]=0 (34)

por lo cual la relacién de recurrencia para m = 2 nos queda

anp EIT(m+n)+ iak [(m—+k)by—k +crp) =0= (35)

k=0
an[24n)24n—-1)—-22+n)+2]+ap_1[1+n|+an—-2[1]=0 (36)
an (n2 + n) +ap—1(n+1)=—an_2 (37)

los coeficientes seran

1
n=2= 6ay = —3a1 —ap = 3ag — ap = a2:§a0
4 1
n=3= 12a3 = —4as — a; :—§a0+a0 = a3:_%a0

Por lo cual, la solucién general serd

yi(x) = ag 22 (

3

y la segunda solucién linealmente independiente sera
y2(x) =u(x) — Byyr(z) Inz (38)

y queda como ejercicio demostrar la relaciéon de recurrencia para los coeficientes B,, de la serie que

describe

u(z)==x <Z Bimz)
i=0

28

1 1
1—.T+£L‘2—.%'3+"'>

(39)



