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1. Motivacion

Cuando consideramos la evolucion de sistemas con varios grados de libertad o con varias particulas, natural-
mente arribamos al tratamiento de sistemas de ecuaciones diferenciales. En estos sistemas encontramos varias
variables dependientes de una sola variable independiente. El mas natural de los ejemplos es el caso de un sistema
de particulas que se mueve en el espacio bajo la accién de fuerzas externas:

dry (t) dra(t) drs(t)  dra (2) t) _ d?ry (1)

1!

1 <7”1 (t),r2(t),r3(t), - rn(t),

dt ’ dt 7 dt dt dt?
o drq (t) dre (t) drs(¢) dry, (t) B d?ry (t)
Fa (@ e @)ra(0), oy (0, S0, 020, 00 G0 ) Do
o drq (t) dre (t) drs(¢) dry, (t) B d?rg (t)
(1 Our2 072 0o, ), 0, 2 G A ) T

dry (¢) dra(t) drs(t)  dra(2) t) _ d?r, (t)

ﬁ"<T1(t)’TZ(t)’TS(t)""T"(t)’ At 0 dt dt de2

donde, la funcién F; =Y ; Fi j expresa la sumatoria de fuerzas externas sobre cada particula, vale decir

_ dry drg dr - dry drg dr
;Flj <7"177n27r3a7"'7ﬂn7dt7dt,"'dtnat> :fl (r1;r237ﬂ37a"'rn7 7&"'7?1 t

dt’ de dt”’
- dr; drg dr, - dr; dre dr,

Fy "'n7777>"'77t = 3 ) sy my Ty T, T T
zj: 2] (7“177"2,7“3,7 " A T ) Fa (7“1 2,73 i g”
= dTl d’l"g dTn — d’rl d7’2 drn

zj:Fnj<T17r27r3a7"'rn7dt7dt7"'dt7t>:fn (TlaTQaTlSM"'T'fudtadta'“dtat

Pero igual de importante es la posibilidad de convertir una ecuacién diferencial ordinaria de orden superior
x(n) (t) =F (w(nil) (t) 71.(“72) (t) IR T (t) a*i (t) »i' (t) y L (t) 7t>
haciendo el siguiente cambio variable

Uy =2V @) U1 =2V () u=F () us=2); upg=2t); u==xz(t)



en un sistema de ecuaciones diferenciales
un = Fn (unaun—la o ,U4,U3,U2,U1,t)

ltn_y = 7Y (1)

us = T (t)
U = l‘(t)
que puede ser generalizado a:
un = Fn (unzunfly cet,Ug, U3, U2, U1,t>
,L.Lnfl = F’nfl (un; Up—1,""" ,U4,'LL3,U2,U1,t)

Uz = F3 (Un, Up—1,- -+ ,Uq, U3, Uz, U1, t)
'[//2 = F2 (u’ruun—la cer o, Ug, U3, U2, u17t)
ul = Fl (unaunfly e ,U47U3,U2,U1,t)

Para garantizar que existe solucion al problema de valores iniciales se debe imponer algunas restricciones
sobre las funciones F; (uy, -+ ,us, us, u1,t) para ello existen un par de teoremas que garantice esa solucién

Teorema 1: Sean las funciones F1,Fso,---F, y sus derivadas
81F17 a1Fl25 e 61Fn7 e 81'F17 81'F27 e aan e anFly 8nF2, e anFn
continua en una regién R del espacio (¢, u1, usg, - - - u, ) que contiene al punto (tg, ud,uy, - ug) que caracter-
iza las condiciones iniciales. Entonces existe un intervalo ||t — to|| < & en el cual existe una tnica solucién

Uy :¢1(t),U2 :¢2(t)a 7un:¢n(t)a

i

auj
Teorema 2 Sea el siguiente sistema lineal de ecuaciones diferenciales

w1 =p11 (1) ur +p12(t) vz + - pra (t) un + g1 (1)

Un = pa1 () w1 + paz () uz + -+ pan (1) wn + ga (1)

Hemos denotado 0;F; = como la derivada parcial y ul, = u,, (tg) como las condiciones iniciales.

Sipii (t),p12(t), - pin () pij &)+ Pan () ¥ g1 (t) - gn (t) son funciones continua en el intervalo a <

t < (8 que contiene al punto t =t entonces existe una tinica solucién que satisface las condiciones iniciales
0

Up, = U (to)

m

2. Notacion Vectorial

El sistema lineal antes mencionado

U =p11(t) w1 +pi2(t) us+ - pin (t) un+ 91 (t)
Up = po1 (t) w1 + paz (t) uz + -+ pan () un + g2 (¢)



puede condensarse en la siguiente ecuacién matricial
a=P(({) ut+g(t)

en la cual estamos representando

1}1 pi1(t) pia(t) - pin(t) U 91 (t)
u= “:2 ;o P(t)= p21. W p22' " . pzn. w ;ou= u.2 y gl(t)= ” -(t)
U, Pn1 (t) Dn2 (t) o Pon (t) Un, In (t)

con el vector solucion de la forma

3. Sistemas Lineales Homogéneos

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes de la forma x = A x procedemos de
manera andloga al caso de una sola ecuacion con coeficientes constantes

1 ail1 a2 - Qip T z1 (t) &1

. T a1 Q2 v+ dop T w3 (t) . &
Yy =ay e ) = . . ) ) = . =e" )

T, an1 Ap2 - Opn Tn Tn (t) gn

con a, a;;, &y constantes. Al sustituir las solucién x = € e¢” ! en la ecuacién x = A x obtenemos £ 7 e" ' = ¢ e !
por lo cual, el problema se reduce a la busqueda de los autovalores y autovectores del sistema A x =71 £

a1 —7r G2 a1n &1 0
a1 agp —T --- azn &2 0

(A-r1)é=0 = . =
an1 an2 e Apn — T gn 0

Es decir, para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, es necesario
resolver el sistema de ecuaciones algebraico. Como un ejemplo, para el caso

i=(4 1) x s ox=cer—= (7 L) (8)=(0)

por lo cual
_ r = 3
’1 rod —(1-rP—-4=r’-2r—-3=0 —
4 1—r
To = —1
de donde
1), (1) M
rn=3 = =2§7+&7=0 = &= (1)
26,
similarmente

@ 3
Ty = —1 —t =
’ ¢ —2¢(?



por lo tanto la soluciéon general del sistema sera

x =c; xV (t) + c2 x(? (t) <= 1 =c L et 4 ¢y 1 e !
T2 2 —2

Obviamente el Wronskiano de esta solucién

e3t e—t

2¢3 1 —2e=t | —de £ 0

wk®@x®@hﬂ%

garantiza que las dos soluciones son linealmente independientes.

Para el caso de matrices hermiticas, A = A* vale decir, que la matriz A coincide con su conjugada y
traspuesta, A =(AT), todos los autovalores son reales y la solucién general para un sistema de n ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes es

X(t) =, 5(1)67‘1 t + ey 5(2)67“2 t +toen g(n)ern t

Para el caso particular de matrices simétricas (hermiticas reales) los autovalores r1,r9 - 7, y los autovectores
€W €@ .. ¢ ambos son reales.
Para el caso de matrices A no hermiticas, consideremos primero que A sea real. Entonces

re=A+iu rL="Ts
¥x=Ax= x=¢('= (A-rl1){=0= =
ra= A= £ = &)
por lo cual €) = a+ib con a y b vectores reales, entonces
xM) (t) = (a+ib) eP M) * = (a+ib) e * (cos ut +isinput)

xM) (1) = e* * (acos ut — bsinut) + ie* * (asinut + b cos ut)
u(t) v(t)

4
x (t) =u (t) +iv (t)

Asi, para el caso que los autovalores de la matriz real, A sean complejos, 11 = A +iu; 79 = A — iy complejos y
3,74 - - Ty reales, y los autovectores £(1) = a+ib; £2) = a—ib; €)@ ... £(") 13 solucién general sera

x(t) = cyu(t) +icov (t) +cz €Pem t oy eWerr b o ¢, €M t
. (1 -1 L 1-r -1 g\ _ (0
X—(5_3>X si x=¢e"'' = ( 5 _3_7,)(52)—(0)

1
(1) =
ro=—1+i ¢ (2-1)

’:7“24—27“—1—2:0 — —

7"2:—1—1 5(2):( 1>
241
finalmente la solucién general sera
. - cost . _ ¢ sint
x(t)=cie ( 2cost + sint )—HCQe < —cost + 2sint )

4

como ejemplo

por lo cual

1—7r -1
5 -3-r



Para el caso que los autovalores de la matriz real, A,estén repetidos r1 = 19 =73 = - =71, = py
Tm+1, - Tp distintos, la solucién general sera

x(t)= {tmfl C(mfl) 4 ¢h2 C(m*2) 4. C(O) } et + et §(m+1)ew+1 Lyt g(n)ern t

4. Sistemas Lineales Inhomogéneos

Todo operador lineal hermitico A : V' — V,con n autovectores distintos, definidos por A |u;) = A;|u;),
tiene una representacién matricial diagonal Aij:)\iéij mediante una transformacién de similaridad TAT ! =
A con T una matriz unitaria T-! = T que trasforma la base de A a la base donde A es diagonal
{Jv1) s |va) -« |vi) -+ |on) } =L {Ju1), lug), -« |ug) -« |un)} Este teorema es claro a partir de que si A tiene n
autovalores distintos, tiene n autovectores linealmente independientes los cuales forman base de V' y en la cual la
representacién matricial del A es diagonal. Pero como siempre es posible pasar de A no diagonal a A a diagonal
con los mismos autovalores mediante una transformacion de similidaridad TAT ! = A queda demostrado. Esto
puede formalizarse de la siguiente manera

;| T*TATET |v;) = (v;] T*TATET |v;) == (u;| A |u;) = N; (w; Jus) = X6y
<|\1,‘1,|a><<‘A,g> (el A fuj) = Aj (i Jug) = A0y
w [uj)

Nos queda determinar la forma de la matriz unitaria de transformaciéon T. Para ello seleccionamos la base
candnica {|e1),|e2), - |e;) -+ |en)} como base de partida de A con

o =
— o
o o
o o

|€1> = 0 ? |€2> = 0 b |ez> - 1 b ‘en> - 0
0 0 0 1
y {|u1), [us), - |u;) - - |un)} la base de autovectores en la cual A es diagonal. Por lo tanto T es la matriz de

transformacién de una base a la otra, identificando columna a columna nos damos cuenta que las columnas de
la matriz T son los autovectores de A

) =Y Tijles) = (e lu) = (e; | Y Tijle;) =
j=1 j=1

CIENCERAC O R ()

Uy U, 1y Uy
(2) (2) (2) (1) (2) (n)
u u U U. u U
(ej lui) =Ty = ! o ! = T*= 2 2 2 —T7!

donde hemos denotado ugm) la componente m del vector j —esimo en la base |e;) (coni = 1,---n ). Por lo tanto,
si los n autovalores y autovectores de A son distintos y conocidos, A se dice diagonalizable. Si A es hermitica,
T-' = T% y es muy facil construir la inversa de la matriz de transformacion T. Si los autovalores de A con
degenerados, vale decir si el nimero de autovectores linealmente independientes es menor que n, entonces A no
es diagonalizable y no existe una matriz de transformacion T (T no tiene inversa) tal que TAT ' = A.



Lo que nos ocupa ahora es la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales inhomogéneo de la forma

x'(t)=Ax(t) +g(t) con

ai; a2 - Alp
az; Qg2 a2n
A= . ) y a;; = const

ap1  Qp2 - Ann

donde A una matriz constante y diagonalizable, g (¢) continua en el intervalo o < ¢ < 8. La solucién de este prob-

lema pasa por encontrar los autovalores y autovectores de A = {A;, Ao, Aj -+

“Anifun) s fug) s fui) - Jun) }

construir a partir de ellos la matriz T y su hermitica conjugada T~ = T¥ y a partir de ella hacer un cambio

de variable

x(t)=Ty(t)

por lo tanto

y () =Ay () +h(h)

Entonces, por componente quedan

= Ty ({#)=ATy(t)+g(t)

= Y (@t)=T 'ATy(t)+T 'g(t)

A
A O 0
. 0 Az 0
A_ =
con
0 0 An
h(t) =T 'g(t)

t .
V(0 = X (6 s (1) = X (6 + T3 05 1) =1 () = [ dr 750 g5 (1) 4 s M

to



