10 Clases
de

Herramientas Computacionales Numéricas

H. Hernandez
Laboratorio de Fisica Teorica, Departamento de Fisica,
Facultad de Ciencias, Universidad de Los Andes, Mérida 5101, Venezuela y
Centro Nacional de Cdlculo Cientifico, Universidad de Los Andes (CeCalCULA),
Corporacion Parque Tecnoldogico de Mérida, Mérida 5101, Venezuela

L.A. Nunez
Centro de Astrofisica Teorica, Facultad de Ciencias,
Universidad de Los Andes, Mérida 5101, Venezuela y
Centro Nacional de Cdlculo Cientifico, Universidad de Los Andes (CeCalCULA),

Corporacion Parque Tecnoldogico de Mérida, Mérida 5101, Venezuela

Borrador Muy Preliminar



Indice

1.

Clase 1: Errores en el Cémputo.

1.1. Vocabulario: Palabras, byte y Kilobytes, . . . . . . . .. .. ... ... . ...
1.2. Enteros y Puntos Flotantes . . . . . . . . .. .. .
1.3. Underflows y overflows . . . . . . . . . .
1.4. Precisién del compilador . . . . . . . ..o
1.5. Tipos de Errores . . . . . . . . . e
1.6. Cancelacidon en laresta . . . . . . . . .. L
1.7. Errores Multiplicativos . . . . . . . . . . . L
1.8. Error Total y Ejecucién Optima . . . . . . . . . . ...
1.9. Integracién numeérica, Sus pasos y SUS €ITOTES . . . .« .« . . v v v v v v e e e e e
1.10. Andlisis Empirico del Error . . . . . . . . . . ...

Clase 2: Ceros de una Funcion y Derivadas Numéricas

2.1. Raicesde una Funcidon . . . . . . . . . . . . .

2.2. Acotamiento . . . . . ..
2.2.1. Biseccion . . . . ... e
2.22. RegulaFalsi. . . . .. .. .

2.3. Sustituciones SUCESIVAS . . . . . . . . v v v i e e e e e e e e e
2.3.1. Secante . . . . . . .. e e
2.3.2. Newton Rapson . . . . . . . . . . .

2.4. Derivaciéon Numérica . . . . . . . . . . . . e e e e e

Clase 3: Integracion Numérica

Clase 4: Tratamiento de Datos
4.1. Los Datos y las Funciones . . . . . . . . . . . . . . . . . e
4.2. Interpolacion . . . . . . . .. L e e

Clase 5: Tratamiento Estadistico de Datos

5.1. Distribuciones, Promedios y Desviaciones. . . . . . .. .. .. ... ... ... ......
5.2. Distribuciones Tedricas més populares . . . . . . . . . ... L
5.3. Funciones Probabilistas . . . . . . . . . . ...
5.4. Un Experimento Iustrativo. . . . . . . . .. .. ..
5.5. La Estadistica y la Propagacién de errores . . . . . . . . . . .. ... ... ...
5.6. La Funcién mas Probable . . . . . . . . . . ... .. ... .. .
5.7. Método de Minimos Cuadrados . . . . . . . . . . . . ..

Clase 6: Ecuaciones Diferenciales Ordinarias I

6.1. Vocabulario . . . . . . . . . . e
6.2. Sistemas Dindmicos . . . . . . . . L
6.3. Los Métodos y su Clasificacion . . . . . .. .. .. .. L o
6.4. El Rebusque de Taylor . . . . . . . . . . . L
6.5. Laidea delaIntegracidn . . . . . . . . . .. . L L Lo

11
11
11
11
11
12
12
13
14

16

21
21
21

24
24
25
26
26
27
29
30



6.6. El Método de Euler y el problema de Valores Iniciales . . . . . . ... ... ... ....
6.7. El Método de Euler y el Problema de los Valores de Frontera . . . . .. ... ... ...
6.8. Los Métodos de Runge-Kutta . . . . . . . ... .. . oo

. Clase 7: Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, 11
7.1. Métodos Multipaso . . . . . . . . . . . e e
7.2. Control del Paso . . . . . . . . . . . e

. Clase 8: Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, III

8.1. El problema de valores de frontera.... . . . . . . . .. ... ... ... .. ... . ..., .
8.2. Estrategias de Solucidn . . . . . . . . .. Lo
8.3. Disparosaunintervalo. . . . . . . . . .. L L
8.4. Disparos a medio intervalo . . . . . . . ... L L Lo
8.5. Métodos de Relajacion . . . . . . . . . . . . ..

. Clase 9: Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales

9.1. Clasificacion . . . . . . . . . .
9.2. El método de separacién de variables . . . . . . . . . . ... ...
9.3. Clasificacion y Computacion . . . . . . . . . . . .
9.4. Amaneradeejemplo. . . . . . . ..
9.5. Problema de Valores iniciales con conservacién de Flujo . . . ... ... ... ... ...

39
39
42

45
45
45
46
47
48



1. Clase 1: Errores en el Computo.

1.1. Vocabulario: Palabras, byte y Kilobytes,

= Numeros Binarios = 0, 1= expresados en base 2.

[} [

= 1 byte = 1B = 8Bits = Bits para almacenar un caracter “x” o “‘y
1 Palabra = Bits requeridos para almacenar un nimero = 8Bits = 1B

» 1 Kilobyte = 1K B = 20 bytes = 1024 bytes

» 512 Kilobytes = 27 = 524,288 Bits =

1.2. Enteros y Puntos Flotantes

Los ntimeros enteros se representan

Tent = sign xXbinario (1)
Nl < < 2VE (2)
—2147483647 ~ —231 <z, < 231 ~ 2147483647 (3)

para sistemas con palabras de 32 bits, (4bytes)
En general los niimeros reales o puntos flotantes, se representan en el computadores siguiendo la
convencion
Z float = sign (ifloat) x M x 2P (4)

donde sign (x f0q¢)es el signo del nimero  fjoq¢, la mantisa es M con 0 < M < 1y el entero positivo,
p, el exponente. Obviamente cualquier nimero real puede ser expresado de esa manera. Con algunas
convenciones adicionales. Signo, exponente y mantisa se expresan en nimeros binario. Para representa-
ciones punto flotantes con palabras de 4 bytes (32 bits) se separan: un bit para el signo, 8 bits para el
exponente y los 23 bits restantes para la mantisa.

Asi cualquier

" # " #
lnHIfloatH_ lnHzfloatH lnHI‘floatH
. In 2 In2 In2
T float = SigN (T froat) X 2 X 2 (5)
en donde, identificando
]2 100t ]| m|1# f1oat|
In2 In2
M =2 (6)
In ”xfloatH
— > jtoat it 7
p [ o (7)

con [z] la parte entera de z. Dado que p viene representado por un numero binario de 8 digitos el
nimero entero maximo que puede representar es 28 = 256 = p € [0,255] , para lo cual se establece
una correspondencia a un intervalo que permita exponentes negativos. De modo que el nuevo exponente



P =p—127 = P € [-127,128]. Queda entonces determinar como expresar la mantisa en nimeros
binarios, para lo cual se sigue la manera tradicional de expresar niimeros fraccionarios

06254 =6x10"'+2x102+5%x 102 +4x 10~* (8)

que en general una expresién B -fraccién
o
Tp — Z akB —k (9)
n=1

donde B es la base (diez en el caso decimal, o dos en el caso binario). Para encontrar la expresién de
la mantisa en ntimeros binarios basta con encontrar el conjunto de coeficientes a; en base B = 2.
Vale decir

oo
0,6254 = " ax2 " (10)
n=1
o0
20,6254 =1402508=0a1+ Y ap12 " = a1 =1 (11)
n=1
oo
2% 0,2508 = 0+ 0,5016 = azy Y ap22 " = a; =0 (12)
n=1
oo
2% 0,5016 = 1+ 0,0032 = ag; Y ap32 " = ag =1 (13)
n=1
o
2% 0,0032 = 0+ 0,0064 = agy Y apa2 " = as =0 (14)
n=1
oo
2% 0,0064 = 0+0,0128 = a5y Y ag52 " = a5 =0 (15)
n=1
o
2% 0,0128 =0+ 0,0512 = agy »  ap62 " = ag =0 (16)
n=1
o
2% 0,0512 = 0+0,1024 = ary Y aper2 " = a7 =0 (17)
n=1
oo
20,1024 =0+ 0,1024 = ag; Y aps2 " = ag =0 (18)
n=1
asi, finalmente
0,6254 ~ 10100000 (19)

nétese que es una representacién aproximada, limitada por el nimero de cifras permitidas por el tamano
de la palabra y que, tal y como ocurre en los nameros decimales el coeficiente de las potencias mayores
va primero.



1.3. Underflows y overflows

En precisién simple se usan 4 bytes (32 bits) para representar un nimero, por lo tanto el méximo
numero real que puede ser representado es

sign p M
AN —
2128 =3 4 5 10% =0 TI111110 T1111111111111111111111 (20)

equivalentemente el minimo serd 2712% = 2,9 x 10739, Si se utiliza doble precisién, dos palabras (8 bytes
= 64 bits) representaran cada numero. De los 64 bits, 11 representardn el exponente y los restantes 52
para la mantisa. En doble precisién

107322 < doble < 10°% (21)

Los nuimeros menores que los minimos (tanto en precisién simple como en doble) son considerados
underflows mientras que cifras mayores que los mayores son overflows. El siguiente programa en pseu-
docddigos identifica estas anomalias

under <--—----- 1.0

over<------- 1.0
mientras N< Nfinal
haga

under = under/2.0
over = over*2.0
finmientras
escriba Nfinal, under, over

Hay compiladores que asignan los underflows y overflows a cero y eso hay que chequearlo.

1.4. Precision del compilador

Cuando se suman dos nimeros de 6rdenes de magnitud diferentes, al igual que el caso decimal hay
que igualar exponentes para luego sumar las mantisas.

7+107" =0,7 x 107! 4 0,000001 x 107! (22)

el exponente del nimero menor se hace cada vez mayor a costa de decrementar la mantisa y en el caso
de las sumas en las maquinas las representaciones (precisién simple o doble, puede no ser suficiente)
Por ejemplo
1077 =0 01100000 1101 0110 1011 1111 1001 010 (23)
7=0 10000010 1110 0000 0000 0000 0000 000 (24)

la suma binaria se logra anadiendo ceros a la mantisa

10°"=0 01100001 0110 1011 0101 1111 1100 101 (0) (25)
=0 01100010 0011 0101 1010 1111 1110 010 (10) (26)
- (27)
=0 10000010 0000 0000 0000 0000 0000 000 (1101 0110---) (28)



por lo cual
T+1077 =7 (29)

La verificacion de la precisién del compilador se logra sumandole a un numero otro cada vez menor y
comparando la suma con el nimero. Cuando la suma es igual a la numero en ese momento el sumando
es la precisién, por cuanto puede ser sumado sin que afecte al sumando.

I1+e =1 (30)

y tipicamente
¢p ~ 1077 «— Precisién simple (31)
¢p ~ 10710 «— Precisién doble (32)

1.5. Tipos de Errores

» Equivocaciones: Errores tipograficos en el c6digo o en los datos (o ambos)
» Eventuales: Fluctuaciones electrénicas en la circuiterfa (nunca ocurren)

» Algoritmicos: Ocurren por aproximacion de las matematicas en el algoritmo, tipicamente

v = Z Z——&—OmN) (33)
nO

Obviamente que N — 0o = O(x, N) — 0. Por lo tanto puede modelarse como

Q@
€ ~— 34
aprox NB ( )
» Errores de redondeo: Son equivalentes a los errores experimentales debido a las limitaciones

del aparato de medida. En nuestro caso por las limitaciones de la representacién de los niimeros

en la maquina.

1 2
2 <3> —3= 0,6666666 — 0,6666667 = —0,0000001 # 0

Si x es un ndmero exacto, llamaremos x. su representacién en el computador. De esta forma
x = 11223344556677889900 = 1,1223344556677889900 x 10*° (35)

dado que el exponente y la mantisa se almacenan en forma separada. El exponente se almacenara
con toda precisiéon por cuanto es un nimero pequeno. No asi la mantisa, la cual serd almace-
nada dependiendo del tamano de la palabra. Auin con dos palabras se almacenard en 1.12233 y
44556677. Se pierden las cifras 8899 por incapacidad del instrumento.

Dado que la multiplicacién es més costosa que la suma, el error de redondeo de modela en base
al error de redondeo multiplicativo

€red = \/ﬁﬁm <36)

donde €, lo constituye la precision de la maquina.



s Error Total: Es la suma del error de redondeo mas el error de aproximacién. Los errores de
aproximacion disminuye y los errores de redondeo aumentan. Llega un punto en el cual el error de
redondeo es mayor que el algoritmico.. Ese punto se alcanza en un niimero de ejecuciones 6ptimas.
El error total, minimo da una idea de la eficiencia del programa que estamos utilizando.

o
€t = €aproz T €red = W + \/Nem (37)

1.6. Cancelacion en la resta

Dependiendo de como se opere se pueden obtener errores mayores o menores

a=b—c — a.=b. —c.
ac=b(1+¢e)—c(l+e)
ac = (b—c) + bey — ce.

— %Zl-%%%—%ﬁc
%Z(l—i-ea):l—kgeb—gec
sia<1l bx~a eazg(eb—ec)

por lo cual ain en el caso de que los errores en b y ¢ se parezcan, al estar multiplicados por un
ndmero muy grande, g, ya que a es muy pequeio, existird una diferencia entre a y a.. La idea por lo
tanto es evitar las restas de dos nimeros parecidos. El caso més patético es la ecuacién de segundo

grado
azx® +bx+c=0 (38)

donde las raices vienen dadas indistintamente por

—b+ Vb2 —4dac
T2 = 5 (39)
a
- —2c
19— —"F7—7—7—— (40)

’ b+ Vb? — 4dac

de forma que las raices podran ser calculadas en sin la amplificacion por sustraccién si

x = —2c
b++vb2—4ac
b>0= (41)
—b—+/b2—dac
2a
Xo = —2c
b—v/b%—4ac
b<0=— (42)
—b+Vb%2—4ac
2a

To =

xr1 =
1.7. Errores Multiplicativos

Los errores multiplicativos ocurren en de las siguiente forma

a=bxc — a.=0b.X%xc.
ac=bxecx (1+¢e)x(1+e¢)
= “xltegte
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y dependiendo del signo de los errores en b y ¢ sera mayor o menor. Por lo tanto sigue un patrén
aleatorio y se comportarda como

€red = V Nem (43)
1.8. Error Total y Ejecucion Optima

Existe un estimado del nimero de pasos éptimo para el cual el error de aproximacién es minimo y
el error de redondeo no ha crecido lo suficiente. Para ello

d €0t _ d (% + WEW)

= =0 44
d N d N (44)
si 3/
1 d Etot 1 N 5/2 4
EapToxﬁm:diN:*2ﬁ+T€m:O:>N/:; (45)
para €,, ~ 1077 en precisién simple tenemos N ~ 1099 y el
@ _
€tot = 775+ VNep ~4 %1076 (46)

1.9. Integracién numérica, sus pasos y sus errores

Para el caso de la integracién numérica, la idea es el valor mas exacto de la integral con el menor
numero de intervalos de integracién. El error algoritmico puede estimarse con el grado de aproximacién
en series de Taylor en un intervalo de integracién multiplicado por el nimero de subintervalos utilizados
para evaluar la integral definida en [a,b] . Esto es

zi+h 1 1
1 1 n e(n
T =1 (3@ + 3 1(ain) ) + B £ (48)
con
rith (1 1

E($i7$i+1) = / <2$2f”($i) + 51,3]0///(‘,1%) + .- > dx (49)

et (1 1
E(a,b) = N/ <2$2f//($i) + §$3f”/($i) + - > dx (50)

De tal forma que dependiendo del método utilizado, tendremos que los términos que lideran las series
de los errores algoritmicos seran

By =¥ (51)
5

para los métodos de trapecios y Simpson, respectivamente.



Para estimar el error total de cada uno de estos métodos procedemos de la siguiente forma. El error
total sera

(b—a)3f(2)7 (b—a)® f(5)>

E; ( N2 N©
€tot = €red t €aprozr = €red T f’ =V Nep + [;

(53)

dependiendo del método seleccionado.
Si si suponemos que buscamos el paso caracteristico, h, para el cual los errores de redondeo y
algoritmico son comparables, esto es

(b=a)’s

Trapecios
€red = €aproz = V Nepy, = (byj)Sff(s) . (54)
N Simpson

ademads establecemos escalas tipicas para el intervalo las funciones y las derivadas de tal forma que

b 1 h ! ) 1 55
a N I y f ( )
tendremos
1 { 631 Precision Simple
1 m 25 6 isi6
Nl (em) 10 Prele'sion I?oble (56)
h 1 __J 36 Precisién Simple
(em)?® | 2154 Precisién Doble
y los errores de redondeo pueden ser estimados en
{ 3x 1076 Precisién Simple
10712 Precisién Doble
Crea % VNep = 3x 1077 Precisién Simple (57)
10~ Precisién Doble
para los cuales hemos utilizados los valores tipicos de precisiéon de la maquina
_ 1077 Precisién Simple (58)
€m 10-1 Precisién Doble

Del analisis anterior se desprende que:

» El método de Simpson es superior en precisién al método de integraciéon por trapecios, lograndose
resultados cercanos a la precision de la méaquina.

= La integracién numérica con una tolerancia de error razonable se logra con un numero carac-
teristico de intervalos del orden de N ~ 1000 lo cual esta muy lejos de hacer N ~» oo
1.10. Andlisis Empirico del Error

Supongamos que la respuesta exacta para nuestro problema es R mientras que la respuesta aprox-
imada después de N iteraciones es R(N). Entonces la idea es comparar nuestra respuesta en N



iteraciones con la respuesta en 2N. Cuando se alcanza el valor asintético y el error de redondeo no es
dominante tendremos

R(N)~TR + % (59)
R(N)— R(2N) ~ % (60)

donde es claro que representard una linea recta en un gréfico log;o (R (V) — R(2N)) vs logo (N). Si
N no es suficientemente grande para obtener un valor asintético, no habra recta. Luego al crecer N
se obtiene la recta y cuando ella cambia de pendiente, se obtiene el niimero éptimo de iteraciones. y
como el logaritmo es en base 10 se obtiene el niimero de cifras significativas
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2. Clase 2: Ceros de una Funcién y Derivadas Numéricas

2.1. Raices de una Funcion

Encontrar las raices o los ceros, ,, de una ecuacién, f(z,) = 0, para funciones monovaluadas es
una las operaciones numéricas bésicas. No es asi para el caso de funciones multivaluadas, f(x,) = 0,
y mucho menos en el caso multidimensional, f‘(f&r) = 0 .Todos los métodos que consideraremos seran
iterativo. Estudiaremos dos categorias de métodos para encontrar raices de funciones monovaluadas:
los de acotamiento de la raiz, y los de sustituciones sucesivas. Estos métodos son validos para cualquier
ecuacién f(x,) = 0, donde f(z,) es una funcién no lineal continua en el intervalo en el cual estd definida.
Existen otros métodos para encontrar raices de f(x,) = 0 donde f(z,) es un polinomio. Esos serdn
considerados més adelante.

2.2. Acotamiento
Dada una funcién que cambia de signo en un intervalo, ella debe tener al menos una raiz en éste y
se encuentra acontadndola reduciendo el intervalo con algin tipo de criterio

2.2.1. Biseccién

Es el método mas intuitivo y elemental. El intervalo se acota mediante corriendo uno de los extremos
a la mitad del intervalo. Vale decir:

f(x) continua con x € [ag, bo] A f(ao)f(bo) <0
n<<—0
Mientras tolerancia < || f(an) — f(bn)]l haga
m (ao+bo)
2
si  f(ao)f(m) <0
Entonces
Up41 < Qnp; bn+1 —m
si no
bny1 < by; Apy1 <M
n—n+1
finmientras

raiz < an

2.2.2. Regula Falsi

El intervalo se acota corriendo uno de los extremos al punto de interseccién de una recta construida
a partir de los dos extremos del intervalo anterior. Para funciones que son suaves alrededor de las raices
estos métodos convergen mucho méas rapido que el método de biseccién. Trataremos algunas variantes
de estos métodos.

El método de Regula Falsi (posicién falsa) se basa en encontrar un punto que acontando la raiz
avance mas rapido que el punto medio. Si

f(z) continua con z € [agp, by A flao)f(bo) <O

11



este punto se define a partir de un promedio ponderado

Wyl = (f(bn)an + f(an)bn)
" (f(bn) — f(an))

Entonces, una variante de

n — 0; F — f(aop); G — f(bo); wo < ap

Mientras tolerancia < |If(an) — f(by)]] haga
(Gan+Fby)
Wntl <~ G=F)

Si f(an)f(wn—i-l) <0

Entonces

Ant1 ¢ p; bnt1  Wnt1; G f(wny1)

Si fwy) f(wpg1) >0 Entonces F — F/2
si no

F f(wn+1); An41 < Wn41; bpy1 < by

Si flwy) f(wng1) >0 Entonces G—G/2

ne—n+1
finmientras

raiz < ay

2.3. Sustituciones sucesivas

Se fundamenta en aproximar la solucién de la ecuacién f(x) = 0 a partir de reescribirla como
x = F(z) y un una propuesta de solucién x = z( la cual debe estar cerca de las solucién verdadera
para que converja. A partir de esa propuesta se generan un conjunto de iteraciones

si zses solucion = f(xs) =0 < x5 = F(z5) = zp41 = F(xy)

2.3.1. Secante
Dado dos puntos zg y ©_1

n«<—20

Xp= X0

Xp—1— X1

Mientras f(z,) > tolerancia haga
(f(@n)zn—1—f(Zn—1)2n)

Intl = @) —F(@n-1))
n«—n-+1

finmientras

raiz«— x,

Es claro que el punto

(f(lEn).Tn_l - f(xn—l)xn) - f(l'n) Tp — Typ—1

Tp+1 — =X
" (f(wa) = f(wn—1)) (f(2n) = f(@n-1)
corresponde al punto de corte con el eje z de la recta secante que pasa por los puntos (f(x,),z,) y

(f(zn-1)sTn-1)-

12



2.3.2. Newton Rapson

Este método es el més versatil y conocido. De hecho es el tinico método razonable para resolver
sistemas de ecuaciones no lineales del tipo f(ir) = 0. Trataremos ahora tnicamente en caso unidimen-
sional

Dado un punto inicial ¢ y la funcién y su derivada en ese punto

n<—20

Xn X0

Mientras f(z,) > tolerancia haga
s 0 23
n—n-+1

finmientras

raiz«— x,

Es claro que el entorno de la solucién

Tpil — @ :_f(xn)
f'(zn)
se puede entender mediante una expansién a primer orden en series de Taylor
si flx+0)=0= f(z)+ f(x)d = 0 ~ —ff/((a;))

y su poder radica en que su convergencia cuadratica. La cual puede ser intuida. de esta forma. Si x5 es
solucién de f(z) = 0 se cumple que

eni1 = e — L2 (62)
dado que

Flet8) = fa) + P+ L g2 (63)
fl(@+0) = f(z) + ["(x)d + fmg(x)52 L (64)

se tiene Y
€nt+1 — —6% éff/((xxz)) (65)

En el método de Newton-Rapson uno puede verse tentado a sustituir

1 Tp — Tp—1 (66)

i) (flen) = f(@n-1))
pero esto degrada la convergencia (requiere una evaluacién adicional para la funcién) y aumenta el
error de redondeo. En general la convergencia local (cuando la propuesta inicial de xg estd cercana a
la solucién z4) de este método es bueno, no asi la global (si esa propuesta esta lejos de la solucién). En
este caso se combina con el método de biseccién para logra un hibrido eficiente.

13



2.4. Derivacién Numeérica

Normalmente, se dispone de un tabla de datos experimentales de la forma

T f(z)
xi'—l f(ﬂf;'—l)
T f(zi)

Tiv1  f(xit1)

y se desea calcular la derivada de esta funcion.
Como siempre, por definicién

o)t FEEN I o AS@)

h — 0 h h —0 h

ahora bien, uno también puede pensar f/(z) en términos de

oy e J@) = fle—h) . Vf(z)
J) = hhino h B hhino h
y también
flzt+5) - fl@—3) of (x)

! = i =
F(@) hlino h h—0 h

donde Af(z), Vf(x),0f(x) se conocen como diferencias finitas

V f(z) — diferencia atrasada
f(z) ~ 0f(x) — diferencia centrada
A f(z) — diferencia adelantada

y A (o), V(e),d (o) actiian como operadores diferenciales lineales sobre la funcién f(z).
En términos de una serie de Taylor se puede observar que

h? h3
Fla—h) = () = h /() + 5 f () = 5 f )+
h h2 5
Fla—n/2)= f(x) — 5 £ @)+ grgnf ") — 5 f @)+
h h? 3
fl+h/2) = f@)+ 5 /@) + 55/ "(@) + g5/ (@) +
2 3
Flo k)= f(a) +h f (@) + o f )+ o )+
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por lo cual

2
fi(x) =~ V];L(a:) = f/(2) —%f "(z) + %f M)+ -+
_ T h2
Frm =MD = pray
- Af(x Ah2
Fiw =D =yl ey B 4

Finalmente, para obtener derivadas de orden superior pensamos en término de operadores

E(%) E f=f(x+h) desplazamiento
Ak) A f=flx+h)— f(x) diferencia adelantada
D) D f=f'(x) diferenciacién

(k) 6 f=f(z+ %) —f(z— % diferencia centrada
(%) uf:%(f (x—l—%)—f x—%)) promedio

Vik) V f=f(z)—f(zx—h) diferencia retrasada

son operadores que funcionan sobre secuencias

A f=flx+h)—f(z)

A fn:fn+1_fn:Efn_fn
A fnflzfn_fnfl

por lo tanto
AQ fn:A (fn+1_fn): fn+2_2fn+1+fn:E2f_2Efn+fn

en general

A= (E-1F — EfF=01+2)F

por otro lado la serie de Taylor puede ser re-escrita como

2
Flo+h) = f(@) +h f /(@) + o f (@) + o )

Ef= <1+hD+ (hg)z + (h?lj)g +~~>f(:1:)

Ef=e"Pf(x)

finalmente podemos expresar las relaciones entre los distintos operadores como
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\ E A 5 v D
E E 1+ A 1+§+5\/1+§ o ohD
A E—-1 A 5\/14_%4_% % oD _
O | BB As ) Lo 2sinh (%P)
\Y 1—-FE1 HAA 5\/1+%_§ v 1—ehD
D linE In(1+4) w ln(lh%v) D
M= R EE S

3. Clase 3: Integracion Numérica
“...deriva el que sabe, integra el que puede ...

En infinidad de problemas en ciencias e ingenierias se requiere resolver

b
I:/ f(x) dzx (67)

numéricamente. La soluciéon de este problema es mucho maés sencilla que la analitica, y pasa por la
conceptualizacion de la definicién de la integral Riemman

b (b—a)/h
1:/@ f(w) dw = lim |h z; fla) (68)

En general, la idea es aproximar la integral por el drea bajo la curva medida en cuadriculas (por ello
toma el nombre de cuadratura) y la expresién general serd

b N
1= [ f@) dox 3 fw) v, (69)
a i=1

donde w; son los pesos asociados al método y las f(x;) son las funciones evaluadas en el punto z;.
La aplicacién més obvia de este esquema es el esquema (cerrado) de Newton-Cotes para funciones
razonablemente bien comportadas. Los puntos, z;, en el intervalo se encuentran igualmente espaciados
(ie. zig1 = x; +h = 20+ (i+1)h, con h = const). Asi, si expandimos el integrando en series de
potencias nos queda

x;+h

5 lwgf”’(xi) + - ) dx (70)

3!

conservando los dos primeros términos (aproximando la funcién con una recta) se tiene

z;+h
T = [ (F@) + (@) +0G) doen (370 + 3 i) ) ™)

i
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Jeo &

que constituye la integracion por trapecios. Integrando en todo el intervalo se obtiene

b
I= [ $0) dom SfG) +hflaa) + o b+ G fa) (72)

En donde es claro que los pesos w; son

h h
i = 77h7"'ah77 73
wi= {3 g (73)

Extendiendo la aproximacién, ahora hasta conservar el término cuadratico, se obtiene
z;+2h 1
T = [ ($a) +af' (@) + 3200 + Oa") ) o (74)
1 4 1
~h §f($i71) + gf(l‘i) + gf(l‘z‘ﬂ) (75)

lo que es equivalente a aproximar la funcién f(z) en el intervalo (z;,z;42) por pardbolas. Nétese que
se integra en dobles intervalos, o lo que es lo mismo, el niimero total de intervalos debe ser par. Igual
que en el caso anterior, en todo el intervalo la integral queda

b
I:/ f(z) dz (76)

h h h h h h
S (o) g () + o f(ws) + S f(ea) ek S AN ) + o f ) (77)
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por lo cual los pesos pueden identificarse como

h 4h 2h 4h 4h h
1= Y5 5 o0 o0 Ty 505 78
v {3 3°3°3 3 2} (78)

Un resumen de los métodos y sus ordenes es

Método  Orden Pesos
Trapezoides 1 (h/2,h/2)
Simpson 2 (h/3,4h/3,h/3)
3/8 3 (3h/8,9h/8,9h/8,3h/8)
Milne 4 (14h/45,64h/45,24h/45,64h/45,14h/45)

En general uno lo que ha hecho es aproximar f(z) en el intervalo (z;,x;41) por una recta (regla
de trapecios), f(x) en el intervalo (z;,x;+2) por una pardbola, f(x) en el intervalo (z;,z;+3) por un
polinomio de tercer grado.... Es claro que podemos pensar

N

B B
I:/ f(x) dz z/ W(2)F(x) do~ Y F(z;) w; (79)

i=1

como una expresion en la cual aproximamos la funcién f(z) en el intervalo [a,b] por un polinomio de
grado 2N — 1. Mas aun, uno pudiera generalizar el planteamiento a aproximar la funciéon en una base
cualquiera de polinomios |¢;) ortogonales:

N
fl@) =) il (80)
i=1
con un producto interno definido por

¢
/ (2w (@) P (2)d2 = (B4 |Gm) = Nidim (81)

De esta forma se seleccionan los z; para que sean las raices de los polinomios ortogonales, y los
pesos

¢1(z;) =0 (82)
wi = ——— Ny (83)
Oy (@3)dn+1(:)
A
conn=12---Nyay = M+ donde Ap es el coeficiente del término "V en ¢n(x) . Con esta
N

seleccion de pesos, w;, v abscisas, z; , se minimiza el error. En general el error Al viene acotado

B B N
I= / f(z) do = / W(2)F(z) dv =Y F(x;) w; + AT (84)

i=1
A TARED) (85)

Al= 3 N
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Los pesos y las abscisas vienen tabulados (ver Abramowitz, M. y Stegun, I. (1964), Handbook of
Mathematical Functions, (Dover; New York)).
Un resumen de los tipos de integrales, pesos y abscisas sera dada por las siguiente tabla de férmulas.

Integral Nombre Pesos Abscisas
2
1 2N+ 1
z)dx Gauss w; = Pyn(z;) =0
1 x T o i— 1)
f—1 ﬁdx Gauss-Chebyshev  w; = N T; = COS N
2N-IN /7
[e'e) 2 .
o€ 7 f(z)dz Gauss-Hermitte — w; = ——5—— Hy(zi) =0
! N (2
NYHY z;
JoSe“f(x)dz  Gauss-Laguerre w; = (V) Ly(x;) =0

(N + 1)2 L%V+1(l‘i)

queda por tratar algunas transformaciones de coordenadas y re-escalamiento para llevar

[a,b] — (a, B) (86)
(zi, wi) — (yi, @) (87)

Asi
[a,b] — (—1,1) (88)
(aci,wi)—><b—ga+y¢b;a,bgawi) (89)

Integracion por el Método de Monte Carlo La técnica bésica de la integracién por el método
de Monte Carlo es trivial y basada en la fuerza bruta de cémputo fundamentandose en el teorema del
valor medio para las integrales

b
I= / do (@) = (0= a) () = (b—a) 5+ 3 F @) (90)

(b—a)
N

Siempre se puede hacer un cambio de variables para transformar el intervalo (a,b) en uno més simple

(0,1)

de donde son claros los N pesos constantes w; = y los z; son seleccionados aleatoriamente.

(91)

de tal forma que

! 1
I= [ Ao f@)=(f)= 53 fa) 92)
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4. Clase 4: Tratamiento de Datos

4.1. Los Datos y las Funciones

Dada una tabla de datos (tedricos o experimentales), digamos la seccién transversal de dispersién
en funcion de la energia de incidencia de la particula. Normalmente la situacién que encontramos es,
normalmente, unos valores medidos experimentalmente y otros obtenidos de la descripcion tedrica del
fenémeno

E(MeV) 0 25 50 75 100 125 150 175 200
Oex(mb) 10,60 16,00 45,00 83,50 52,80 19,90 10,80 8,25 4,70
ore(mb) 9,34 17,90 41,50 85,50 51,50 21,50 10,80 6,29 4,09

En principio tenemos dos posibles visiones del problema. Una consiste en determinar los valores
intermedios de la seccién transversal experimental para dos energias medidas. La segunda vision del
problema seria: si, se considera correcta la descripcién tedrica del fenédmeno, como ajustar algunos de
los parametros alli presentes para apegar su descripcién lo méas posible a las mediciones experimentales
y asi obtener alguna informacién adicional.

La primera visién técnicamente debe considerarse como un problema de interpolacién: dados dos
puntos (x1, f(z1)) y (z2, f(z2)) encontrar los valores de la funcién f(z,) para construir los puntos
(2.1(2)) conz, =2

La segunda, corresponde al problema de ajuste de una curva (funcién) a conjunto de datos ex-
perimentales. Esta tltima visién del problema admite dos enfoques. Uno global, en el cual una tnica
funcién (como corresponderia teéricamente) describe el fenémeno y los errores son de la medicién. Més
aun del ajuste de una tunica funciéon uno obtiene una informacién adicional. Por ejemplo, la funcién de
Breit-Wigner o

P (93)
(E—E.)"+
describe (teéricamente) la seccién transversal y las constantes ., og y v deberdn ser determinadas del
ajuste y corresponden a propiedades mas complicadas del experimento.

El otro enfoque, (tedricamente) mas modesto y menos frecuente es aquel que impone el mejor ajuste
local y a partir de alli se construye una funcién a partir de los datos experimentales.

Asi, interpolacion y ajuste de curvas son dos herramientas orientadas a tratar las tablas de nimeros
como funciones analiticas. La Interpolacion se invoca para inferir informacion local de un conjunto de
datos incompletos, mientras que el ajuste de curvas pretende darnos una idea del comportamiento
global de la funcién

4.2. Interpolacién

Lo primero que se nos ocurre cuando abordamos el problema de una tabla de datos

z T T2 R Ti+1 o I

f@) fz) f(a2) - f(xi) f(migr) - f(zn)
es trazar una linea recta entre los puntos (z;, f (z;) = fi) v (©i+1, f (xit1) = fi+1) - Vale decir,
Ty

f(if):fH-L

g (fiv1 — fi) + Af(z)  x € [2i,Ti41] (94)
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0 equivalentemente

T—Tiy1 , | T—T

f(z) = Pt —— firn+Af(z) € [wi, 2] (95)
con r r
(1) — Im
P =— k
i () P ANomF (96)

y donde el error viene acotado por el segundo término en la expansién en Taylor

IAf ()] ~ maXng@fNH

De igual forma, uno puede pensar que localmente la funcién que describe los datos puede corresponder
a un polinomio de bajo grado, digamos (n — 1). Asf

(Tip1 — ) (97)

n—1
filw) =) aja! (98)
3=0

por lo cual existiran varios conjuntos para distintas regiones de la tabla de datos. En todos los casos esos
polinomios “tocaran” los n puntos contenidos en la tabla de datos. Uno puede verse tentado a describir
toda la tabla de datos con un unico conjunto {ag,ai,---an—1}, pero eso lo haremos cuando exista
una muy buena razdén para intuir ese comportamiento de los datos. De esta forma si generalizamos la
expresién (95) tendremos que

n+1

f@)y= S PM@) fi +Af(z) @€ o] (99)

k=1

polinomio de orden n

y ahora los multiplicadores de Lagrange, vienen dados por

n+1
(n) L= Tm
P (x) = _ 100
Co=T (100)
El error estara representado por
f(n+l)(a)
Af(z) = ) (—a1) (@ —22) (T —Tpt1) @€ [5,Ti41] (101)
méx [f"+Y) (a)]
A < n+1 1 2
85l < gy (102)

Tradicionalmente los coeficientes fi se generan mediante una tabla de diferencias divididas mediante
el siguiente algoritmo

Para k=0,...n haga
Para i=0,...n-k, haga
Calcule
o i)
Fin HagaPara i
Fin HagaPara k

_ Jmewige]l = flreigp_a]
Tipk—Ti
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y la tabla generada para n =4 es

Ty f[]Ef() f[ﬂ} f[ﬂ] f[?ﬂ] f[HH}
o [ [%o]
f[$0,$1]
Ty f 7] [ [zo, 1, 22]
f w1, 2] [ [xo, x1, 22, 23]
vy f[xo] [z, x2, 23] [ zo, 21, w2, 23, 74]
[ w2, 3] [z, z2, 23, 4]
3 f[xg] f 2, 3, 24]
I3, 24]
vy f[x4]

y el error estard por el orden de

Af(z) ~ I f [x0, x1, 22, 23, w4] — f [w0, 21, T2, W3]|| + || f [0, 71, W2, T3, T4] — [ [0, %2, T3, T4]|
2

Supongamos como ejemplo (ya perdido en la historia) como lo es aproximar el valor de la funcién
coseno conocidos cuatro valores de la funciéon para dngulos medidos en radianes

0; cos 0; cos [, | cos|,,] cos|,,,] cos|,,,,]
0,0  1,0000000
—0,09966715
0,2 0,98006657 —0,4921125
—0,24730090 0,0371062
0,3 0,95533648 —0,4772700 0,0396700
—0,34275490 0,0609082
0,4 0,92106099 —0,4529067
—0,47862690

0,6 0,82533561
Si utilizamos tres puntos de interpolacién tendremos un polinomio cuadratico en 6 de la forma
cos 0 = p?(0) = cos by + (8 — 0y) cos [fo, 61] + (6 — 6) (6 — 61) cos [, 01, 6]
y asi

cos (0,25) ~ 0,98006657 -+ (0,05) (—0,24730090) + (0,05) (—0,05) (—0,4772700)
c0s(0,25) ~ 0,9688947
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5. Clase 5: Tratamiento Estadistico de Datos

5.1. Distribuciones, Promedios y Desviaciones.

Las limitaciones impuestas por la realidad obligan a un conjunto de errores en la medicién de
cantidades. Estas limitaciones son compartidas tanto por el aparato de medida como por el objeto de
medicién y, muchas veces, las limitaciones son inherentes a la teoria que estamos utilizando para poder
medir. Por ello la descripcién estadistica de los datos experimentales se hace necesaria. En estos casos
la disparidad de una misma medicién nos lleva a reflexionar sobre cual sera el valor real de esa medicién
y, de igual forma, cual sera el valor més probable de ese valor. Esto nos obliga a adscribir ese valor a
una distribucién estadistica. Veamos algunos elementos quiza conocidos por Uds en esta descripcién de
los datos:

El Promedio o valor esperado ji de ocurrencia de una medida x; en N ensayos es

N
f= < T = N Z T
=1
y p, también promedio, si N — oo i.e.
1 X b b
M:J\;llnooN;xi_)M:/a dz xp(x) con /a dz p(z) =1

donde p(z) es la distribucién continua de ocurrencia asociada a la medida x.
Por lo tanto, otras cantidades relacionadas con esta distribuciéon emergen: la mediana

pr = plr > p1) =ple < p1)
el modo o valor mas probable

Prmax = D(T = fhmax) S P(T # fmax)

la desviacion media absoluta

N
1
ADev(an, -+, ax) = - o — sl
=1

y la variancia, Var(zy,--- ,zy), o desviacién cuadratica media, o, de un valor del promedio
b 2
0? = lim Var(zy, - ,zy) = lim — E —o?= | dz (z—p)’px)
N—oo N—oo N a

Existe una sutileza adicional que corrige la variancia si el promedio p de la variable se desconoce a
priori y se calcula de la data experimental. En ese caso la desviacién cuadratica media se calcula como

_ 25\41 (m; — M)2
S‘Vlewh ”W—¢Az1
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La variancia en cualquiera de sus formas, claramente se asocia con el error en una medida. De hecho,
el error probable e de una medida se define si

pte 1
/ dz p(z) = 5
u—e 2

En general todas esta cantidades estan asociadas a los momentos de una distribucion

r = 0 = condicién de normalizacion
r = 1 = promedio
b r = 2 = variancia
Hr = / dz (z—p)" p(z) < Y r=3= simetria
¢ r =4 = exceso 0 kurtosis

Los momentos de menor orden (r = 1 y » = 2) son mdas robustos que los de mayor orden . Ma&s
aun, la desviacién absoluta es més robusta que el promedio y si acaso se utilizan los momentos de
orden superior deben ser considerados mucho cuidado. El concepto de robustez tiene que ver con la
insensibilidad de la definicién a diferentes tipos de datos. En otras palabras que siempre se comporta
igual. La simetria (r = 3), como su nombre lo indica muestra cuan simétrica es una distribucién. el
exceso o kurtosis indica cuan plana (alrededor del promedio) es la distribucién.

5.2. Distribuciones Tedricas mas populares

Es claro que requerimos asociar una distribucién p(z) a un conjunto de medidas para poder obtener
una cantidad adicional de informacién. Existen varias opciones de distribucion asociadas con compor-
tamientos particulares de los datos a los cuales se les asocia.

La distribucién binomial o de Bernoulli Pg(N,n,p) describe la ocurrencia de n eventos inde-
pendientes con probabilidad individual p en N ensayos

N N— N! N—
Pp(N = (1 - "= p" (1-— "
(N, n,p) < n )p (1-p) Rk (1-p)
con las consecuentes cantidades mas robustas y utilizadas
up = Np Promedio
Pp(N
(N, p) = { op=+/Np(l—p) Desviacién Cuadratica

La distribucién de Poisson

[

Pp(n,,u)zﬁe con u=Np
Pp(n,p) = J\{_}Olgm]HO Pp(N,n,p)

describe experimentos en los cuales existe un niimero elevado de ensayos con probabilidades pequenas
de ocurrencia de eventos. Los curiosos valores para el promedio y la variancia son

= =N Promedio
Polny) = { pp = pp = Np

op =/ = Np Desviacién Cuadrética
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Esta distribucion esta caracterizada por un Unico pardmetro p constante. Es asimétrica para valores
de p < 1y se aproxima a la distribucién normal o Gaussiana para p > 1

La distribucién normal o Gaussiana describe situaciones en las cuales la probabilidad individual
de p ocurrencia se mantiene constante independientemente del niimero de ensayos N que se planteen.

Viene descrita por

—(z—p)?
1 e 202

P, = If Pg(N =
G($,M,O’) N—>o<1>mp7é0 B( ,n,p) o/2n

La razén de la popularidad de esta distribucién se apoya en el Teorema Central del Limite o también de
Convergencia Normal, que afirma que cualquier distribucién converge asintéticamente a la distribucién
Normal para N suficientemente grandes.

Pg(n,p, o) = { HG = 1B P romedio

oc =+/Np(1—p) Desviacién Cuadratica
Para finalizar mencionamos de pasada la distribucién Lorentziana
1 o
Pr(z,p,0) =~ T2, o
T@—p) to

la cual se encuentra en varios fenémenos fisicos como lo son la disipacién de potencia en funcién de la
frecuencia a través de una resistencia de un circuito RLC o su equivalente mecanico. También describe
la forma natural de una linea de emisién cuando un sistema cudntico decae de un estado excitado a
otro de menor energia. Esta forma natural de la linea descrita por esta distribucién se expresa en que
el “ancho” de la distribucién a media altura es igual a dos desviaciones estandares.

5.3. Funciones Probabilistas

A partir de las distribuciones teéricas se pueden definir un conjunto de funciones probabilistas del
tipo

Q@)= ["pt)dt »=q P(-2)=Q(z)

A(z) = [7,p(t) dt

algunas de las cuales, para el caso particular de la distribucién normal, se convierten en funciones

conocidas
2

A (\@x) =2P (\@x) —-1= \/22? /_\fx exp <_2t> dt = erf(z)

5.4. Un Experimento Ilustrativo.

Considere un conjunto de mediciones tendientes a determinar el largo de la cuadras en una hipotética
ciudad. La siguiente tabla representa 25 medidas en metros
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Med. # | Largo || Med # | Largo | Med # | Largo
1 50.6 2 50.3 3 50.6
4 47.7 5 50.7 6 49.4
7 50.6 8 50.7 9 48.7

10 50.7 11 50.5 12 49.3
13 50.5 14 48.9 15 50.2
16 49.2 17 51.0 18 48.3
19 50.7 20 49.9 21 51.2
22 48.7 23 48.6 24 49.1
24 51.6

wo =499 c =10

Para ajustar estos datos a una distribucién tedrica construimos un histograma de tal forma que las
columnas indiquen el nimero de ocurrencia de una determinada medida a intervalos de 1 m. Asi para

47<1<48=>n=1
48<1<49=n=5
49<][<50=n=5
50<l<bl=n=11
8<I<49=>n=3

Dependiendo de nuestra capacidad de medida podemos tener varias tablas como ésta o por el contrario,
otra con muchas mas medidas. En el caso de que tengamos varias (digamos 25) tablas con 25 medidas
tendremos que seleccionar la distribucion tedrica a la cual ajustar nuestro conjunto de medidas. En
este caso construimos 25 histogramas siguiendo el esquema arriba indicado. Cada columna tendra una
distribucién de alturas con una dispersion relacionada con la distribucién seleccionada. Si el rango de
error de la altura alcanza la distribucion tedrica tendremos un criterio para aceptarla o descartarla.

En el caso de que nuestro aparato de medida pueda tomar muchas medidas en un mismo experimento
(digamos 2500 medidas) entonces podremos suponer (siguiendo el Teorema de Convergencia Normal )
que este conjunto de medidas sigue una distribucién normal o Gaussiana. En ese caso podremos hacer
algunas inferencias a partir de los datos que hemos obtenidos. Por ejemplo:

pto 1 pete —(w?
A(o) = / Pg(t, p,o) dt = / e 202 dt =0,68
3 p—c

. oV 2m
con lo cual estamos diciendo que si hacemos 100 medidas del largo de la cuadra, obtendremos 68 veces
valores del largo entre 48.9m y 50.9m.
5.5. La Estadistica y la Propagacion de errores

La incidencia de los errores experimentales (bien sea de medida o errores aleatorios) en una cantidad
funcién de una variable independiente se puede expresar como

y:f(x):>y:|:Ay:f(ac:|:A:U):f($)+(:tAw)%+---:>Ay%%A:c
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y equivalentemente para una funcién de varias variables a través de un diferencial total

_ of of Of A
y—f(u,v,w, )iAyNaA +8A +8
y es comun asociar Au; = (u; — (u)) = (u; — py,) por lo cual
_JOf Of (4, — OF (o —
Ay; = (yz - My) = {8u (uz Mu) + v (Uz Mv) + ow (wz Mw)}

por lo cual

| N
‘7@2/ = ]\}LOO N Z (i — Ny)Q
i=1
N 2
oy L of of of .
= ]\}Enoo N ; { ou (uz ,Uu) + p) ('Uz ,U"U) + P (wz Nw)}
por lo cual
N 2 2 2
of / /
2 _ L o] v YJ
7 = i 2 { [8u (us ““)] N [a (v ’“)] " [a (s W)] "
of of of of
+2%(z u)%(z )+2%( Nu)%(wz Poaw)
of of
+28v(z v)aw( z_Mw)}
of\? of\? of of of of of of of
2 _ (9] 2 o5 2 o5 2 2 0] 0] o
% = <8u> U“+<8v> %+ (Bw) 0T 255 007 T 2y a0 T 250 g0
donde hemos extendido la definicién de variancia a covariancia.
| N
2 A ,
Ouv = ]\}Enoo N Z (wi — ) (Vi — po)

i=1
Siu y v no estan correlacionadas, i.e. si la probabilidad de obtener un valor u; es totalmente indepen-
diente de obtener un valor v; o, mas directamente en término de errores, si el error en la media de u

no incide en la medida de v entonces o =0
Supongamos los siguientes eJemplos

of _
yzau:l:bv:>{ g} }:a§:a203+b203:|:2ab012w

o — qu ) ) 0_2 2 2
yzauv:>{ %:au }:a;:(av) o2 + (au) ag+2a2uvafwzy2( +U2+2u1;’)
(%

0 a 2 ) 2 2 2 2
U gl —a a au a“u o o o
2 2 2 U v uv
=a— = ou v =0, = (7) o +<7> Oy —2—F0,, =92 —5+—5 —2
y v { of — g4 } Y v “ v2 v g3 Tuww T Y 2 T2 uv



5.6. La Funcién mas Probable

Supongamos el caso del decaimiento espontaneo en el cual partimos con un niimero Ny de particulas
ent =0y al cabo de un At, AN particulas han decaido

1 AN 1 Cnt/r
AN = ——N(#)At = — = ——N(t) = N(t) = Nog .
Tp(t

es decir, hemos reinterpretado la ecuacién del decaimiento espontdneo como una ecuacién probabilista
en la cual p(t) = %e_t/ ™ es la probabilidad de observar una particula decayendo en el tiempo t. Si
medimos en distintos tiempos: ¢1,t2 t3... y queremos determinar la mejor funcién £(7) que se describe
el proceso de decaimiento tendremos

l al t; 1 [

L(T) = Hp(ti) = Hexp <—7f — 1n7‘> = exp (—T [Z ti] — N1n7'>
=1 =1 i=1

donde 7 todavia es desconocida, pero

dc(r 1 [& N 1 &
d(T)—(Tz[Z“]‘T)‘(T)— RPN

i=1

es el valor de 7 = 7 que maximiza la funcién £(7). Si queremos determinar el grado de incertidumbre
asociado con el pardmetro T = u, es claro que

—(T—#T)Q _
1 5k oo dn(L() _ o :UT:[

) N'jo)o 0'7_\/271' dr O'z

Ahora bien si
1 N T
L(T)=exp| —— til —Nlnt =0, = ——
m=en (=5 [3pe] - vur) w

Mas ain, para cada punto de la medida podemos suponer una distribucion de tal forma que en cada
punto inciden errores

n(L(r)] 2
L(r 1 dln(£( ))]

T — r dr

—(zi—p)?

i H) N
p(x;)dz; = Ui\l/%e 207 dw; = L(p) = (H Uif/ﬂ) exp (_; Z [%} 2>

=1 i=1

con el maximo que implica el mejor valor de & que

Camey _ 4(5)

Ny -1 N 1
dp dp Y :w:(Zf) ZU?

i=1

Q
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Obviamente si la incertidumbre, o;, en cada uno de los puntos es la misma se obtiene la expresién
tradicional del promedio. Adicionalmente, la incertidumbre en el valor de ese promedio [i serd

NTorouN? & 9 N T
=3[ (2)] - (1 (52) Sie

i=1 i=1 i=1

2

2

>l ([S4] 2)|-Ta

i=1 i=1 ¢ ( i=1 ¢

siempre y cuando se ignoren las correlaciones entre los errores de las diferentes medidas

5.7. Meétodo de Minimos Cuadrados
En general, una funcién que describa los datos experimentales tiene la forma de
Yy = f(x;al,ag,a3,~ . 7an)

donde los pardmetros a1, as, as, - - - , a, deben tomar los valores éptimos para que f(z; a1, as,as, - ,an)
la mejor funciéon que permita la descripcion de los datos experimentales. Si y; son los valores experi-
mentales en x = x; podemos suponer que podran ser asociados a una distribucién normal de la forma

—(yi—£i)*
1 —Wi—fi)”
p(t) do = Nors 20 dw con f;= f(wiar,az,a3,- - ap)
o;V &T
por lo cual
N 1 —(%7—2)%)2 N 1 (wi—fi)]?
£a7a7a7...7a = e 207} = —— ] ex —_— [L}
(a1,az,a3 n) 11:11 Uim 11:[101'\/% P 2; "

siguiendo con el proceso arriba mencionado tenemos n ecuaciones con n incégnitas

o(z [+57) .
=y

=0 con k=1,2,3,---,n
Oay,
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6. Clase 6: Ecuaciones Diferenciales Ordinarias 1

6.1. Vocabulario

Ecuacién diferencial ay ()
Y
=L~ F(y(t), ¢
2~ PGy t)
donde y(t) es la funcién incégnita o variable dependiente y ¢ es la variable independiente
El orden de una ecuacion diferencial se refiere al grado de la derivada

dy(t) + go(t)y(t) = f(t) primer orden

Cud) 4 5 (8D 4 got)y() = F(t) segundo orden

'd n—1 _ d - — .

dtS) + Gni(t) dtnggt) o gi(t) ?égf) +go(t)y(t) = f(y(t),t) n-esimo orden
mientras que el calificativo de lineal o no-lineal tiene que ver con el exponente (o el tipo de funcién)
que presenten la funcién y sus derivadas y o los productos mixtos

<d?<117§tt))q + go(t)yP(t) = f(1) no lineal primer orden

2 q m ~
ddtg) + g1(t) (dzé—gt)) + g10(t) (%—?) Yy (t) + go(t)yP(t) = f(t) no lineal segundo orden

Si f(t) = 0 la ecuacién diferencial se dice homogénea y si f(t) # 0 serd inhomogénea.
La ecuacién del péndulo fisico amortiguado y forzado, una vez adimensionalizada con 4/l/g como
unidad de tiempo, vale decir t — 7 =t/\/l/g, puede ser escrita como

dZGT(QT ) 4 71:1 dad(tT ) + sen 0(1) = % coswpf(7T) no lineal segundo orden, inhomogénea

lineal segundo orden inhomogénea
s{ O(7) =~ sen (1) ’
Las ecuaciones diferenciales pueden ser ordinarias si existe una sola variable independiente o

2 T
D 4 kT 4 g(r) = A coswob(7)

parcial cuando son varias variables independientes
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¢

p812+q8:r:8y+rgQ¢ ¢+t +u¢+7}_0
b= p(-%', y)
q=q(z,y)
r=r(z,y)
lineales = s = s(z,y)
t=1t(z,y)
u=u(z,y)
\ v = ’U(:L" y)
b= p(JU, Y, 0z, 3y¢a a:cy¢a 2¢7 62¢)
q= q(:v,y, 029, @;gb, azy¢a )
r= ((L‘ Y, m¢a y¢a zy¢a 2¢a8 )
no lineales = < s =s(z,y,0:0, 0yd, Oy, §¢5, 02¢)
t= t(x Y, x¢a y¢a xy¢aa ¢v 82¢)
U = (‘7: Y, xd)a y¢a zy¢a §¢,82¢>
v = ($ Y, x¢> y¢7 xy¢7a ¢a axd))
Elipticas = ¢ <dpr
Parabdlicas = ¢° = 4pr
Hiperbdlicas = ¢> > 4pr

Los casos tipico de ecuaciones lineales en derivadas parciales son los siguientes:
2 2 .
V2¢ (x,y) = 27(5 + g—y(f = p(x,y) Ecuacién de Poisson Eliptica

82§i§7t) = aqﬁgg’t) Ecuacién del Calor  Parabdlica
2 2
9 gg(;”’t) = v%a gg,t) Ecuacién de Onda Hiperbdlica

Adicionalmente, estan los problemas de valores iniciales y los problemas de frontera.
Valores iniciales

TYD 1 G1(6) %D+ Go(t)y(t)

Valores de Frontera

i) {y(tzo)zy(O)ngo

(a)
dzvigt) +a(t ) () T Go()y(t) = f(t) ygag =
(a)

6.2. Sistemas Dinamicos

I
T e

— — — —
I

<.

b

Dada una ecuacién diferencial de segundo orden de la forma

de?
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siempre se puede convertir en un sistema de ecuaciones lineales al extender el espacio de variables de
la forma

de? dt

d(ajct(t) Cl:efp(t) } N d?x(t) _p <d m(t),l‘(t),t) - { dgt(t) = p(t)

Asi dado un conjunto de potenciales eldsticos y las fuerzas que de ellos derivan,

,

kx —p=1 _kﬁ
ka2 —p=2 —kx
2 d V(z)
V(I) = 1, 3 :>Fk(x):— d :>Fk($): 9
zka® —p=3 X —kx
1 | P _ 'P—l x
L | Bl gy

el sistema dindmico correspondiente a la ecuacién de Newton correspondiente sera

d Q(t) ) p(t) Pl
ar FQ@)1) = dt - 1 z(t)
% [Feat (2(t),1)] — k ”x(t)Hp_ Tz @)
6.3. Los Métodos y su Clasificacion
Dada una ecuaciéon diferencial de primer orden, dzé(xx) =1/(z) = f(y(x),x), con y; el valor de la

funcién obtenida con el método, con yi # y(zk), donde zx = z¢ + kh y h el paso. Diremos que un
método es de paso tunico si la determinacién de yg11 sélo involucra un tnico valor de y; y multiple
paso si para calcularlo se utilizan varios valores Y, yx—1,- - ,Yr—p. Por otra parte se denomina un
método explicito si para determinar ¥ se utilizan valores anteriores yi, yx—1, - , Yx—p y implicito
si se utilizan una funcién del mismo valor yy,1. Asi

Ykl = Y1 + 20 [ (21, yr)

representa un método explicito de paso dnico mientras que

h
Yk = Yk + g Uf (@, ur) + f (Tra1, Yrs1))

sera implicito de miiltiples pasos.
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6.4. EIl Rebusque de Taylor

Tal y como hemos dicho arriba, dada una ecuacién diferencial, su solucién a través de un método
de paso tnico puede ser escrita como

Y (x) = f(y(x),z) = yrt1 = Yo + @ (Tk, Yx, 1) con h=wmit1 —
Lo primero que se puede hacer es expandir por Taylor alrededor del punto x = xj

1 1

y(z) = yler) + (= xp) y'(ze) + 21 (z—a)? y'(zp) + - + ] (= z)" y" (ag) + -
e identificamos
y(or) — yry' () = fy(@), )
Y () — f (k> z1)
V') = o) = 5|+ S
Y=Yk Y=Yk

0
n 1 o ! ! !/ ! ! / 1!
y"(xk) = " (ks wk) = Ouf' + Oyt Y = Ouaf + Ouyf) Ui + [Oyaf + (Oyyf) Yi] vl + Oy f v,

por lo que reconstruimos la serie de Taylor hasta el orden que podamos o requiramos

1 1 1
Ynt+1 = Yn + 1 f(yg, k) + 5712 Iy, or) + §h3 "y, o) + - + ] A FOD (g, ag) -

quedando acotado el error por

“rea = gy 1 1 0(.2(6)

6.5. La idea de la Integracion

La idea de integrar una ecuacién diferencial ordinaria puede ilustrarse, formalmente de la siguiente
forma

§ (@) = F(),2) = g = i + / T de F e

Tk

entonces el método se centra en como se aproxima la funcién dentro de la integral
Euler Se aproxima la funcién con en el punto anterior

[Tk, yr) = Yet1 = Yk + 1 [ (28, Yr)
Euler Mejorado o Heuns Se aproxima la funciéon mediante un promedio en los extremos

LU @i k) + f @t vks1)] = Yks1 = Uk + 2 [f (@r, k) + F (Tht1s Y1)

= Yri1 = U+ 5 [F (@e,w) + F @rs1,ve + B f (20, 00))]

con h = x;4+1 — x; el paso de integracién. Notese ademds que hemos utilizado Euler otra vez para
expresar Yr+1 = Yr+1(Yk, Tk)
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El Método de Euler constituye una expansién por Taylor hasta primer orden por lo que el er-
ror es claramente de segundo orden por cuanto si comparamos con la expansién en series de Taylor
correspondiente tendremos

dy h? d%y
Yk+1 =Yp +h — + 13
do |,_,, 2! dz?|,_,
h? d%y
letotll < 57 =5
2! do?|,_,

6.6. El Método de Euler y el problema de Valores Iniciales

Este método si bien no se utiliza en la préictica en su forma estdndar para ecuaciones diferenciales
ordinarias, si ilustra el proceso de discretizacién de una ecuacién diferencial y su solucién mediante
métodos numéricos.

Para resolver la ecuacién de un oscilador arménico libre que parte del reposo, i.e.

d?o(t k do(t
dtg) i olb) =1y &)

+wid(t) =0 con: wi = &

=0

t=to

en la cual ¢(t) representa la posicién de un cuerpo de masa m unido a un resorte de constante eldstica
k.
Discretizando mediante diferencia centrada

2
ddﬁgt) ~ % [p(tiv1) — 20(t;) + d(ti1)] = %

con lo cual la ecuacién del oscilador libre queda como
d*o(t)
dt2

esta ultima ecuacion es la versién en diferencias finitas de la ecuacién diferencial y es claro que se
convierte en una ecuacién algebraica. Finalmente, los dos valores iniciales para la iteracién ¢g y ¢1
surgen de las condiciones iniciales

h=tiy1 —ti; [Git1 — 205 + Pi—1]

~

+wio(t) =0 = $ir1 — (2 — h?wd) ¢ + di_1 =0

6.7. El Método de Euler y el Problema de los Valores de Frontera

Con la misma metodologia podemos abordar el problema de valores de frontera para la ecuacién
que representa la variacién de la presién ¢(x) a lo largo de un tubo de longitud [

d2
di(;)—l—ﬁ;2¢(x):0 con ¢o=¢(z=0)=p vy on=¢x=1)=p

esta vez discretizamos respecto a la variable espacial

d*¢()

dz?

+ /{2¢(x) =0 = Pir1 — (2 — h2/<;2) ¢i+¢di1=0 con h=ux,1—x;
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y armamos un sistema de ecuaciones algebraicas que debemos resolver, ahora no de forma iterativa,
ie.
¢2 — (2= h*K?) g1 +p =0
¢3— (2= h*K*) 2+ 1 =0
b1 — (2—Rh°K?) 3+ 2 =0
:=0
¢n—1— (2= h*K*) dn_2+ pn_3 =0
p—(2—h**) dn_1+ dn-2=0

que se convierte en notacién matricial en

(2 — h?x?) 1 oo 0 0 o p
1 2—h2k% 1 0 ¢2 0
: Y 1 : : =
0 e 1 (2—h?k?) 1 PN -2 0
0 0o - 1 (2 — h2k?) PN-1 —p

al resolver el sistema tendremos el valor de la funcién en todas las posiciones:

b0 =p; 91 = ¢(x = h);p2 = p(x = 2h);--- - sdn_1=¢(x = (N —1)h);on =p

6.8. Los Métodos de Runge-Kutta

Es el conjunto de métodos mas populares y de mayor uso. La idea del método de Runge-Kutta es
producir resultados equivalentes a desarrollos en Taylor de orden superior a Euler en métodos de un
Unico paso por lo tanto

Tp4+1

yﬁﬂZﬂM@ﬁ%¢%H=ywﬁ/ A 1 (€, (€)

Tk

y se aproxima la funcién con un promedio ponderado.

F&y©) = a flywar)+ 8 fys+0 f(yk, ) hi, i +v hi)]  con  hy = 1 —

donde «, 3,7 y 0 son los pesos estadisticos a ser determinados. Por lo tanto

Ykt1 = Yk + [ f (e zr) + 8 f (e + 90 f (yr, or) by 2 + v 7)) B

Expandiendo por Taylor de dos variables
1
9@+ A y+ ) =g (@) + [\ Oag +p Oyg] + 55 [N 029 + 2\ Ouyg + 1* Dgg] + -+
tendremos
k1 = Yk + [+ 8] fe hie + B[y Oufr + 0 fr Opfil hi+

2 52
+ 8| GO+ 290 fi Ooyfi+ 5 SR O fi| B+
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con fr = f (yx,xx) y como se ve claramente, queda libertad para escoger
Euler Mejorado o Heuns o =(= %; vy=0=1
Ykt = Uk + fr b + 5 [0ufi + fr Oyfr] B2
Euler Modificado a=0; B=1;, y=§= %
Y1 =Y + fr b+ [300fk + 5 fi Oyfr] h3

Runge-Kutta de cuarto orden aproxima la funcién f (£, y(£)) en cuatro puntos intermedios en el inter-

valo x < & < xpy1 por lo cual
Ykt1 = Yk + [ K1+ B ko + 7y K3 + 0 Ka] hy,

podemos plantearnos varias formas de hacerlo

hy,
Y+l = Yk + — [K1 + 2K2 + 2K3 + Ka4]

6
donde
K1 = f (xlmyk)
1 1
ko = f <£Uk + §hk, Yk + 2/61)
f + 1h + L
= €T — —
R3 k B ky Yk 2f€2
ka = f (o + hi, Y + K3)
o también .
Y1 = Yg + gk [k1 + 3ka + 3K3 + K4
donde
K1 = f (xknyk)
1 1
ko = f <$k + ghka Yk + 3/61>

1 1
= —h -
kg = f <33k+ 5 ks Y+ 3f€2>
ra = f (z + hiy Yp + K3)
M4s ain el método de Fehlberg de 4/5 orden se puede escribir como

Yer1 = Yk + by [Cr1 + Cokg + Csrg + Cykg + Csks + Corg) + O(h)
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f(wk, yk)

[ (xr + azhy, yr + ba1k1)
f(

f(

K1

K2

K3 x + ashy, yi + bs1k1 + b3aka)
4

Tk + aahg, Yi + bark1 + baoka + byzkz)

ke = [ (xk + aghy, yr + be1k1 + beaka + be3kz + beaka + besks)

la cual puede ser redefinida y truncada para obtener

Uk+1 = Yk + hg [élﬁl + C’QHQ + 03,%3 + é4/€4 + 6'5,%5] + O(hs)
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7. Clase 7: Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, 11

7.1. Métodos Multipaso

Los métodos multipaso se basan encontrar el valor y,,4 como una funcién de k valores precedentes:
Yntk—1, Yntk—2, Ynt+k—3, *- Yn . Para k = 1, retomamos los métodos de paso tnico del tipo Euler
o Runge-Kutta. Seréd explicito (abierto) si el valor y,.x puede ser calculado directamente o implicito
(abierto) si la féormula contiene el valor y, . deseado.

Otra vez la idea estd en aproximar el argumento de la integracién formal

Ti+1

Y (@) = Fy(a),2) = pig1 = vi + / d f (,y(€)

Ti—k

nétese en este caso que el punto ¢ 4+ 1 recibe la contribucién de k£ puntos anteriores. El integrando
f (& y(&)) lo aproximaremos con un polinomio de interpolacién de Newton de orden n. Tal que

F(& (&) = [ (&) =pn(§) + Rn (§)

con py, (£) el polinomio de interpolacién y Ry, (§) el residuo. Donde ;

Pn (.%') = f [xn] + (.%' - mn) f [xnaxn—l} + («73 - xn) (1' - xn—l) f [x’n; xn—hxn—Q] + -
+(z —2p) (T —2n1) (T —2p2) - (. — 1) f [T, Tn—1, Tn—2, T3, - - - o]

FI©)

1) con g < ¢ < Ty

R, ()= (z —zp) (z —2p-1) (x — Tpn—2) - - (x — x0)
haciendo p,, (x) = f (z,, + ah) con « cero o negativo de tal modo que en términos del operador difer-

encias atrasada V f(x) = f(z) — f(z — h) siendo h el incremento

ala+1)(a+2)
3!

(a+1)

f($n+ah):fn+avfn+g ol v2fn+

_’_a(a—i—l)(a—f—i?-- (a+r—1)

V2 fot

V' fn

donde hemos denotado f, = f (zn,y(7n)), V" fr = V" f|,._, , ¥y = (z — x;) /h Por lo tanto

Yirl = Yi +/ - d¢ f(&y(6))

i—k

1
:yi—i—h/ da f (x, + ah)
—k

2 1\ V2f, 2 V3§,
yi+1—yi+h|:06fi+a2v,fi+042 <a+>f+042 <a+a+1> 7f—|—

3 2 2! 4 3!
a® 302 1lla \Vas? !
+a2<+++3> +]
5 2 3 4! e
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por razones de conveniencia que son evidentes al hacer el desarrollo, se toman las férmulas para k = r
y k impar y obtendremos

=0 Yir1 = i + b [fi+ 5V i+ 5V i + §V3 ]
r=3 } =

R=2031° fW (¢)
E—1 } yz+1—yz+h[2fi+0vfi]
rT =

R=1hn3f@ ()
k=3 Yir1 = yi + h[Af; — AV f; + 2V2f; + 0V ;]
r=3 } =

R=gh*f ()
Yir1 = yi + h[6f; — 12V f; + 15V2f; —9V3 f; + 32V ;]

k=5
7“:5} - 41
R=£LRTFO (¢)

y al expresar las diferencias atrasadas las féormulas explicitas (abierta) quedan expresadas como

r—3 } Yir1 = Yi + o [55fi — 59fi—1 + 3T fi—2 — 9f;—3] R~ 0O (k)
k=1

r—l } Yi+1 = Yi + 2hf; R~ O (1)
k=

r—3 } Yir1 = Yi+ 2 [2fi — fio1 + 2fi o] R~ O (k)
h=5 4 4 O (h"
r=5 Yi+1 = ¥i + 15 (11f; — 14f; 1 + 26 f; 4fis+11fi 4] R~ ( )

Siguiendo el mis procedimiento se pueden escribir las férmulas implicitas (cerradas) para las mismas
“curiosas” situaciones. Para este caso la conveniencia se obtienes para k impar y r = k 4 2

=0 Yirr =Y+ h [fir1 — 3V fir1 — 5V i1 — 5 V2 fira)
r=3 } =

R = 230 fW (0)

k1 Yir1 =Yi-1+h [2fi1 — 2V fi — 3V fig1 — OV3 fipa]
St
T R=gkh5F@ (Q)
%0 20 2 83 144
b—3 } Yir1 = Yi—3 + h [4fis1 =8V fi — B2V2fi1 — SV fip1 + 5V i)
=
r=>5

R=ZSnfW (¢

desarrollando las diferencias atrasadas, tendremos

k=

r—3 } Yir1 = Yi + 2% [9fi1 +19fi-1 — 5fim1 + 9fi—o] R~ O (h®)
k=1

r =3 } Yi+1 :Z/i—1+%[fi+1+fi+fi_1] RNO(h5)
k=3

=5 } Yitl = Yi-3 + %}5‘ [7fisn +32fi +12f;i1 +32fi o+ Tfims] R~ O (h")
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Se debe puntualizar lo siguiente respecto a las férmulas explicitas e implicitas de los métodos
multipaso antes mencionados

= Los métodos multipasos, normalmente, requieren menos evaluaciones de las funciones que los
métodos monopaso para un mismo nivel de precisién.

» Los métodos multipaso requieren de un método monopaso que le permita determinar 108 ¥y, 4k —1, Yntk—2, Yn+k-
puntos iniciales.

s Las férmulas explicitas son, normalmente, menos precisas que las implicitas. La razén se fun-
damenta en que, mientras las explicitas extrapolan la solucién al punto y;41, las implicitas la
interpolan, por cuanto la toman en cuenta en el momento de calcularla.

= Las formulas explicitas e implicitas deben ser consideradas como complementarias, por cuanto
las explicitas pueden predecir el valor de y;11 necesario para la fiy1 = f(zit+1,vit+1) del calculo
* z . , .
de y, 4 en la féormula implicita.
Existen varias combinaciones predictor-corrector, entre ellas mencionamos:
Milne de cuarto orden

e Predictor h
Yitl = Yi—3 + 3 2fi — fi—1 +2fi—2]

e Corrector h
Yitl = Yi-1 + 3 [fir1 —4fi + fi-1]
Milne de sexto orden

e Predictor 3k
Yitl = Yi—5 + 0 11f; —14fi1 +26fi—o — 14fi—3 + 11 f;_4]

e Corrector oh
Yit1l = Yi—3 + © (7fis1 +32fi +12fi1 +32fio + Tfi_3]

Adams Modificado o Adams Moulton

e Predictor 1
Yirl = Yi + 2 [55fi — 59 fi1 + 37fi—a — 9fi_3]

e Corrector 4
Yir1 =yi+ oy 9fit1+19fi —5fi—1 + fi—2]

El método de extrapolacién multipaso més exitoso (conjuntamente con los métodos de paso tnico
del tipo Runge-Kutta) es el de extrapolacién racional de Bulirsch-Stoer en el cual se define un
paso superior de H y una serie de subpaso h, = H /7 con el aumento del niimero de subpasos, en algin
momento siguiendo algin criterio de convergencia se hace una extrapolacién (racional) que representa
el limite n — oo.
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El método de Bulirsch-Stoer tiene una estrategia diferente al los anteriores y posee, como motor
de aproximacién el método del punto medio modificado o salto de rana (leap frog). Este esquema se
utiliza con frecuencia en discretizaciones de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales y se basa en
aproximar la derivada por el valor el promedio en los dos extremos:

(&) = Fu@).) = o/ (2) = Flylan),a,) = L= Vom)

por lo tanto

20 = y()
z1 = 20 + hf(z, 20)

Zntl = Zn—1 — 2hf(x 4+ nh, z,)
para finalmente calcular

ye+H)~yp==|zn+2n—1+hf(z+H, z,)]

N

Noétese que si reacomodamos
4Yn — Yn/2
3

obtendremos un método de cuarto orden que requiere menos evaluaciones de f(y(zy),z,) por paso h

ylr+ H) ~

7.2. Control del Paso

En General para métodos de 4'° orden. Tal y como se mencioné en el caso de la integracién
numérica, el primer criterio que surge es dividir el paso h en la mitad, calcular todo de nuevo y comparar
los resultados a ver si estd dentro del los limites de tolerancia que nos hemos impuesto
Yn — Yn/2

Yn

1/5
Emax <h0)5:>h h Emax
- 0~ - 0= hy - =
A (Y, yns2) ht A (Yn, Yn/2)
donde hemos denotado hg como el paso ideal. Esta relacién es general para cualquier método de 4

orden de paso Unico, multipaso, implicito o explicito.
Mas aun, la practica ha indicado que

0,20 A 0,20
Mby (Aﬁm)) tht<A2) Ao > A

A (yha yh/2) < €max =

(yn-yjs
h p—
° 0,25 0,25
My (~zms ) = iy [ 20 Ag < A
E\ Alynwr) - oA, 0 !

donde 0 < M < 1 un factor de seguridad
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Para métodos Runge-Kutta. es importante mencionar que se utilizan mayoritariamente métodos
hasta cuarto orden porque de mayor orden (M, por ejemplo) involucran més de M evaluaciones (y
menos M — 2) de la derivada. Por ello para este tipo de métodos se descubrié que considerando el
mismo nimero de puntos para la evaluacién intermedia se pueden generar métodos de distinto orden,
y para colmo de suerte el menor orden de esta situacion se expresa para métodos de 4 y 5 orden. En
particular Runge-Kutta de 5 orden se puede escribir como:

Yer1 = Yr + by [Crk1 + COzkig + Csrg + Cukg + Csks + Cgrig) + O(h)

f ok, yk)

[ (x + azhy, yr + ba1k1)
f(

f(

x + ashy, yi + bsi1k1 + b3aka)

T + ashg, Yi + bark1 + baoka + byzkz)

ke = [ (1 + aghg, yr + be1Kk1 + beaka + be3kz + beaka + besks)

y con los mismos puntos (j las mismas evaluaciones !) se puede reescribir para 4 orden como:

Uk+1 = Yk + hi [éllil + Cakg + Csrz + Cukg + C~'5/€5] + O(h°)

por lo tanto el error se puede estimar

A (Y1, Ug1) =

(1=

—
Q

~

i=1

y el control del paso se utiliza exactamente igual

e 0,20
ho = h rnax~
0 ! <A (yh7 yh) )

Para métodos multipasos y predictor corrector la situacién puede tener un refinamiento adicional
antes de proceder a modificar el paso h. El esquema seria para un método predictor corrector del tipo
Adams Modificado o Adams Moulton, donde el

= Predictor 4
Yitl = Yi + o1 [55fi — 59 fi—1 + 37fi—a — 9fi_3]

= Corrector L
Yit1l = Yi + 21 9fit1+19f; —5fi—1 + fi—a]

se realiza una serie de iteraciones dentro de la férmula de corrector, i.e.

yz+1 [9f <$i+1ayi6rl> +19f (zi, yi) — 5f (xi—1,yi—1) + f (Ti—2, Yi—2)
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8. Clase 8: Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, III

8.1. El problema de valores de frontera....

Se requiere resolver un sistema de N ecuaciones diferenciales ordinarias, acopladas y de primer
orden, las cuales satisfacen n, condiciones en el punto inicial, z,, del intervalo de integracién y las
restantes n, = N — n, condiciones son satisfechas en x9, el otro extremo del intervalo. Esto es

dy(x) Ba‘] (ma;ylng,"' 7yN) :O 1= 152537 * 7N
CLC :gz‘(%yhy%'“,yN) ~ j=1,2,3,- - ,ng
Bbk($b7y15y27"'7yN):0 k:172’3".'7nb

Recordamos que esta afirmaciéon también compete a una ecuacion diferencial de orden N, por cuanto
son equivalentes.

Hay dos situaciones que pueden ser resueltas expresdndolas como un problema de valores de con-
torno. Una de ellas es aquella en la cual existen M parametros en el sistema de ecuaciones diferenciales.
Este es el problema de autovalores para una ecuacion diferencial....

dy;(x)
dx

:gi(xuy17y27'”7yN7>\17)\27”'7)‘M) con Z-:172737”'7*]\]

En este caso definimos

dyn ()

=0 con a=12---M
dz

YN+a = >\a A
y resolvemos el sistema de dimensiéon N + M.
La segunda situacién es aquella en la cual uno de los extremos de integracién no fue especificado y
se requiere que el sistema de ecuaciones diferenciales satisfaga N 4+ 1 condiciones de frontera. En ese
caso, anadimos una funcién incégnita adicional,

d x
Una1 =2y — 20 con YNHLE) g
dx
vy hacemos un cambio de variable
T —xq — 1 con te|0,1]

8.2. Estrategias de Solucion

Existen dos estrategias de soluciéon numeérica al problema de valores de frontera y cada una de ellas
tiene algunas variantes: los Métodos de Disparo (shooting) y los Métodos de Relajacion.
La familia de métodos de disparo se fundamentan en:

= la eleccién de todas las condiciones sobre la frontera inicial, unas dadas por el problema y las
restantes son provistas con algin tipo de intuicién

= la integracién de la ecuacion diferencial como si fuera un problema de valores iniciales y

= ¢l ajuste con las condiciones sobre la otra frontera con las condiciones dadas en el problema,
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= en base a ese ajuste se corrigen las condiciones iniciales intuidas por algin mecanismo iterativo.

Existe una variante sobre esta estrategia como lo es la integracién desde ambas fronteras hasta
un punto intermedio del intervalo

Los Métodos de Relajacion se basan en discretizar el intervalo y en reemplazar la ecuacién diferencial
resolver con su representacién en diferencias finitas. Una intuicién inicial sobre el valor de la funcién
en cada uno de los puntos de la malla es corregida iterativamente para que se adapte a las condiciones
de borde.

Cada uno de los métodos de adapta mejor a situaciones particulares. Los primeros son recomendados
siempre como primera opcién para cualquier tipo de funcién incégnita.. Los segundos, a pesar de
lucir muy complicados y costosos se adaptan sorprendentemente bien para situaciones en las cuales se
tienen funciones suaves, bien comportadas y no oscilantes. De hecho, para este tipo de funciones los
métodos de relajacion son mas eficientes que los de disparo. Sin embargo cuando no se pueda intuir
el comportamiento de la funcién se recomienda probar con algin esquema de solucién tipo disparo y
luego se procede a optimizar mediante esquemas de relajacién.

8.3. Disparos a un intervalo

El algoritmo que se mencioné anteriormente para implantar el método tipico de disparo recuerda
(v es) el método de Newton-Rapson para resolver un sistema de ecuaciones algebraicas. Buscamos n
funciones de ny variables que integran el sistema de ecuaciones diferenciales entre x, y zp . Formalicemos
un poco el algoritmo para resolver

dy; () Baj (Tasy1,92, - s yn) =0 i=1,2,3,---,N
(;.Z' =9 (waylvy%' o 7yN) con para J = 172737 y Na
Bbk(xbayl)y27“'7yN):0 k:172737 , Ty

para = € [xgq, T
Se procede asi

» Se proveen todas las condiciones (iniciales) en x4 .
Esto es

Baj(xauyLyQ)"'ayN):O :yi(xa):yi(xav‘/laVZF"7an) con 7::]-52537"')]\7

Donde V es un vector de dimensién n; correspondiente a las condiciones iniciales faltantes en xz,.
Entonces dado un vector de condiciones iniciales faltantes se obtiene (a través de un conjunto de
relaciones algebraicas provistas por By (e, Y1, Y2, -+ ,yn) = 0) el vector de condiciones iniciales

Yle=a,
s Se integra el sistema de ecuaciones diferenciales como si fuera un problema de valores iniciales

» Se compara el valor de la funcion al final de la integracion, y =y]| con las condiciones

Bok (4, y1, 92, -+ ,yn) = 0. Es decir se construye un vector diferencia

r=xp

Fk :Bbk (xb7gl7g27'” 7yN>
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» Se corrige con algin mecanismo iterativo las condiciones iniciales intuidas. Asi,
réximo anterior proximo _ anterior
VP =V + 6V =y (o) = v (xa, A% + (5V)

y para encontrar el valor de dV procedemos notamos que en el caso del algoritmo de Newton
Rapson para encontrar (3 raices o, que anulen el sistema de ecuaciones algebraico

Pl(a17a27"'7aﬂ):0 con l:1a2737"'7ﬁ

Taylor viene al rescate proveyendo

B
Py (0259 | 5a) = By (o) 4 3 ai tm+0(602) con 1=1,23-- 3
=

P (aanterior + 5&) - P (aanterior) + Jeda + O ((50[2) =P (aanterior) — _Jebau

con J «—— Jj,,, = %, y para lo cual hemos despreciado O (5a2) e impuesto (hasta el grado de
precisién deseado) P (aanterior + (504) = 0. Por lo tanto, tendremos un sistema de ecuaciones alge-
braico que con [ incégnitas dqy las cuales se despejan mediante técnicas matriciales y se procede
iterativamente segiin el esquema aPoXime — qanterior 4 5o hasta lograr alguna convergencia.

Hacemos entonces el paralelo con la presentacion anterior, de tal forma que

Fy = By (23, 5) = F (2, E [V¥™1T]) = —JesV

OF; B F; (xb E [Vantenor + AV]) (xb’ [Vanterior])
Ox; AV

Joe— Jj =

Donde F [e] indica la ecuacién diferencial (representada por un operador de evolucién) que propa-
ga los valores iniciales V3o g 1 solucién de la ecuacién diferencial ¥, en xy,.

» Disgresion del método de Newton Rapson multidimensional....
No hay un método eficaz para encontrar raices simultaneas de mas de una ecuacién no lineal. De
hecho el inico método medianamente efectivo es el de Newton-Rapson y atn asi no converge sin
una intuicién inicial muy eficaz de la raiz.

8.4. Disparos a medio intervalo

Otra de las estrategias que puede ser implantada como variante de los métodos de disparo es disparar
simultaneamente hacia un punto medio desde los extremos del intervalo de integracién, vale decir a un
punto z,, entre x, y zp. Por lo cual

ne condiciones de borde [ ] ng condiciones libres =V,
.. . Lg — Tm < Tp ..
ny condiciones libres =V, "¢ m n, condiciones de borde
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entonces

Baj ('raa Y) =0 = yi(xa) =Y (mm an)

Bbk (ZUb,Y) =0 = yz(l'b) =Y (l’b,Vna) } i (SﬂmaE [an]) — Vi (:Em,E [Vna])

o lo que es lo mismo

Yi (Tm, E[Vn,]) = Yi (Tm, E[Vn,]) S F (20, E[Vy,]) = F (25, E [Va,])

8.5. Meétodos de Relajacién

Trataremos de mostrar, a través de un ejemplo la utilizacién de los métodos de relajacion. En
general las ecuaciones que més necesitamos resolver son de segundo grado. Partiremos de un tipo muy
particular pero los métodos no ser restringen a ella. Tendremos, entonces que

d*¢()

da?

+9(@)p(z) =0

en un intervalo [zrg,x,] y sujetas a dos condiciones de borde ¢(z9) = oy A  ¢(xn) = an .Estas
ecuaciones se traducen a diferencias finitas, en algunas de sus variantes, como...

d?¢(z)

dz?

F9)0) =0 — 15 {6(onar) — 26(e8) + Sl 1)} + g(er)o(a) = 0

en la cual hemos supuesto un paso h = x; —x_1, constante (eso se puede remediar con un paso variable
controlado con algun criterio). Pero, si los intervalos no son igualmente espaciados podria pensarse en
cosas como éstas

d2¢(x) _ 1
da? hit1hg (hgy1 + hy)

{hid(wpy1) — (hesr + hi) ¢(xk) + her19(@p-1)}

sin embargo, nos mantendremos en un paso h constante. Asi, podemos, armar el siguiente sistema...

P(wo) = ap
{¢(@rs1) — 20(x) + G(2p1)} + hPg(z1) b () = 0 k=1,2---(N-1)
d(ry) = an
que no es otra cosa que una relaciéon A e¢Y = b donde
1 0 0 0 0 ¢($0) (&%)
-1 m -1 0 0 o(x1) 0
0o -1 -1 0 x 0
A= " R y b=
0 -1 ny—1 -1 d(rn-1) 0
0 -+ «oi i 0 1 d(zN) an
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Hay mas de una forma de resolver este problema de forma eficiente. Mostraremos varias de ellas
y todas estdn fundamentadas en iteraciones. Conceptualmente si planteamos un problema pedagégico
(inutil) dividiendo en cuatro puntos el intervalo de integracién podemos resumir el sistema en

A Y1+ A Yo+ A3 Y3+ A1y Yy =0y
Aoy Y1+ Ao Yo + Aog Y3+ Aoy Yy = bo
A31 Y1+ Ay Yo + A3z Y3 + A3y Yy = b3
ApYr + Ay Yo+ Ayz Y3+ Ayy Yy = by

4
= ZAjkYk:bj j=1---4
k=1

ma&s ain se puede despejar y armar una iteracién con Y de la forma

s 1 i i g
= — {bl — A Yy — Ay vy — Ay v
Ay

: 1 i i i
21

y+n _ L {bs = A V{0 — gy V0 — 3 v
Aszs

L

Aga

M~ = = =

Y;l(i‘f‘l) _ {b4 — Ay Y'Q(Z) — Ays Y'?)(Z) — Ay Y4(Z)

0 mas conciso y general, conocido como el método de Jacobi

j—1 N
i+l 1 ) i
73 k=1 k=j+1

Aqui el libre albedrio y la creatividad se impone. Podemos mencionar algunas estrategias intuitivas
para controlar el paso y evaluar la convergencia. Entre ellas

‘Y‘(iJrl) _ Y‘(i) <

J J

) - () <

(1+1) (4)
ey

<e€

max ‘

Ademads del método de Jacobi varias estrategias se han planteado para hacer mas eficiente la iteracién.
Mencionamos, Gauss-Seidel

j—1 N
(+1) 1 Z (i+1) Z (i)
17 k=1 k=j+1

ma&s ain, podemos controlar la convergencia con un pardmetro artificial o de tal modo que

-1 N
Y, ):f b= Aw Vi = 37 Ay v
13 k=1 k=j+1
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de tal modo que

w <1 = subrelajacién
w=1 = Gauss — Seidel
w>1 =  sobrerelajacion

en particular se recomienda , 1 < w < 2
De aqui podemos despejar un criterio de error para garantizar la convergencia restando .Yj(z) a

ambos miembros

(z+1) (i+1) i+1 i (i+1) i
e m Ay = y () ) = ZAJkY ZAM v
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9. Clase 9: Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales

9.1. Clasificacién

Tal y como mencionamos con anterioridad, las ecuaciones diferenciales, de segundo orden en derivadas
parciales del tipo
¢ > o 8¢ op 09

+ +7r +s—+t—+tuop+v=0
oz " 1 oy oy Oy? Ox Oy ¢

p

pueden clasificarse en
Elipticas = ¢ <dpr
Parabdlicas = ¢ =4pr
Hiperbdlicas = ¢® > 4pr

y también en

(p=p(z,y) p = p(2, Y, 0rp, Oy, Dy, Db, 030

q= q(w, y) q= Q(x Y, 8ac¢a 8y¢a 8:vy¢a )

T:r(az,y) r= T(‘T Y, x¢a y¢a xy¢a ¢7 a2¢)

lineales si s =s(x,y) o nolineales si s = s(x,y, 0p0, Oy, Oy, 32¢, 02¢)
t:t(x7y) t= t(fL‘ Y, :vgba y@ba my@ba 8y¢78§¢)

U:U(.%',y) u = (.’I} y: :E¢7 y¢7 xy¢7 y(bv )

\ U= U(xvy) v = v(:z:,y,@xqﬁ, ayd)v aﬂcyd)v a§¢7 a:%(b)

Los casos prototipicos de ecuaciones lineales en derivadas parciales son los siguientes:

9 2(zy) | 02(zy) _ Ecuacién de Poisson p (z,y) # 0 -
Vi (n.y) = Tgm + 52" = p(@:y) { Ecuacién de Laplace p(z,y) =0 Eliptica
2 <D 8%?”) 8¢éf ) Ecuacién del Calor Parabdlica
Polet) _ 1, Flad) Ecuacién de Onda Hiperbdlica

9.2. El método de separaciéon de variables

Dada una ecuacién diferencial, digamos de Laplace

¢ (z,y) N ¢ (z,y)

2 _ _ _
V ¢ (fU, y) = 8.1'2 83/2 - ¢a::z + ¢yy =0

el método estandar desde lo tiempos de d’Alembert, D. Bernoulli y Euler es suponer una solucién del
tipo ¢ (z,y) = X (2) Y (y) esto conlleva

De v A>0
Gre + by =0 = XV +XY,, =0 ="T=x=-"% = Ax=0
X Y A <0
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por lo cual

X (z) = C1senhv/—Ax + Cy cosh v/ — Az
A>0 = ~ ~

Y (y) = Cysen vy + Co cos vV Ay

X(SU) =Cix + Cy
A=0 = ~ ~

{ Y(y) = Criy + C2

X(z) = Crsenv/—Ax 4+ Cycos vV —Ax
A<0 = = ~

Y (y) = Cy senh v/ Ay + Cs cosh v Ay

ahora bien la suposicién ¢ (z,y) = X (z) Y (y) limita el espacio de soluciones y no necesariamente
representa la forma general de la solucion.

9.3. Clasificacion y Computacién

Si bien la clasificacién arriba expuesta es heredada del terreno analitico, desde el punto de vista
computacional se establecen diferencias cualitativas entre dos grupos: las ecuaciones Parabdlicas e
Hiperbdlicas, por un lado y las ecuaciones Elipticas por otro.

o ¢ (x,t _ Op(z,t
2 (D) - 22t

Parabélica 020(x, 92(z.
vs { V26 (z,y) = 0G0 4 0D — ()
Po(at) _ 1 82¢(x,t) Eliptica
Oz2 — 02 o2
Hiperbdlica

En el primer caso, las ecuaciones describen la evolucién de la funcién ¢ (z,t) y por lo tanto se mezclan
los problemas de valores de frontera con los de valores iniciales mientras que en el segundo la solucién,
¢ (z,y), es puramente estatica (problema de valores de frontera)

La estabilidad de los algoritmos que involucran la solucién de las ecuaciones parabdlicas e hiperbdli-
cas es preocupacién principal en el primer caso, mientras que la eficiencia computacional en el manejo
de memoria (carga o tamano del problema), conjuntamente con la capacidad de almacenamiento, son
los problemas centrales en la implantacién de métodos para atacar problemas de ecuaciones elipticas.
Este tipo de problema se transforma normalmente en la soluciéon de grandes problemas de solucién se
sistemas algebraicos de ecuaciones, los cuales involucran significativos problemas matriciales.

Existen toda una fauna de métodos para resolver este tipo de problemas. Entre ellos podemos
mencionar

» Diferencias Finitas. Aquellos que hemos de tratar con algin detalle

» Flementos Finitos. Utiles en mecanica de sélidos y problemas de ingenieria estructural donde las
geometria es altamente irregular. En estos métodos el espacio es dividido en sectores (elementos) y
en ellos la solucion es aproximada por funciones elementales caracterizadas por pocos parametros.

= Métodos FEspectrales. Eficaces cuando la geometria es simple y convergen rapidamente.
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9.4. A manera de ejemplo

Consideraremos para comenzar la solucién del problema de valores de contorno basado en el método
de diferencias finitas. Asf la solucién a la ecuacién de Poisson

92 92
%E;’y) + %(; 8) _ —p(z,y) con¢(x==xLy)=¢(z,y==xL)=¢o

representa el potencial electrostatico, ¢ (z,y), generado por una distribucién longitudinal infinita de
carga p (z,y). Geométricamente el problema estd dado por un hilo cargado alineado con el eje z que
genera un potencial sobre una geometria rectangular de lado 2£. Por simplicidad hemos supondremos,
adicionalmente ¢y = 0. Las condiciones de Frontera categorizan este problema como de tipo Dirichlet
(los valores de la funcién estan dados sobre la frontera). De igual modo pudieron haber sido provistos
los valores de las derivadas 0,¢ (2, y)|,—yp = Ao; 96 (z,y)|,—1, = Bo (Problema de Neuman) o un
problema mixto.
La versién de diferencias finitas del problema anterior es

i, j = ¢ (%4, y5)

Gi+1, j = 20i, j2+ Gi-1,j | Gij+1 — 20 j2+ i, j-1 _ i, donde { PiiZ p (i, y5)
(Ax) (Ay) Ar =iy — ;

Ay = yjr1 — Y

mas ain, si Az = Ay = h entonces

Git1, j+ Gic1, j+ Gi jr1 —4i j+ b jo1 = —hPpi

por lo cual, siguiendo el esquema Jacobi para los métodos de relajacién

n+1
¢( ) 4{¢z+1 ]+¢11]+¢z ]+1+¢z] 1+h2pi,j}

o equivalentemente Gauss Seidel

(n+1 (n+1) n n (n+1
o1 =0l = ol s+ o = o+ o + o D+

)

para w < 1 subrelajacion, w = 1 Gauss-Seidel o @ > 1 sobrerelajacion

9.5. Problema de Valores iniciales con conservacién de Flujo

Un conjunto numeroso de problemas de valores iniciales puede plantearse en término de ecuaciones

del tipo
0®  OF

ot o
donde ® y F son vectores. Por su parte F puede depender de ®, de sus derivadas o de ambas.
Asi, la ecuacién (hiperbdlica) de onda

Ix _ vai Y= anb(:v t)
82¢ (.T,t) 282¢ (.’B,t) ot ox - ox
ETo v 502 = o ) con
_ _ O¢(x,t
5 = Vor Y = p22et)

o1



y la ecuacién (parabdlica) de difusién

¢ (z,t) 9 (Df)d)(:c,t)) :F:D&béz’t)

ox

ot ox
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