I :)crcicios 11-4

(1-46) Derive las expresiones siguientes. 36 2y2 + 3y — 7 - (x+ 1)?
1. 2. V3 ‘ Y ‘ *
x2—3x+ 1 t+ 3/t
38— 39.
5L 4 2 Vi Vi
s ut
+ D2+ (x— 1)? 2t + 3)2 — (2t — 3)?
| . 40, «+D 2(x ) 4L ( ) —( )
5. — 6. = x 4
Su? 7
xl.ﬁ
1 42. 3 — =< 43. V2y + (3y)~!
7. 55 8. 2x — 3 YT e v+ G
X
44. (8y)3 + (8y)~23 45. (16034 — (161)73/4
9. 43 =32+ 7 10. 5 — 22 + x*
1
46. V2712 —
11. 3x* — 73 + 522 + 8 12, 43 +2 + L V271
X
3 ¥ 6 47. Calcule dy/dxsiy = x* + 1/x3.
13. 3u> + — 14.€+—6
u * 48. Determine du/dx siu = x> — Tx + 5/x.
1
15' ) 1.2 + — 16' 04 _— —04
T 0s e 49. Calcule dy/du siy = u> — 5u® + %uz +6.
1 7
17. 2Vx +2/\/; 18. X7 + 7 +Ix+—=+7 50. Determine dx/dt six = (8 — 57 + 7t — 1) /1.
A X
2 3 51. Siy = \/;, pruebe que 2y(dy/dx) = 1.
19. 2\/E+W 20. 2V — 7
x t 52. Siu = 1/Vx, pruebe que 2u~3 (du/dx) + 1 = 0.
21, 232 4+ Ay 2. V5 — B (53-56) Determine la ecuacién de la linea tangente a la gréfica
’ T Vx de las funciones siguientes en los puntos indicados.
) = 12 —
23.3¢ + (20 — 1) 2. (y — 2)2y — 3) 53. f) =x*—3x+4 en(1,2)
1
1\ ) =2 4 — _
25. (r — 7)2x — 9) 26. (x + —) . f@ =2+ 5 en(~1.2)
X
2
27. u + DQu + 1) 55. f(x) = < enx = —2
Vii LV (vio Ly i
28'( x+\/)-(> _< _\/;) 56. f(x) =¥ —— enx =1
E
29. (r + DBt — 1)2 30. (u — 2)3 57. Encuentre todos los puntos en la grafica de y = x> — 3x
+ 7 donde la recta tangente es paralela a larectax — y +
31 (x + 2)? 32, (x + Dx — 1)? 4=0.
x+1\3 4 2t — 1\3 58. Encuentre todos los puntos en la grifica de f(x) = x* —
33. ( X ) 34. ( 2t ) 5x + 2 donde la recta tangente es perpendicular a la rec-

tax+ 7y +4=0.

3. (y + 2>3+ (y— 2)3
Yy y
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59.

60.

61.

62.

63.

64.

(Movil) La distancia recorrida por un mdvil al tiempo # es
igual a 2/ — 2, Calcule la velocidad instanténea:

a. Al tiempo . b. En el instante t = 4.

(Proyectiles) Una particula se lanza directamente hacia
arriba con una velocidad inicial de 60 pies/segundo. Des-
pués de ¢ segundos, su altura sobre el nivel del suelo estd
dada por s = 60r — 162 Calcule su velocidad instantdnea
después de ¢ segundos. ;Qué tiene de especial el instante

= 159
t =

(Crecimiento del PNB) En el ejercicio 22 de la seccidn
11-1, calcule las tasas de crecimiento instantaneas del PNB
en:

a. 1970. b. 1980. c. 1990.

(La respuesta debe darse en miles de millones de délares
por afio.)

(Crecimiento de poblacién) Al principio de un experimen-
to se encontré que en un cultivo de bacterias habfa 10,000
individuos. Se observé el crecimiento de la poblacién y se
encontré que en un tiempo posterior ¢ (horas) después de
empezado el experimento, el tamafio de la poblacién p(f)
se podia expresar por la formula

p(H) = 2500 (2 + 2.

Determine la férmula de 1a razén de crecimiento de la po-
blacién en cualquier tiempo ¢ y en particular calcule la ra-
z6n de crecimiento para ¢ = 15 minutos y para f = 2 horas.

(Botdnica) La proporcion de semillas de una especie de
arbol que disemina una distancia mayor que r, a partir de
la base del drbol, estd dada por

3 /r\12 1 /r
N — — [0 — [0
o5 (2) 5 ()

donde r, es una constante. Encuentre la razén de cambio de
la proporcién respecto a la distancia y calcule p’(2r,).

(Fisica) Durante cambios rdpidos (adiabdticos) de pre-
sion, la presion p y la densidad p de un gas varfa de acuer-
do alaley pp™ = ¢ donde y y ¢ son constantes. Calcule

dp /dp.
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65.

66.

67.

68.

69.

(Bioquimica) Segtn la ley de Schiitz-Borisoff, la cantidad
y de sustrato transformada por una enzima en un intervalo
de tiempo 7 estd dada por y = k V cat, donde ¢ es la con-
centracién de la enzima, a es la concentracién inicial de
sustrato y k es una constante. ;Cudl es la razén a la cual el
sustrato estd siendo transformado?

(Proyectiles) Una pelota es lanzada al aire a una velocidad
de 40 pies por segundo con un dngulo de 45° con respecto
a la horizontal. Si tomamos el eje x como horizontal y el
eje y como vertical, el origen como el punto inicial del vue-
lo de la pelota, entonces la posicién de la pelota en el tiem-
po ¢ estd dada por x = 20V2 1, y = 20V2 ¢ — 162 Cal-
cule la pendiente de la trayectoria ¢ segundos después
de haberse lanzado la pelota. ;Para cudl valor de ¢ 1a pen-
diente es cero? (Sugerencia: Exprese y en términos de x pa-
ra eliminar a t.)

(Crecimiento de células) La masa de un organismo unice-
lular crece con el tiempo ¢ de acuerdo con la férmula m(z)
= 2 + 6t + 32 Encuentre m'(t) y evalde m(2) y m'(2). In-
terprete estos valores.

(Epidemias) Una enfermedad infecciosa y debilitante se
propaga lentamente en una poblacién. El ndmero de indi-
viduos infectados después de t meses estd dado mediante la
férmula:

N(t) = 1000(A2 + 12)

Encuentre N'(¢). Evaltie N(9) y N'(9) e interprete estos va-
lores.

(Formula Fay/Lehr) Se ha observado que la forma de
esparcimiento de un derrame de petrdleo es aproximada-
mente una elipse con su eje mayor en la direccién del vien-
to. El drea de la elipse en metros cuadrados es A = mab,
donde:

a() = b(t) + ¢, b(1) = ¢yt

Aqui ¢ es tiempo en minutos, ¢, es una constante que de-
pende de la velocidad del viento y ¢, es una constante que
depende del volumen derramado. Si ¢, = 02y ¢, = 15
calcule los valores de A(f) y A’(¢) después de 15 minutos y
después de 30 minutos.

La derivada tiene varias aplicaciones en la administracién y la economia en la cons-
truccién de lo que denominamos fasas marginales. En este campo, la palabra “mar-
ginal” se utiliza para indicar una derivada, esto es, una tasa de cambio. Se dard una

seleccién de ejemplos.
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Costo marginal

Suponga que el fabricante de cierto articulo descubre que a fin de producir x de es-
tos articulos a la semana, el costo total en délares estda dado por C = 200 + 0.03x2.
Por ejemplo, si se producen 100 articulos a la semana, el costo estd dado por
C = 200 + 0.03(100)> = 500. El costo promedio por articulo al producir 100 ar-
ticulos es 309 = $5.

Si el fabricante considera cambiar la tasa de produccién de 100 a (100 + Ax)
unidades por semana, en donde Ax representa el incremento en la produccién sema-

nal. El costo es

C + AC =200 + 0.03(100 + Ax)?
= 200 + 0.03[10,000 + 200Ax + (Ax)?]
= 500 + 6Ax + 0.03(Ax).

Por consiguiente, el costo extra determinado por la produccién de los articulos adi-
cionales es

AC = (C + AC) — C = 500 + 6Ax + 0.03(Ax)?2 — 500
= 6Ax + 0.03(Av)

En consecuencia, el costo promedio por articulo de las unidades extra es

AC
— =6 + 0.03Ax.
Ax

Por ejemplo, si la produccién crece de 100 a 150 articulos por semana (de mo-
do que Ax = 50), se sigue que el costo promedio de los 50 articulos adicionales es
igual a 6 + 0.03(50) = $7.50 por cada uno. Si el incremento es de 100 a 110 (de
modo que Ax = 10), el costo promedio extra de los 10 articulos es igual a $6.30 por
cada uno.

Definimos el costo marginal como el valor limite del costo promedio por ar-
ticulo extra cuando este nimero de articulos extra tiende a cero. Asi, podemos pen-
sar del costo marginal como el costo promedio por articulo extra cuando se efectia
un cambio muy pequefio en la cantidad producida. En el ejemplo anterior,

AC
Costo marginal = lim — = lim (6 + 0.03Ax) = 6.
A0 Ax A0

En el caso de una funcién de costo general C(x) que represente el costo de
producir una cantidad de x de cierto articulo, el costo marginal se define en forma
similar por

AC -
Costo marginal = lim — = lim Clx + Ax) C(x).
A0 Ax Axs0 Ax

Es claro que el costo marginal no es otra cosa que la derivada de la funcién de cos-
to con respecto a la cantidad producida.

. dc
Costo marginal = —
dx
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@ 19. Determine el costo

marginal si C(x) = 4 + 3x—0.1x2

Evalde C’(5) y explique su
significado.

Respuesta C’'(x) = 3 — 0.2x,
C*(5) = 2. Cuando se producen
5 unidades, el costo se eleva en 2
por unidad adicional cuando se
aumenta el nivel de produccién
en un pequefio incremento
infinitesimal.
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El costo marginal mide la tasa con que el costo se incrementa con respecto al incre-
mento de la cantidad producida.

EJEMPLO 1 (Costo marginal) Para el caso de la funcidn de costo
C(x) = 0.001x* — 0.3x2 + 40x + 1000

determine el costo marginal como una funcién de x. Evalie el costo marginal cuan-
do la produccion estd dada por x = 50, x = 100 y x = 150.

Solucion Deseamos evaluar C’(x). La funcién dada C(x) es una combinacién de
potencias de x y asi puede derivarse por medio de la férmula para las potencias que
se presentd en la dltima seccién. Obtenemos

C'(x) = C;i(o.oom — 0322 + 40x + 1000)
X

= 0.001(3x2) — 0.3(2x) + 40(1) + 0
= 0.003x2 — 0.6x + 40.

Esta funcion, el costo marginal, da el costo promedio por articulo de crecimiento de
la produccién por una pequeiia cantidad dado que ya se han producido x articulos.
Cuando se han producido 50 unidades, el costo marginal de los articulos extra estd
dado por

C'(50) = (0.003)(50)> — (0.6)(50) + 40 = 7.5 — 30 + 40 = 17.5.
Si x = 100, el costo marginal es

C’(100) = (0.003)(100)> — (0.6)(100) + 40 = 30 — 60 + 40 = 10.
Cuando x = 150, el costo marginal estd dado por

C’(150) = (0.003)(150)> — (0.6)(150) + 40 = 67.5 — 90 + 40 = 17.5.

Informalmente podemos decir que el costo de producir el articulo nimero 51 es de
$17.50, el articulo nimero 101 tiene un costo de $10 y el articulo ndmero 151 cues-
ta $17.50. (Afirmaciones como ésta no son lo bastante precisas, dado que la deriva-

da de la tasa de un incremento infinitesimalmente pequefio en la produccién, no para
un incremento unitario.) @ 19

En el ejemplo 1, observamos que el costo marginal decrece a medida que la
produccién se incrementa de 50 a 100 unidades y luego se incrementa de nuevo
cuando la produccién aumenta de 100 a 150. En la figura 8 aparece la gréfica de
C'(x) como una funcién de x.

Este tipo de comportamiento es bastante frecuente en el costo marginal. Cuan-
do la produccién x aumenta a partir de valores pequefios, el costo marginal decrece
(esto es, baja el costo promedio del pequefio incremento siguiente en la produccién).
La razén de esto estriba en las economias de escala, que provocan que la fabricacion
de pequeiias cantidades de bienes sea relativamente mds cara que la produccion de
grandes cantidades. Sin embargo, cuando x se hace muy grande, los costos empie-
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