I cjcrcicios 13-4

(1-12) Bosqueje las gréficas de las funciones siguientes. 7.y =x"— 2

1

2
3
4
5
6

y=xX>—6x+7
y=x2—4x+5

Ly =xX—3x+4
Ly=x—12x+ 10

Ly =X —3x+2

.y =203 — 9x2 — 24x + 20

8. y=1x-3+2
9. y=x—5*+1 10. y = x7 — 7x°
11 y = 5x6 — 6x5 + 1 12 y =4 x* = 322

(13-14) Dibuje las graficas de las dos funciones de costo de los
ejercicios 23 y 24 de la seccién 13-3 (s6lo considere x = 0).

B 13-5 APLICACIONES DE MAXIMOS Y MINIMOS

En la préctica surgen muchas situaciones en que deseamos maximizar o minimizar
cierta cantidad. El ejemplo siguiente representa un caso comun del asunto.

EJEMPLO 1 (Conservacion éptima) Un ecblogo cultiva peces en un lago. Entre
mds peces introduzca, habrd mas competencia por el alimento disponible y el pez
ganard peso en forma mds lenta. De hecho, se sabe por experimentos previos que
cuando hay n peces por unidad de area del lago, la cantidad promedio en peso
que cada pez gana durante una temporada estd dada por w = 600 — 30n gramos.
(Qué valor de n conduce a la produccidn total maxima en el peso de los peces?

Solucion La ganancia en peso de cada pez es w = 600 — 30n. Puesto que hay 7
peces por unidad de area, la produccion total por unidad de area, P, es igual a nw.
Por consiguiente,

P = n(600 — 30n) = 600n — 30n°.

Con objeto de encontrar el valor de n para P mdxima, derivamos y hacemos
igual a cero la derivada dP /dn.

dP
— = 600 — 60n
dn "

y dP /dn = 0 cuando 600 — 60n = 0, esto es, si n = 10. As{ que la densidad de 10
peces por unidad de drea da la produccién total maxima. El valor maximo de P es

P = 600(10) — 30(10)*> = 3000

es decir 3000 gramos por unidad de area. Podemos verificar que esto es un maximo
local usando la regla de la segunda derivada:

&P

aw =%
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@ 16. Vuelva a resolver el
ejemplo 1, si el peso promedio que
gana cada pez es

w = 800 — 25n.

Respuesta n = 16.

@ 17. Encuentre dos nimeros
cuyo producto sea 64 y su suma
sea minima.

Respuesta 8y 8.

La segunda derivada es negativa (de hecho, para todos los valores de n) por lo que
el valor critico n = 10 corresponde a un maximo de P.

La grafica de P contra n aparece en la figura 25. P es cero cuando 7 es cero
ya que en ese momento no hay peces. A medida que » aumenta, P se incrementa
hasta un valor maximo, luego decrece hasta cero otra vez cuando n = 20. Si 7 si-
gue creciendo, P decrece porque para valores grandes de n los peces ganardn muy
poco peso y algunos de ellos morirdn, de modo que la produccién total sera pe-
quefia. ® 16

AP

3000 (10, 3000)

2000

1000

Y

FIGURA 25

Consideremos otro ejemplo de naturaleza puramente matematica.

EJEMPLO 2 Determine dos nimeros cuya suma sea 16 de tal forma que su pro-
ducto sea tan grande como sea posible.

Solucién Sean los dos ndmeros x y y, de modo que x + y = 16. Si P = xy deno-
ta su producto, entonces necesitamos determinar los valores de x y y que produzcan
que P sea maximo.

No podemos derivar P de inmediato, puesto que es una funcién de dos varia-
bles, x y y. Sin embargo, estas dos variables no son independientes sino que estin
relacionadas por la condicién x + y = 16. Debemos usar esta condicién a fin de eli-
minar una de las variables de P, dejando a P como funcién de una sola variable. Te-
nemos que y = 16 — x, y asi

P =xy =x(16 — x) = 16x — x2.

Debemos encontrar el valor de x que haga a P maximo.

dP
—=16-2
dx o

Asf que, dP /dx = 0 cuando 16 — 2x = 0, esto es, si x = 8. La segunda derivada
d?P /dx* = =2 < 0,y x = 8 corresponde a un maximo de P.

Cuando x = 8, también y = 8, de modo que el valor maximo de P es igual
a64. @& 17
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La solucién de problemas de optimizacién del tipo anterior con frecuencia se
encuentra que es una de las dreas mds dificiles del célculo diferencial. La principal
dificultad surge cuando es necesario escribir el problema dado en palabras en ecua-
ciones. Una vez que las ecuaciones se han construido, por lo regular es rutinario
completar la solucién usando un poco de célculo. Esta tarea de expresar problemas
en palabras en términos de ecuaciones matematicas ocurre a menudo en todas las ra-
mas de las matemadticas aplicadas y es algo que el estudiante interesado en las apli-
caciones deberd dominar en sus cursos de cdlculo a fin de que sean de utilidad.

Por desgracia, no es posible dar rdpidas y contundentes reglas por medio de
las cuales cualquier problema verbal pueda reescribirse en ecuaciones. Sin embar-
go, existen algunos principios directores que conviene tener en mente.*

Paso 1 1dentifique todas las variables involucradas en el problema y deno-
te cada una de ellas mediante un simbolo.

En el ejemplo 1, las variables eran n, el nimero de peces por unidad de
area; w, la ganancia promedio en peso por pez, y P, la produccién total
de peso de los peces por unidad de 4rea. En el ejemplo 2, las variables eran
los dos numeros x y y, y P, su producto.

Paso 2 Destaque la variable que ha de ser maximizada o minimizada y ex-
présela en términos de las otras variables del problema.

Volviendo al ejemplo 1, la produccién total P se maximizd, y escribimos
P = nw, que expresa a P en términos de n y w. En el ejemplo 2, el produc-
to P de x y y se maximizd y por supuesto P = xy.

Paso 3 Determine todas las relaciones entre las variables. Exprese estas re-
laciones matematicamente.

En el primer ejemplo, se daba la relaciéon w = 600 — 3n. En el segundo, la
relacién entre x y y es que su suma debia ser igual a 16, de modo que es-
cribimos la ecuacién matemdtica x + y = 16.

Paso 4 Exprese la cantidad por maximizar o minimizar en términos de una
sola de las variables. Con objeto de hacer esto, se utilizan las relaciones obteni-
das en el paso 3 a fin de eliminar todas excepto una de las variables.

Recurriendo de nuevo al ejemplo 1, tenemos que P = nwy w = 600 — 3n,
de modo que, eliminando w, se obtiene P en términos de n: P = n(600 3n).
En el ejemplo 2, tenemos que P = xy y x + y = 16, por lo que, eliminan-
do y, obtenemos P = x(16 — x).

Paso 5 Una vez que se ha expresado la cantidad requerida como una fun-
cién de una variable, determine sus puntos criticos e investigue si son maximos
o minimos locales.

*Los pasos 1 y 3 no sélo se aplican a problemas de optimizacién sino a problemas verbales en general.
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FIGURA 26

@ 18. Vuelva a resolver el ejem-
plo 3, si el tanque tiene una tapa
que cuesta $30 por metro cuadrado.

Respuesta x = % =~ 1.26,

y = V16~ 2.52.

Seguiremos estos pasos en otro ejemplo.

EJEMPLO 3 (Costo minimo) Se ha de construir un tanque con una base cuadrada
horizontal y lados rectangulares verticales. No tendra tapa. El tanque debe tener una
capacidad de 4 metros cubicos de agua. El material con que se construird el tanque
tiene un costo de $10 por metro cuadrado. ;Qué dimensiones del tanque minimizan
el costo del material?

Solucion

Paso 1 Las variables en el problema son las dimensiones del tanque y el cos-
to de los materiales de construccién. El costo depende del area total de la base y de
los lados los cuales determinan la cantidad de material usado en la construccion.
Denotemos con x la longitud de un lado de la base y con y la altura del tanque. (Véa-
se la figura 26.) La cantidad que debe minimizarse es el costo total de materiales,
que denotamos con C.

Paso 2 C esigual al drea del tanque multiplicada por $10, que es el costo por
unidad de 4rea. La base es un cuadrado con lado x, de modo que tiene un drea igual
a x%. Cada lado es un rectdngulo con dimensiones x y y, y tiene un drea xy. El drea
total de la base mds los cuatro lados es por tanto x> + 4xy. En consecuencia, escri-
bimos

C = 10(x% + 4xy).

Paso 3 Observe que la cantidad por minimizar estd expresada como una fun-
cion de dos variables, de modo que necesitamos una relacién entre x y y a fin de eli-
minar una de éstas. Esta relacion se obtiene del requerimiento (establecido en el pro-
blema) de que el volumen del tanque debe ser de 4 metros cubicos. El volumen es
igual al drea de la base por la altura, esto es, x?y, y asf tenemos la condicién

Xy = 4.

Paso 4 Por el paso 3,y = 4/x2, y asi

C= 10[)@ + 4x<i2)] = 10[x2 + E].
X X

Paso 5 Podemos derivar la ultima expresion y determinar los puntos criticos
de C.

dC 16 8
E=10(2x—x—2>=20<x—;)=0

Asi, x — 8/x2 = 0y por tanto x*> = 8; es decir, x = 2.

La base del tanque deberia tener en consecuencia un lado de 2 metros de lon-
gitud. La altura del tanque ahora estd dada por

4
y=;=4/(2)2= L

Es fécil verificar que d?C /dx*> > 0 cuando x = 2, de modo que este valor de x repre-
senta un minimo local de C. @ 18
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