Repaso

Una compaiiera nos sorprendié cuando en una clase necesi-
tdbamos calcular el drea de un cuadrado de 75 cm por lado
y ella de inmediato respondi6 que el drea era de 5625 cm?.
El profesor intrigado le pregunté cémo habia hecho la ope-
racion tan rapido, a lo que ella contest6 que al siete le su-
mo uno, cuyo resultado es ocho, multiplicé éste (el ocho)
por siete y obtuvo 56, y colocé el 56 adelante del nimero
25, obteniendo asi la respuesta. Nuestra compafiera agre-
g6 que este método sélo servia para nlimeros que termi-
naran en cinco. El profesor se quedd pensativo probando
con varios nimeros, y después de un rato nos explicé lo
siguiente:

Para representar un nimero que termine en cinco,
podemos indicar con d al nimero de decenas y asi formar
el nimero:

10d + 5.

Al elevar este nuimero al cuadrado —recuerden la
forma de elevar un binomio al cuadrado—, obtenemos:

(10d + 5)* = 10042 + 100d + 25.

Objetivo del capitulo

CAPITULO

de algebra

Si factorizamos los primeros dos términos del lado
derecho, cuyo factor comiin es 100d, tenemos:

(10d + 5)> = 100d(d + 1) + 25.

Con esto podemos entender la “regla” para elevar
rapidamente al cuadrado un nimero que termine en cinco.
Hagédmoslo con un ejemplo:

Elevemos (65)2.

a) Nos fijamos en el nimero de decenas: seis.

b) Este lo multiplicamos por el digito que es uno
mayor que €l siete.

¢) Formamos el nimero que inicia con el resultado
anterior, 42, y termina con 25, es decir, 4225.

Al emplear esta regla, realicemos las operaciones si-
guientes:

i) 252, i) 552
iii) 952, iv) 1152,
v) 7.5% vi) 1052

Este capitulo revisa las técnicas fundamentales de dlgebra. Estd dirigido a los estudiantes que,

por una u otra razén, lo necesiten para refrescar sus habilidades algebraicas basicas.
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m 1-1 LOS NUMEROS REALES

2 CAPITULO 1

Empezaremos dando un breve esbozo de la estructura de los nimeros reales. Los
nimeros 1, 2, 3, etc., se denominan niimeros naturales. Si sumamos o multiplica-
mos dos nimeros naturales cualesquiera, el resultado siempre es un nlimero natural.
Por ejemplo, 8 + 5 = 13y 8 X 5 = 40; la suma 13 y el producto 40 son nimeros
naturales. En cambio, si restamos o dividimos dos nimeros naturales, el resultado
no siempre es un nimero natural. Por ejemplo, 8 — 5 = 3y 8 + 2 = 4 son niime-
ros naturales, pero 5 — 8 y 2 + 7 no son nimeros naturales. Asi, dentro del sistema
de nimeros naturales, siempre podemos sumar y multiplicar pero no siempre pode-
mos restar o dividir.

Con objeto de superar la limitacién de la sustraccidn, extendemos el sistema
de los nimeros naturales al sistema de los niimeros enteros. Los enteros incluyen
los nimeros naturales, los negativos de cada nimero natural y el nimero cero (0).
De este modo podemos representar al sistema de los enteros mediante

Es claro que los niimeros naturales también son enteros. Si sumamos, multiplicamos
o restamos dos enteros cualesquiera, el resultado también es un entero. Por ejemplo,
—3+8=5,(—3)5) =—15y 3 —8= —5 son enteros. Pero atin no podemos
dividir un entero entre otro y obtener un entero como resultado. Por ejemplo, vemos
que: 8 = (—2) = —4 es un entero, pero —8 <+ 3 no lo es. Por tanto, dentro del sis-
tema de los enteros, podemos sumar, multiplicar y restar pero no siempre podemos
dividir.

Para superar la limitacién de la divisién extendemos el sistema de los enteros
al sistema de los niimeros racionales. Este sistema consiste de todas las fracciones
a /b, donde a y b son enteros con b # 0.

Un ndmero es racional si podemos expresarlo como la razén de dos enteros con
denominador distinto de cero. Asi £, =3, %y 6 = £, son ejemplos de niimeros racio-
nales. Podemos sumar, multiplicar, restar y dividir cualesquiera dos ntmeros
racionales (exceptuando la division entre cero)* y el resultado siempre es un nime-
ro racional. De esta manera las cuatro operaciones fundamentales de la aritmética:
adicién, multiplicacién, sustraccién y division son posibles dentro del sistema de los
numeros racionales.

Cuando un ndmero racional se expresa como un decimal, los decimales termi-
nan o presentan un patrén que se repite indefinidamente. Por ejemplo, + = 0.25 y
2 = 1.1625 corresponden a decimales que terminan, mientras que + = 0.1666. . .
y 5 = 0.5714285714285. . . corresponden a decimales con patrones que se repiten.

También existen algunos nlimeros de uso comtn que no son racionales (es de-
cir, que no pueden expresarse como la razén de dos enteros). Por ejemplo, \/5 V3
y 7r no son nimeros racionales. Tales nimeros se denominan niimeros irraciona-
les. La diferencia esencial entre los nimeros racionales y los irracionales se advier-
te en sus expresiones decimales. Cuando un ndimero irracional se presenta por me-

*Véase el pardgrafo final de esta seccion.
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@ 1. ;Qué tipo de nimero es
cada uno de los siguientes?:

-3
(a) —;
2
(b) (—V2)%

o
(c) —.
2

Respuesta (a) racional, real;
(b) natural, entero, real;
(c) irracional, real.

dio de decimales, los decimales contindan indefinidamente sin presentar ningtin pa-
trén repetitivo. Por ejemplo, con diez cifras decimales V2 = 1.4142135623. . . y T
= 3.1415926535. . . No importa con cudntos decimales expresemos estos ndimeros,
nunca presentardn un patrén repetitivo, en contraste con los patrones que ocurren en
el caso de los nimeros racionales.

El término nimero real se utiliza para indicar un nimero que es racional o
irracional. El sistema de los nlimeros reales consta de todas las posibles expresiones
decimales. Aquellos decimales que terminan o se repiten corresponden a los nime-
ros racionales, mientras que los restantes corresponden a los nimeros irracionales.
- 1

Geométricamente, los ntimeros reales se pueden representar por los puntos so-
bre una linea recta denominada recta numérica. Con el fin de hacer esto, seleccio-
nemos un punto arbitrario O sobre la linea que represente al nimero cero. Los
nuimeros positivos se representan entonces por los puntos a la derecha de O y los ne-
gativos por los puntos a la izquierda de O. Si A, es un punto a la derecha de O tal
que OA, tiene longitud unitaria, entonces A, representa al nimero 1. Los enteros 2,
3,...,n,...estdn representados por los puntos A,, Ay, ., A, ..., estdn alade-
recha de O y son tales que

OA,=20A,, OA,=30A, ..., OA =nOA,

De manera similar, si B}, B,, ..., B,, ..., son los puntos a la izquierda de O tales

que las distancias OB, OB,, OB,, . . ., son iguales a las distancias OA,, OA,, . . .,
OA,, . .., respectivamente, entonces los puntos B,, B,, B,, ..., B,, . . ., representan
a los nimeros negativos —1, —2, =3, ..., —n, ... En esta forma, todos los enteros

pueden representarse mediante puntos sobre la recta numérica. (Véase la figura 1.)

B, B, B B O A A, A A,
| | | | | | | | |
I I I I I I I I I
-n -3 -2 -1 0 1 2 3 n
FIGURA 1

Los nimeros racionales pueden representarse por puntos sobre la recta numé-
rica que estdn situados un nimero apropiado de unidades fraccionarias a partir de
O. Por ejemplo, el nimero 5 estd representado por el punto situado cuatro unidades
y media a la derecha de O y —% estd representado por el punto que est4 situado dos
unidades y un tercio a la izquierda de O. De manera similar, todo niimero racional
puede representarse por un punto sobre la linea.

Se deduce que todo nimero irracional también puede representarse por un
punto sobre la recta numérica. En consecuencia, todos los nimeros reales, tantos los
racionales como los irracionales, pueden representarse por tales puntos. M4s atn,
cada punto sobre la recta numérica corresponde a uno y s6lo un nimero real. Debi-
do a esto, es bastante comtn el uso de la palabra punto con el significado de niime-
ro real.
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Propiedades de los nimeros reales

Cuando dos niimeros reales se suman, el resultado siempre es un nimero real; de
manera similar, cuando dos nimeros reales se multiplican, también el resultado es
un nimero real. Estas dos operaciones de adicion y multiplicaciéon son fundamenta-
les en el sistema de los ndmeros reales y poseen ciertas propiedades que en breve
enunciaremos. Estas propiedades por si mismas parecen ser mds bien elementales,
quizas aun obvias, pero son vitales para entender las diversas manipulaciones al-
gebraicas que efectuaremos después.

PROPIEDADES CONMUTATIVAS Si a y b son dos nimeros reales cualesquie-
ra, entonces

atb=b+a 'y ab=ba.

Por ejemplo, 3+7=7+3,3+(-7=(-7+3,3-7=7-3y@3)(—-7)=
(—7)(3). Estas propiedades establecen que no importa el orden en el cual dos ndme-
ros son sumados o multiplicados (obtenemos el mismo resultado con cualquier or-
den que sigamos). Se conocen como propiedades conmutativas de la adicion y de
la multiplicacion, respectivamente.

PROPIEDADES ASOCIATIVAS Sia, by ¢ son tres numeros reales cualesquiera,
entonces

(@a+b)yt+c=a+b+c) y (ab) = albc).

Porejemplo, 2 +3)+7=2+ 3 +7)=12y(2-3)-7=2-(3-7) = 42. Estas
propiedades se conocen como propiedades asociativas de la adicion y de la mul-
tiplicacion, respectivamente. Establecen que, si tres nimeros se suman (o se multi-
plican) a la vez, no importa cudles dos de ellos se sumen (o se multipliquen) en pri-
mer término. Obtenemos la misma respuesta en ambos casos.

En virtud de estas propiedades, es innecesario escribir los paréntesis en las ex-
presiones anteriores. Podemos escribir @ + b + ¢ para indicar la sumade a, by cy
abc para su producto sin ninguna ambigiliedad.

PROPIEDADES DISTRIBUTIVAS Si a, b y ¢ son niimeros reales cualesquiera,
entonces

alb+c)y=ab+ac 'y (b+ c)a=ba-+ ca.

Por ejemplo, 2(3 + 7) = 2(3) + 2(7) = 6 + 14 = 20. Esto es sin duda cierto por-
que 23+ 7)=2 - 10=20. Por otra parte, (—=2)[3 + (—=7)] = (—2)(3) +
(=2)(=7) = —6 + 14 = 8. Podemos evaluar la expresion dada directamente, obtenien-
do la misma respuesta: (—2)[3 + (=7)] = (—2)(—4) = 8.

4 CAPITULO 1 REPASO DE ALGEBRA
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@ 2. ;Cuiles propiedades de los
nimeros reales son utilizadas en cada
una de las siguientes igualdades?

(a 2+3-4=2+4-3;

(b) 2+3-4=3-4+2;

© 2+@3+4H=3+4) +2
@2+@3+4)=4+Q2+3)

(e) 3x+3x=3 + 3)x;

) 3x+xy=x3+y).

Respuesta (a) conmutativa,;

(b) conmutativa;

(c) conmutativa;

(d) ambas, conmutativa y asociativa;
(e) distributiva;

(f) ambas, distributiva y conmutativa.

La segunda forma de la propiedad distributiva en realidad se sigue de la primera
dado que, por la propiedad conmutativa
(b+ca=ab+c) ytambién ba+ ca=ab + ac.
Puesto que los segundos miembros son iguales uno a otro en virtud de la primera pro-
piedad distributiva, los lados de la izquierda deben ser iguales.

Las propiedades distributivas son particularmente importantes en los célculos al-
gebraicos. Como veremos, éstas sustentan muchas operaciones incluidas en la simplifi-
cacién de expresiones y, si se leen “hacia atrds”, esto es, de derecha a izquierda, forman
la base para los métodos de factorizacién. @& 2

Los ejemplos siguientes ilustran algunos usos elementales de estas propiedades de
los ndmeros reales al simplificar las expresiones algebraicas.

EJEMPLO 1
(@ x(y +2)

xy + x(2)
xy + 2x

(propiedad distributiva)

(propiedad conmutativa)

(b) 2x +3x=2 + 3)x

= 5x

(propiedad distributiva)

() 23x) =(2-3)x

= 6x

(propiedad asociativa)

(d) 2x)(3x) = [(2x) - 3]x (propiedad asociativa)

=[3-(2x)]x (propiedad conmutativa)
=[(3 - 2)x]x (propiedad asociativa)
= (6x)x

= 6(x " x) (propiedad asociativa)
= 612

donde x? denota x - x.

Esta respuesta final pudo obtenerse agrupando los términos semejantes en el
producto original: los nimeros 2 y 3 multiplicados dan 6 y las dos x multiplicadas
dan x2. La parte siguiente ilustra este procedimiento.

(e) [5(3ab)] 2a) = (5 -3+ 2)a - a)b = 30a%h.

Esta respuesta puede justificarse mediante una sucesion de pasos que emplean
las leyes asociativa y conmutativa, como en la parte (d).

) 2x + By + x) = 2x + (x + 3y) (propiedad conmutativa)

= (2x +x) + 3y (propiedad asociativa)
= (2x + 1x) + 3y

=2+ x+ 3y (propiedad distributiva)
=3x + 3y

SECCION 1-1  LOS NUMEROS REALES 5

ﬂﬂ@ﬁl@éﬁ’SULUCIONARIDS.NET



(2) 2x(4y + 3x) = 2x)(4y) + (2x)(3x) (propiedad
distributiva)
=Q2-dHx-y)+2-3)x-x) (propiedades
asociativa y
conmutativa como en
la parte (a))
= 8xy + 642

La propiedad distributiva puede usarse en el caso en que mds de dos cantida-
des se sumen dentro de los paréntesis. Esto es,

alb+c+d)=ab + ac + ad,

etcétera.

EJEMPLO 2

4(x + 3y + 4z) = 4x + 4(3y) + 4(4z) (propiedad distributiva)
=4x+ @4 -3)y+@-4): (propiedad asociativa)
=4x + 12y + 16z

ELEMENTOS IDENTIDAD Si a es un niimero real cualquiera, entonces

at+t0=a y a-1l=a

Es decir, si 0 se suma a a, el resultado atin es a y si a se multiplica por 1, el resul-
tado de nuevo es a. Por esta razén, los nimeros 0 y 1 a menudo se conocen como
elementos identidad para la adicion y la multiplicacion, respectivamente, porque
no alteran nimero alguno bajo sus respectivas operaciones.

INVERSOS Si a es un nuimero real arbitrario, entonces existe un dnico nimero
real denominado el negativo de a (denotado por —a) tal que

a+ (—a)=0.

Si a no es cero, entonces también existe un tnico ndmero real denominado el reci-
proco de a (denotado por a~!) tal que

aral=1.

Obsérvese la similitud entre las dos definiciones: cuando —a se suma a a, el resul-
tado es el elemento identidad para la edicién y cuando a~! se multiplica por a, el re-
sultado es el elemento identidad para la multiplicacién. A menudo nos referiremos
a —a como el inverso aditivo de a y a ¢! como el inverso multiplicativo de a.
(Algunas veces a~! se denomina simplemente inverso de a.)

6 CAPITULO 1 REPASO DE ALGEBRA
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@ 3. ;Cudles propiedades de los
nimeros reales se utilizan en cada
una de las igualdades siguientes?
(@ x+3x=1x+3x=

(1 +3)x=4x;

b 2+ +(=1)=2+

[+ (=D]=2+0=2
©3-3=1

Respuesta (a) propiedad del
elemento idéntico multiplicativo
y propiedad distributiva;

(b) propiedad asociativa, inverso
aditivo y neutro aditivo;

(c) idéntico multiplicativo y
definicion de 1.

EJEMPLO 3

(a) Elinverso aditivo de 3 es —3 dado que 3 + (—3) = 0. El inverso aditivo
de —3 es 3 puesto que (—3) + 3 = 0. Como el inverso aditivo de —3 se denota por
—(—3), se sigue que —(—3) = 3. En realidad, un resultado correspondiente vale pa-
ra cualquier nimero real a:

—(—a) = a.

(b) Elinverso multiplicativo de 3 es 37! dado que 3 - 3=! = 1. El inverso mul-
tiplicativo de 37! serfa denotado por (37!)~! y estarfa definido por el requerimiento
de que 37! - (371! = 1. Pero dado que 37! - 3 = 1, se sigue que 3(~!)~! es igual
a3.

De nuevo este resultado puede generalizarse para cualquier nimero real @ dis-
tinto de cero:

(aH'=a

(El inverso del inverso de a es igual a a.)

Una vez que hemos definido los inversos aditivo y multiplicativo de a, po-
demos definir lo que entenderemos por las operaciones de sustraccion 'y division.
Definimos a — b como el nimero a + (—b), es decir, @ mas el negativo de b. De
manera similar, definimos a = b como el niimero ab~!, es decir, @ multiplicado por
el reciproco de b. La expresién a + b estd definida sélo cuando b # 0. También se
indica por la fraccién a/b y tenemos que

Definicién de %z =ab. (1)

De aqui, la fraccién 1/b significa lo mismo que el inverso multiplicativo b~!. Por
ejemplo, 37! = 4. Por tanto, se sigue de la ecuacién (1) que

dadoque b™'=1/p. @& 3
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EJEMPLO 4

7 (1)—1 . _ .
(a) — =7— (Ecuacién (1), cona =7y b = 3)
H \3

=7@3"H"1=73) =21

Este resultado se extiende a cualesquiera pares de niimeros reales a y b (b # 0):

a
—— = ab.
i ¢
(b) Para cualquier nimero real, (—1)b = —b. Esto se debe a que
b+(—=Db=1-b+(—1)b
=1+ (—Dlb (propiedad distributiva)

=0-b=0
Por tanto, (—1)b debe ser el inverso aditivo de b, es decir —b.

(¢) a(=b) = al(=1)/b]  (por la parte (b))
= (—1)(ab) (usando las propiedades asociativa y conmutativa)
=—(ab)

Por ejemplo, 3(=7) = —(3 -+ 7) = —21.

(d) 3(x — 2y) = 3[x + (—2y)] (definicién de sustraccion)
=3x + 3(—2y) (propiedad distributiva)
=3x — [3(2y)] (de la parte (c))
=3x—[(3-2)y] (propiedad asociativa)
= 3x — 6y

En general, la propiedad distributiva se extiende a expresiones con signos negativos.
Por ejemplo,

alb—c)=ab — ac.

De esa manera podemos resolver este ejemplo en forma directa.

3(x — 2y) = 3x — 3(2y) = 3x — 6y

Obsérvese que cuando una expresion dentro de paréntesis debe multiplicarse
por una cantidad negativa, todo término dentro del paréntesis cambia de signo.

—(@a+b)=(-a+b)=(—Da+(—Db=—-a—>
EJEMPLO 5
—2(x = 3y) = (=2 — (=2)@3y)
= —2x + 6y

Nétese que tanto x como —3y que estdn dentro de los paréntesis cambian de signo,
quedando como —2xy +6y, respectivamente.

8 CAPITULO 1 REPASO DE ALGEBRA
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@ 4. ;Estin definidas las
expresiones siguientes?

Observacion sobre la division entre cero. La afirmacién a/b = ¢ es cierta
si y s6lo si la proposicién inversa a = b - ¢ es vdlida. Consideremos una fraccién en

@ a : la cual el denominador b es cero, tal como 3. Esta no puede ser igual a ningtin ni-
b+ (3b — 4b) mero real ¢ porque la afirmacién inversa 3 = 0 * ¢ no puede ser vélida para ninglin
real c. Por tanto 3 no estd bien definido. Asimismo, § no es un ndmero real bien de-

(b) w' finido porque la proposicién inversa 0 = 0 « ¢ es vélida para cada nimero real c.

Respuesta (a) no;
(b) si, siempre y cuando a # O.

a

Asi, concluimos que cualquier fraccién con denominador cero no es un nimero real
bien definido o, en forma equivalente, que la divisién entre cero es una operacion
que carece de sentido. Por ejemplo, x/x = 1 es cierto sélo si x # 0. @ 4

I (jcRCiCIOS 1-1

1. Establezca si cada una de las siguientes igualdades es vélida
o no. Reemplace cada proposicién falsa por una que sea co-

rrecta.

a. 3x +4x="Tx b. (3x)(4x) = Tx
c. 2(5—4y)=10— 4y

d —-x+y)=—-—x+y

e. Sx —2—-3x)=2x—2

-

=

5 —2x = 3x
—3(x — 2y) = —3x — 6y

. (—a)(—b)(—c) = (—d) = —(abc + d)

a~ (b +c)="(ac)~b

Joa—-b-c=@+c)—»>b

k. (—0(—y) = —xy

L= =

m. % = 0 para todos los nimeros reales x
(2-60) Simplifique las expresiones siguientes.
2.5—(-3) 3. =7—-(-3)
4. 5(-3) 5. (=3)(=7
6. 8 +(—2) 7. (=9) +(-3)
8. —(2-06) 9. (-4 -3)
10. B)(=2)(=4) 11. (=5)(=3)(—=2)
12. 3(1 — 4) 13. 2(-2 - 3)
14. —2(—4 -2 15. —4(3 - 6)

16.
18.
20.
22,
24.
26.
28.
30.
32.
34.
36.
38.
40.
42,
44.
46.
47.
49.
51.
53.
54.
56.
58.
60.

—6—2(—3-2) 17. 3(x + 2y)

4(2x + 2) 19. 22x — y)

3(4z — 2x) 21. —(x — 6)

—(—x—3) 23. 3(x — 4)

2(—x —3) 25, =2(—x—2)

—4(x — 6) 27. —x(y — 6)

—x(—y — 6) 29. 2(x —y) + 4x

3y + 4(x + 2y) 31. —2z — 3(x — 22)

—4x — 23z — 2x) 33 (x +y) +4x—y)

3(y — 2x) — 2(2x — 2y) 35. 5(7x — 2y) — 43y — 2x)

48z — 2t) —3(—t—4z) 37. x(—y)(—2)

(=0(=y)(—2) 39. (—=2)(—0)(x + 3)
(=0)(=(2 — 32) 41. 2(-a)3 — a)

(=37 p)2q)q — p) 43, x(=2)(—x — 4)
(=20(=3)(—y — 4 45, —x(x —2) + 2(x — 1)
=2(=30)(=2y + 1) = (=y)(4 — 5x)
2r+5—-2(x+2) 48. 3x — 1t— 2(x — O
2x—y) —x 50. 4x(x + y) — x2

42(x + 1) — 3] 52, x[3(x —2) — 2x + 1]
x—3(—4 +5) + 3]

4x2 =5 —-2(1—=2x)] 55 x'(x+2

x1T2x—=1) 57. (—20)7'GBx— 1)
(=3x)"1(6 + 2x) 59. (xy) l(x +y)
(—xy)~1(2x — 3y)
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W 1-2 FRACCIONES

@ 5. Evalte (a) % %;

7
) 55

Respuesta (a) %; (b) Z—g

10 cApiTULO 1

En la seccién 1-1, vimos que la fraccién a /b estd definida como el producto de a y
el inverso de b:

=ab™' (b #0).

a
b
En particular,

1
- — p-1
b b~

Con base en la definicién anterior es posible deducir todas las propiedades que se
usan al manejar fracciones. En esta seccién nos detendremos un poco a examinar es-
te tipo de operaciones.*

Multiplicacién de fracciones

El producto de dos fracciones se obtiene multiplicando en primer término los dos
numeradores y luego los dos denominadores.

a\(c\_ ac
b\ d) = ba
EJEMPLO 1
2\ (5\_2-5_10
@ (3/\9)=3 927
20\ (, 4)_ @04 _ 8
o (F)3)=55=5
A4\ _(3x\(A4)\_ GBn-4 _ 122
(C)3x<5Y> <1>(5y> Loy T

Division de fracciones

Con el propésito de dividir una fraccién entre otra, la segunda fraccién se invierte y
después se multiplica por la primera. En otras palabras,

(5] (=) -

*Las demostraciones de las propiedades que aparecen en recuadros se dan como una serie de teoremas al
final de esta seccidn.
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EJEMPLO 2

-1 b b

2 3 x 7 (Es decir, el reciproco de cualquier fraccion se obtiene intercambiando el numera-
(@7 + PR b5 3 dor y el denominador de la fraccién.) @ 6.

@ 6. Evalte

En vista de este tltimo resultado, podemos reescribir la regla anterior para la
division: para dividir entre una fraccion, debe multiplicar por su reciproco.

Cancelacion de factores comunes

El numerador y el denominador de cualquier fraccién pueden multiplicarse o divi-
dirse por un nimero real cualquiera distinto de cero, sin alterar el valor de la frac-
cion.

a ac
b e (c #0)

EJEMPLO 3

Esta propiedad de las fracciones puede usarse con el fin de reducir una frac-
cién a su minima expresion, lo que significa dividir al numerador y al denomina-
4 Sy dor por todos los factores comunes. (Esto se llama también simplificacién de la
Respuesta (a) 9 (b) ﬁ fraccion.)

SECCION 1-2 FRACCIONES 11

&:U‘BEW&)@?*&’SOLUGIONAHIOS.NET



@ 7. Evalie

2 15 x . 3x
e b) = =~ —
@3 ®5Fyy

5 4
Respuesta (a) ; (b) ?y

EJEMPLO 4

(a)ﬂz 2-5-7 _ 2-5-7 _ 5 _
84 2.2.3.7 1.2.3.7’ 2-3

Obsérvese que tanto el numerador como el denominador se escriben primero en tér-
minos de sus factores primos y luego el numerador y el denominador se dividen por
aquellos factores que son comunes a ambos nimeros, como el 2 y el 7. (Este proce-
so algunas veces se denomina cancelacion.)

6x2y 2:3-x-x-y zqfx/ 3
()8,0, 2022 x yry  Z:2:2-4-y-y

(xy # 0)

En este ejemplo, el numerador y el denominador fueron divididos entre 2xy en la
simplificacién.
2xx+ 1) _ x

© s -2 @H1FO0

Aqui el factor comtn 2(x + 1) fue cancelado del numerador y del denominador.
- 7
Adicion y sustraccion de fracciones

Cuando dos fracciones tienen un comin denominador, pueden sumarse simplemen-
te sumando sus numeradores.

b _a+b

a
=+
c C C

Una regla similar se aplica a la sustraccién:

EJEMPLO 5

11 5411 16 4
@t R "1 T173

5 3-5 -2
(b)zx_ﬂ 2% x| x

(Nétese la cancelacion de factores comunes al llegar a las respuestas finales.)

Cuando dos fracciones con denominadores distintos deben sumarse o restar-
se, las fracciones deben en primer lugar reescribirse con el mismo denominador.
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@ 8. En cada caso, jcudl es
minimo comiin denominador?

X

2 5 1
Ty s () —y—.
@3y g O goyg

Respuesta (a) 6. (b) 8xy.

EJEMPLO 6 Simplique:

5 1 5 3
@ %+ 5 ® =7
Solucion
.1 1-3 3 . .
(a) Podemos escribir 5= ﬁ =% Entonces ambas fracciones tienen el

mismo denominador, de modo que podemos sumarlas.

5 1 5
6 266" =%

(b) En la parte (a), multiplicamos el numerador y el denominador de % por 3
para obtener un denominador igual al de la otra fraccién. En esta parte, ambas frac-
ciones deben modificarse para que tengan un factor comdn. Escribimos

5 10 3.9
6 12 Y 471

Por tanto,

En general, cuando sumamos o restamos fracciones con denominadores dife-
rentes, primero reemplazamos cada fraccién por una equivalente que tenga un de-
nominador comin. Con el propdsito de mantener los nimeros tan pequefios como
sea posible, elegimos el mds pequefio de tales denominadores comunes, denomina-
do el minimo comin denominador (m.c.d.). Adn obtendriamos la respuesta
correcta utilizando un denominador comun mds grande, pero es preferible usar el
minimo denominador posible. Por ejemplo, en la parte (b) del ejemplo 6, pudimos
emplear 24 como un denominador comun:

5 3 20 18 20-—18 2 1

La respuesta final es la misma, pero habriamos tenido que trabajar con nimeros mas
grandes.

Para calcular el m.c.d. de dos o mas fracciones, los denominadores deben es-
cribirse en términos de sus factores primos. El m.c.d. se forma entonces tomando to-
dos los factores primos que aparezcan en cualquiera de los denominadores. Cada
uno de tales denominadores debe incluirse tantas veces como ocurra en cualquiera
de los denominadores. Por ejemplo, el m.c.d. de 2 y 2, se encuentra escribiendo los
denominadores en la forma 6 = 2 - y 4 = 2 - 2. Los factores primos que ocurren
son 2 y 3, pero 2 aparece dos veces en un denominador. De modo que el m.c.d. es
2-2-3=12.

Como un segundo ejemplo, consideremos el m.c.d. de 5/12x y 7/10x%y. Es-
cribimos

2x=2+-2+3-x y 10}y =2-5-x-x"y.
Tomando cada factor el mayor ndmero de veces que aparezca, tenemos que

mcd. =2+2:3-5-x-x+y=060x. @8
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EJEMPLO 7 Simplifique:

X, 3y 11 a. b
() 5 T 4> (b) w6 ©) PERET
4a . (L3
(d) b’ (e) 3X N (3x2 4xy)
5b — =
3
Solucion
(a) El m.c.d. es 12.
X _2x 3y 3@y _ 9y
6 1 4 12 12
Por tanto
x 3y _ 2, 9 2w+9
6 4 712 12 12

(b) El m.c.d. en este caso es 18x, de modo que

Entonces

(c) El m.c.d. es cd.
@ 9. Evalie y simplifique

N a
2y 8y c

2 5 X Tx b ad bc ad + bc
212 0 2_4é o _gavhe
@3y ® Y9 @ @ od

- 9

(d) Aqui tenemos una fraccién cuyo denominador a su vez incluye una frac-
cién. Primero simplificamos el denominador:

15h—b 14b
sh b 5h 145
Entonces la expresion dada es

4a =4 ﬁ71_4i_6_a
14p/3 ~ "\ "37) T ™14p) ~ 7B

(e) Primero simplificamos la expresiéon que se encuentra entre paréntesis. El
minimo comun denominador es 12x%y.

23 3y L_i_ 4y _ 9x 4y —9%x
Respuesta (2) 755 (b) = 8y 332 dxy T 12x%y  12x%y 0 12x%y
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Por tanto la expresién dada es igual a

(Ao o) 3 122y 3ery
Ty

T 1 T4y —9x 4y —9x
(endonde X¥* = x - x2=x-x"X).
Demostraciones de los teoremas

Concluimos esta seccién demostrando las propiedades basicas de las fracciones que
hemos utilizado en los ejemplos anteriores.

(o)) =0

DEMOSTRACION Por definicion, (%) =bhly (%) = d~!, de modo que

e

(b1d Yy (bd) = (b71b) - (d1d) (usando las propiedades asociativa y
conmutativa)

TEOREMA 1

Como,

Por tanto b~! d~! debe ser el inverso multiplicativo de db, es decir,

1
-1 J-1 — —
b= ld bl
como se requeria.
Observacion Este resultado puede reescribirse en la forma (bd)™! = b~1 d~1.

TEOREMA 2
(5)(3) -5
b)\d] ™ bd
DEMOSTRACION
% =ab7! = a(%)
y también
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Por tanto, usando las propiedades conmutativa y asociativa, podemos escribir

(5)(2) =) i) =53

1
= ac (E) (por el teorema 1)

como se pedia.

TEOREMA 3

g2

DEMOSTRACION Por definicién, a/b = ab~!. Por tanto, por el teorema 1,

<%>_l — (abfl)fl — afl(bfl)—l‘
Pero (b~1)~! = b, de modo que

ﬁ_lz —1p — —zﬁ
(b) a'b=ba P

como se requeria.

TEOREMA 4

(5= (3)= (3

DEMOSTRACION Por definicién, x = y = xy~!. Por tanto, tenemos las igualda-

des:
a\ . (e)_(a). (e} o (a). (4
b \Z =\ g = p) e (por el teorema 3)
TEOREMA 5
a _ac
D= be (c#0)

DEMOSTRACION  Para cualquier ¢ # 0, la fraccién ¢ /c = 1, puesto que, por de-
finicién ¢/c = cc~!. Por tanto, por el teorema 2,

ac _ 4y 24,24
bc \b) \c) b " b
como se pedia.
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TEOREMA 6

+
a,h_axb g
c < c
DEMOSTRACION  Por definicién,
a _ b — bl
o ac y 2 bcL.
Por tanto,
b
% == ac™' + bc7! = (a + b)c™!  (por la propiedad distributiva)
_a+tb
T

como se requeria.

I :crcicios 1-2

1. Establezca si cada una de las igualdades siguientes es vdlida ~ (2-58) Evalie cada una de las expresiones siguientes. Escriba

o no. Reemplace cada proposicion falsa por una verdadera. las respuestas en los términos mds simples.
g S 41 , 2.6 5 (8)(1s
X x X 9 5 3/\ 4
A X _ X 3 8 4 2 3 10
b. v +-=%> 4.z 5=, —
37407 759 357677
a,c_a+tc 3x) (25 14x\ ( 25y
“hraThe o553 (355
a . (€c.e)_ ace 6 2x
45 (d f>_ bd 8 7x2(2—1yx) 9 (——y)(—i\y)
a.c).e_oadf 18 8 14 6
& (b ' d) f bee 10. (—1) —<?> 11. (T) _(1_5>
a [4 e adf 4 2 12 15 20
f. -+ |7+Z]=—" 2. (£ —£ ., 2) LA
b (d f) bee 12.3 (3 8) 13 (25 7) 7
r. .1 1 Tx\ . [21x 3xy
g a + b a+b 14 (l_)—(T) 15 (ZX)_<T
h}‘L=l 16. 4+ (> 17, (2]« [
Ty 14y : 9x 3x 1
6.8 6-9+7-8 3 (o Sy 3y) L (2
R 18(20' )*(25) 19(2'4_1
142434445 ] L2 2 2 (A 32
b 2yaver8ri0 2 20.8xy.(3 5y e
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8 1), s 3 X, a _fa b X, 2y . (6
22.(§T3st) 2 23. <4xy.y) 5 4. < z(b 2a> 45. (2+x>.(x)
1 1 1 2 11
2 4 2xt 2t LR — 2tz =
24.(;+§>+7 25.(TX+%)+7 46'<9y+6xy) (3xy> 47. (4 5> (2 5)
2 1 7
N yp, 2 (2 2 48'(?*6)'(E+_>
tz \2 7 2 3 T \4r 03
1 _ 1 §+l
28 -~ + 29, 4 L 49, 23 50, 23
6 2 10715 CT - n
its 2+3
4x X 1 1
30.?—E 31.;4—5 1 1 .
513 ¢ 52, 2
32£+£ 33 LJ’,L 'L_L .3+L
2 '3 © 2 3x 5 6 8
) 7x 2x 1
a a a a - A~ T 4
= _ = 4, c 3
Moo 355 T op 53— 3 54, %
15y — < e
3 4y Sy
36 L+ a7 L
6x  4x2 10x2  6x ,
(2) (%) - (2}, 2
; : 3\ 5 2q)\3) 84
38.%+L 39.i+l+£ 55.7[,) 56. p
P pg y z X 2 + — 4p +
15 12
x_y x
40.y e 41. 3y +4y - £+2i . 3x L (x +i
b 3b 8 9) 4
1 2 X 1 2 X
42.€+(;+E> 43.3—(;—3) 58.<Xy>+ 2+1_£
6 3 6) 4

B 1-3 EXPONENTES

Sim es un entero positivo, entonces a™ (1éase a a la potencia m o la m-ésima po-
tencia de a) se define como el producto de m factores a multiplicados a la vez. Por
lo que

En este producto, el factor a aparece m veces. Por ejemplo,

24=2:2:2-2=1 (cuatro factores de 2)
3¥3=3.3:3-3.3=243 (cinco factores de 3).

I o

En la expresion @™, m se llama la potencia o exponente y a la base. Asi en 2* (la
cuarta potencia de 2), 2 es la base y 4 es la potencia o exponente; en 3°, 3 es la ba-
se y 5 el exponente. Esta definicién de a” cuando el exponente es un entero positi-
vo es vélida para todos los valores reales de a.

Obsérvese el patrén en la tabla 1, en la cual se dan varias potencias de 5 en
orden decreciente. Tratemos de completar la tabla. Notemos que cada vez que el ex-
poente disminuye en 1, el nimero de la derecha se divide entre 5.
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@ 10. Evalde

(@ (=% ®) (—H3

Respuesta (a) 1;

(b) =23 = —8.

Esto sugiere que la tabla se completaria continuando la divisién entre 5 con cada re-
duccidn del exponente. De esta manera llegamos a las igualdades siguientes:

TABLA 1

54 625
53 125
52 25
51

50

5—1
5—2
5—3
5—4

Este patrén en forma natural nos conduce a la definicién siguiente de a™ en el caso
de que el exponente m sea cero 0 un ndmero negativo.

DEFINICION  Si g # 0, entonces a° = 1 y si m es un entero positivo cualquiera
(de modo que —m es un entero negativo),

1 S 1
@ (2

— = . @« 10
—32 32

De estas definiciones, es posible establecer una serie de propiedades denomi-
nadas las leyes de los exponentes, las cuales se enuncian a continuacién.

Propiedad 1

am cq' = am+n

Esto es, cuando dos potencias de una base comiin se multiplican, el resulta-
do es igual a la base elevada a la suma de los dos exponentes. Este resultado vale
para cualquier nimero real a, excepto en el caso de que m o n sea negativo, reque-
rimos que a # 0.

EJEMPLO 1
(a) 52 . 53 = 52+3 =55

Podemos verificar que esto sea correcto desarrollando las dos potencias del producto.

52.53=(5-5-(55"5=5-5-5-5-5=5°
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