5

ESTIMACION

5.1 INTRODUCCION

Los métodos de inferencia sirven para determingrdaabilidad de que cualquier conclusion
sobre una poblacion que se haya derivado de laniaftién aportada por un grupo de datos
sea correcta. Los valores de los estadisticos malesst por muy bueno que haya sido el
muestreo, siempre presentaran diferencias con ates@d respectivo valor poblacional o
parametro, debido fundamentalmente a que se es@ndio con variables aleatorias que
asumen valores distintos y que ocurren en la parlacon frecuencias diferentes. De modo
qgue al ser imposible eliminar la aleatoriedad gesguieren hacer generalizaciones a partir de
la informacion obtenida de una muestra se debédlesta la confianza que se tiene en la
muestra. Es decir se debe determinar que tan begra aproximacion entre valor del
estadistico y el valor del parametro respectivo.€gie punto la estadistica inferencial es de
gran ayuda al ofrecer métodos que cuantificanalaue confianza requerido para hacer las
generalizaciones mencionadas anteriormente. Sotodasétodos de inferencia, en unos se
usa la informacion proporcionada por los estadistimuestrales para estimar con cierta
probabilidad el valor de un pardmetro poblacioealptro tipo de método, usa esa misma
informacion para decidir con una probabilidad cad@si el parametro poblacional es igual a
algun valor preconcebido. El primero de estos gutonientos se conoce como Estimacion y
el segundo como Prueba de Hipdtesis. En éste tapits ocuparemos de los métodos de
estimacion y dejaremos para el préximo las prudbdspétesis.

La estimacion de un parametro se puede hacer eaf@untual o construyendo un intervalo.
A continuacion revisaremos estas dos técnicasfdeemcia.

5.2 ESTIMACION PUNTUAL

Una estimacion puntual consiste en calcular en umaestra el valor de un estadistico y
considerar que el mismo es la mejor aproximaciaa spitiene a la magnitud del parametro
poblacional correspondiente. Por ejemplo, un val@quiera de una media muestral ) (es
una estimacion puntual de la media poblaciona). (Igualmente un valor determinado de la
varianza muestral (S2) es una estimacion puntukd darianza poblacionab@ ).

Un mismo parametro puede tener varios estimadésistenemos que la media poblacional
(u) ademas de poder ser estimada por la media muggtyatambién es estimada por la

mediana &) y por la moda (Mo) para una variable que se idisge en forma simétrica
(Figura 5.1)
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Pardrnetros Estimadores
poblacionales (estadisticos)

Figura 5.1

La escogencia del mejor estimador de un parametrdifeulta, porque ademas de existir
varios estimadores para un mismo parametro, etlosvariables aleatorias que pueden tener
una amplia distribucion de valores. El mejor estiorasiempre serd aquel que esté mas cerca
del valor del parametro que se estima. Como estsenpuede conocer, la calidad de un
estimador se debe evaluar en términos de algunasudepropiedades como son: la
insesgabilidad, la consistencia y la eficiencia.

Supongamos que se estd estimando un parametro cioolalla cualquiera, que sera
representado por la letra griegay su respectivo estimador sera representado pwoidana

letra griega con un copete (Figura 5.2)

—

Estirnador (Estadistico) Pardrnetro poblacional

Figura 5.2

5.2.1 Estimador insesgado
Se dice que un estimadd@ del parametrod es insesgado cuando el valor esperado o
promedio de la distribucion @@ coincide con el valor del parametéo

E(§) =6
Por ejemplo, la media muestrales un estimador insesgado de debido a que la media de
las medias muestralgs; es igual a la media poblaciona)

E(X)=x = tx

Igualmente, la mediana de una mueskaés un estimador insesgado de porque la media
de las medianas muestrales es igual a la mediaagobhl, cuando la distribucion de la
variable estudiada es simétrica.

E(X)= tx
En cambio la varianza muestral puede ser un estimegbgado si para su calculo se usan n
grados de libertad.
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. — )2
E(S?)# o2 sj S&M
n
Para hacer insesgada la varianza muestral, la migia calcularse usando n-1 grados de
libertad, de modo que:

E(s9mo? s sa2liTXF
n-1
5.2.2 Estimador consistente
Se dice que un estimadd del parametrod es consistente si el valor absoluto de la

diferencia entre los valores del estimador y dehp&tro es menor a medida que aumenta el
tamano de la muestra (n). En términos mas formales:

lim P( ‘é—H‘sg):l para todo € >

n- o

Ya sabemos que la media y la mediana muestralegsonadores insesgados ge pero

¢son igualmente consistentes?. La respuesta esa@fia si la distribucion de la variable

estudiada es simétrica. Pero si la variable saliige asimétricamente la mediana muestral se
aproximara mas al valor de la mediana poblacionahdo n aumenta y la media muestral se
acercara mas a la media poblaciona).(Recordemos que la media poblacional y la mediana

poblacional son dos parametros diferentes. Dedioadanteriormente se puede concluir que la
media muestral es mas consistente que la mediaestral como estimador de la media
poblacional (). Si comparamos la media y la mediana en térmiteota insesgabilidad y

consistencia, ambas son buenos estimadorgs,dgempre y cuando las muestras provengan

de poblaciones con una distribucion simétrica. Bmhio, si la poblacién se distribuye en
forma asimétrica, la media es mejor estimadopdegorque ademas de ser insesgada es mas

consistente.

5.2.3 Estimador eficiente
Se dice que un estimadéy del parametrad es el més eficiente si no existe otro estimador

92 Cuya varianza sea menor a ladle
E(6,-6F < E@,-6)?

Si continuamos con la comparacion entre la med@arngediana muestral como estimadores
de i, es necesario determinar para el caso de pob&smon una distribucion simétrica, cual

de los dos estadisticos es mejor estimador de thanp@blacional. Por lo tanto es necesario
usar otras propiedades diferentes a la insesgafbijda consistencia. Cuando se examina la
eficiencia de los dos estimadores, se encuentrdaguerianza de la media muestra es menor

que la varianza de la mediana muestogd:= (1,57 )02

Por lo tanto, en funcion de la insesgabilidad, stescia y eficiencia, la media muestral)(
es un mejor estimador de que la mediana muestrak) para variables con distribuciones

tanto simétricas como asimétricas.
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5.3 ESTIMACION POR INTERVALO

Aunque un estimador como la media muestral seagas®, consistente y eficiente, lo mas

probable es que, aln en muestras grandes, eldallestimador €) no coincida con el valor
del parametro &). Por lo tanto se utiliza otro procedimiento mégwso para inferir el valor
del parametro, como es la estimacion por intervalo.

Con éste método se construye un intervalo a paetirvalor de un estimador puntua?P)(
mediante la definicion de dos limites: uno supefli®) y otro inferior (LI). Se supone que el
intervalo contiene el parametro poblaciond) €on cierta probabilidad:

5.3.1 Intervalo de confianza para una media poblacnal

La deduccion de un intervalo de confianza para &ien poblacional depende de varios
aspectos que combinados de cierta manera confarmaasituacion particular que determina
la forma del intervalo. Los aspectos a considerarae construccion de un intervalo de

confianza son: i) el tipo de distribucion de laigble estudiada, ii) el conocimiento de la

varianza poblacional, y iii) el tamafio de la mueesé continuacidén estudiaremos las distintas
situaciones o0 casos que se pueden presentar esagtalo de un intervalo de confianza.

5.3.1.1 Caso 1: Muestreo en una poblacion distribt@ normalmente y con varianza
conocida.Este primer caso servira para analizar el procesgethieracion de un intervalo de
confianza. Supdngase que se desea estimar eldalar media poblacional de una variable
que se distribuye normalmente con varianza condei@g, para lo cual se extrae una muestra
de tamafo n y se calcula la media de la muestda (El valor deX es uno del total que
conforman la poblacién de valores de la variabdatakia X que como se sabe se distribuye
normalmente alrededor de una medgrg con varianzaa)%/n tal y como se ilustra en la
Figura 5.3
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Figura 5.3. Ubicacion figurativa de diferentes nasdibtenidas de la poblacién de valores de
X (Explicacion en el texto)

En esta poblacion se pueden encontrar dos valgrgsX, separados simétricamente gg
que definen un intervalo dentro del cual quedauidd una proporcionl(-a) del total de
valores deX . Los valoresx;y X, se encuentran transformando la variakleen la variable
Z (Figura 5.4).
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o2 a2
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Figura 5.4. Relacion entre la distribucion &e y de Z. La expresionl-a representa la
proporcion de la poblacion incluida entre dos \edate X o deZ.

La transformacion d&X aZ se efectla a través de las expresiones siguientes:

X — Ux

= i

X1 — Ux

+

Para hacer mas general la situacion, las dos iecgscanteriores pueden expresarse de la
manera siguiente:

X — Ux

X1~ Hx _
X 0D

- Z(l—a/ZFm

+

donde +z1-4/2) es el valor de Z a la izquierda del cual se ertcaama fraccion del area

igual al-a/2. Por simetria el valor dezes igual al valor de-z, . Estos valores de Z se
encuentran en la tabla de areas de la distribu#@. Por lo tanto es posible conocer los
valoresX; y X» mediante un despeje en las dos expresiones apterio

Xy = lx — Z(1—a/2)0></\/—n y X=px+ Z(l—a/Z)Ux/\/_n

Los valores dex;y Xo representan el limite inferior y superior del imgdo que contiene el
(1-a)100% de los valores dX . Este intervalo puede expresarse de la maneré&sigu
[,in z(l_a/z)ax/\/_n} . La proporcion de medias muestrales que se esperden
dentro del intervalo depende del valor dg-4/2). A continuacion se presentan algunos
intervalos y la proporcion de valores &, que se espera esté contenida dentro de ellos.
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El intervalo| ux+ 1,29 UX/\/_FI_ contendra cerca del 80% de los valoreside
El intervalo| ux+ 1,44 UX/\/_FI_ contendra cerca del 85% de los valoreside
El intervalo| ux+ 1,65 UX/\/_FI_ contendra cerca del 90% de los valoreside

El intervalo| ux+ 1,96 UX/\/_FI_ contendra cerca del 95% de los valoreside

El intervalo| ux+ 2,58 UX/\/_FI_ contendra cerca del 99% de los valoreside

La construccién de un intervalo como los anterior@sesuelve el problema de estimag,

porque precisamente desconocemos su valor y nddnana de encontrar los limites que
definan un intervalo. Pero supongase que se cgestaupartir de una media muestral

cualquiera, un intervalo similar al siguient¢:X + z(l_a/z)ax/\/_n ]. Este intervalo
contendré gux siempre y cuando el valor de ¥a se encuentre entre los limites del intervalo

[ ux £ z(l_a/z)ax/\/ﬁ ]. Por ejemplo, si construimos un intervalo paraacada de las
medias muestrales de la Figura 5.3 y cada uno ®tnmismo tamafo que el intervalo
construido a partir deis . La mayoria de estos intervalos incluiran al vaesy . Solamente

aquellos intervalos generados a partir de aqupliaas medias muestrales que se encuentran
muy alejados de la media poblacional no incluyésta ultima (Figura 5.5).

Figura 5.5. Intervalos del mismo tamafio constru@osalgunas medias muestrales.

Se puede ver que solo aquellos intervalos conssuite medias cuya probabilidad de
ocurrencia es muy baja, es decir con valores mermd1 6 mayores aX2, no incluyen a
Ux. De modo que un intervalo de la formpX £ z(l_a/z)ax/x/_n ] recibe el nombre de
intervalo de confianza del (&-)100%. Los valores extremos se denominan limites de
confianza existiendo un limite superiorl(S = X + (zl_a/z)ax/\/_n) y un limite inferior

(LI = X - @-a/g)ax/\/_n). El término z.a2) recibe el nombre de coeficiente de
confiabilidad. La fraccion & se denomina nivel de confianza y representa laghitibad de
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que el intervalo contenga el parametro poblacio@ansecuentement@ representa la
probabilidad de que el intervalo no contenga edupetro poblacional

El tamafio del intervalo cambia en forma inversaadtr de a . Por ejemplo sir =0,05, se
tiene un intervalo de confianza del 95% cuya amgblés menor que un intervalo de confianza
del 99% que resulta de haber definido e 0,01. Por supuesto que a mayor amplitud del
intervalo aumenta la probabilidad de que el paraoreté incluido dentro del intervalo dado,
pero también es mayor la incertidumbre sobre @@l parametro. Lo ideal seria construir
intervalos estrechos con un alto nivel de confianza

Cuando en una situacion real se construye un miterde confianza, la media poblacional
puede o no estar incluida dentro del intervalo.eBibargo existe una probabilidad igual a 1-
de que el parametro quedara incluido. Si el intersa construyé con un nivel de confianza
del 95%, se dice que existe una probabilidad @& @e que la media poblacional esté
contenida dentro del intervalo. Otra forma de dea®s, que si se construyen infinidad de
intervalos similares, el 95% de los mismos comi@mé la media poblacional. Es importante
adevertir que es un error generalizado el de sefjaka la media poblacional se encuentra
entre los valores de los limites con (fA-a)100% de confianza, porque la media
poblacional como cualquier otro parametro es uporvdijo, y la afirmacién anterior sugiere
gue el parametro puede asumir cualquier valor éogrdos limites con cierta probabilidad.

Si se analiza con un poco mas de detalle la relaadre los intervalos construidos a partir de
las medias muestrales y la media poblacional,bserga que ambas cantidades se encuentran
alejadas cierta distancia (Figura 5.6)

2(1_%)GX/VI’I_1 £

sy,
|

| |
X —2“_5/2) G- /‘mlrl_l

|

Figura 5.6. Error de estimacion

La distanciac se denomina error de estimacion. Para que urvaltecontenga a la media
poblacional con una probabilidad igual a &,-ese error de estimacion debe ser menor a la

distanciaz(l_a/z)ax/\/?\. Por extension se puede decir que el error maxdmaermitido
para que el intervalo contenga- a )100%de las veces la media poblacional es igual a:

€m = ‘ Z(l—a/Z)UX/\/_n‘

Una consecuencia directa de conocer el valoggdees que permite determinar cual debe ser
el tamafio muestral adecuado para cometer esemmé&damo un(1-a )100%de las veces,

dado que:
2

- a0
€m

n=
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Ejemplo 5.1

Al examinar 9 porciones de agua se encontré uneecracion promedio de ion nitrato igual

a 0,5ug/ml. Se desea estimar mediante un intervalo déacara del 95% la concentracion
promedio del nitrato en el agua, si se sabe qdedaiacion del método para éste analisis es de
0,15ug/ml.

El intervalo que se requiere es de la fOI’EﬂEi 41_a/2)0x/\/_n] teniendo como limites
los valores siguientes:

Li= X- z(l_a/z)a%= X- 40,975)0/%= 0,5 1,96{0’17@% 0,402y / |

Ls =X+ %1_0,/2)0-%5: X+ %0,975)0-%?]: 0,5 l,géo’jyx/—gj: 0,598@9/

El intervalo buscado %@,4020;19 /' ml; 0,598Q4 /m]. Se concluye que se tiene un 95%

de confianza de que la concentracion promediodiehitrato en el agua se encuentra incluida
dentro de éste intervalo.

También se puede decir que el error maximo de asiim con un 95% de confianza es:

£ = ‘z(l_a/z)a%‘=‘ 1,96(0’17\@) ‘= 0,098/ n

Por consiguiente, el tamafio de muestra necesaidocpaneter éste error un 95% de las veces
sera igual a:

2
Z(1—%)JX _ [ &0.975¢ x ? _ (1,96 (OlS)j2 _ 9
5m gm 0,098

Ahora bien, si se desea aumentar el nivel de awdigpor ejemplo a un 99%, sin aumentar
el error de estimacion, el tamafo de la muestra debigual a:

2

Z1_a/\Ox 2 2

R 2 [2(0,995)%) _ (2,58(0,15§ o 16
5m gm 0,098

Por otra parte, si se quiere reducir el error denesion a unos 0,03y / ml, manteniendo el
nivel de confianza del 95%, entonces el tamafo traleebe ser:
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2
21-9,)%% )" _ (700750 x 2: (1,96 (0,15)2 o a5
£ £m 0,05

5.3.1.2 Caso 2: Muestreo a partir de una poblacidmistribuida normalmente, con
varianza desconocida y tamafio de muestra grande & 30).

La situacion mas comun cuando se trata de estilnavator de una media poblacional
mediante un intervalo de confianza es que no sltesconoce el valor de sino también el

de la varianza poblacionat? . Cuando se presenta una situacién como la dessetpuede
utilizar la varianza de la muestraS§) como una estimacién puntual de la varianza
poblacional ¢%). Si el tamafio de la muestra es grangie=30), el estadistico
(X — % )/(SX/\/_nj se distribuye normalmente, quedando el intervaocdnfianza de la

forma[ii Z1-a/2) S</\/_n]

Ejemplo 5.2

Al determinar el valor de pH de una soluciboffer, se encontr6 que 36 mediciones
produjeron un valor promedio de pH igual a 5,2 goa desviacién de 1,3 unidades. Estime
mediante un intervalo el verdadero valor de pHadsolucion con una confianza del 90%.

El intervalo que se requiere es de la for[nﬁi Z1-a/2) S</x/_n} teniendo como limites
los valores siguientes:

LI =X - 41_6,/2)% = - ;0,95)%: 5,2 1,6617\/3—6} 4.

LS= %+ gl_a/z)%= X+ (20_95)%= 5.9 1,65(1y\/%j: 5,

El intervalo buscado e[s4,84; 5,56]. Se concluye que se tiene un 90% de confianzaide q
el valor promedio de pH de la solucidn se encuentiaido dentro de éste intervalo.

5.3.1.3 Caso 3: Muestreo a partir de una poblaciéistribuida normalmente, con
varianza desconocida y tamafio de muestra pequefin € 30).

Una nueva situacion se presenta si de una poblapiénse distribuye normalmente con
varianza desconocida se toma una muestra pequefid(). En éste cas®@, ya nos es un

buen estimador dery y el estadistico(X - 1z )/(Sy/~/n no se distribuye normalmente.

Afortunadamente, existe otro modelo que describdisttibucion de probabilidades, conocido
como distribucion de T o de “Student’. En éste caso dice que la variable

(X- 1z )/ (S/A/n) se distribuye como T com-1 grados de libertad. El intervalo de
confianza vendra dado por la expresion siguiente:
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[71 {1-a/2; n-1) S></J_n]

Donde:t(l_%; n-1) €S el valor de T a la izquierda del cual se entmaaal(l—%) 100%

de los valores de T.

5.3.1.3.1 Distribucién de T
La variable aleatoria T tiene la funcién de probdhad siguiente:

Ofy((v_l%)e_ydy _[(v+1)
TORE ] ()
\/Ejy[Z je‘)’dy

Donde v es un parametro de la distribucion, conocido camoehbre de grados de libertad y
se obtiene a partir del tamafio de la muestra memogn-1). La funcion de probabilidad f(t),
se caracteriza por lo siguiente: 1) la variable dmd valores entre-co y +o
(-0 £ T < +0);2) los valores de T se distribuyen simétricatealrededor de la media
K4 =0. Su forma es parecida a la distribucion normal pe&s prominente y con las colas mas

levantadas. En la medida quwese hace mas grande la forma de la distribucion de T
asemeja mas a la distribucion de Z, y 3) Para caldas dev existe una distribucion de T.

La funcion acumulada de la variable T se ha talwutleluna manera diferente a la tabla de Z.
Las tablas de la distribucién acumulativa de Tetredos entradas: i) los grados de libertad (n-
1) yii) 1-a = la probabilidad de tener un valor menor a t.

Tabla de porcentuales de la Distribucién de Student (T)
(v= grados de libertad; I-a&= proporcion del 4rea a la izquierda de t)

> I-a toon tooss) toorsy toos togsess) togersy  tosss  tooses)
1 3,078 6,314 12,706 31,821 63,656 127,321 318,289 636,578
2 1,886 2,920 4303 6,965 9925 14,089 22328 31,600
3 1,638 2,353 3,182 4541 5841 7433 10214 12924
4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 5598 7,173 8.610
5 1476 2,015 2,571 3,365 4,032 4,773 5894 6,869
6] 1,440 1,943 2447 3,143 3,707 4317 5,208 5,959
7 1,415 1,895 2365 2998 3499 4029 4785 5,408
R e Vot A i
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El cuerpo de la tabla lo conforman los valoresTda la izquierda del cual se encuentra una
proporcion 1-a del area. También se puede decir que &s la probabilidad de encontrar un
valor de la variable T a la izquierda del t tabolaGualquier valor de t se identifica de la
manera siguientef{ 14 n-1)- Por ejempldog7s; 6)=2,447 es el valor de t a la izquierda del
cual se encuentra una proporcion del area iguad#b0con 6 grados de libertad, o de otra

manera: existe una probabilidad igual a 0,975 deomrar un valor igual o menor a
t =2,447 para 6 grados de libertad.

Ejemplo 5.3

Se capturaron 25 murciélagos en una selva nublad# yencontr6 que esta muestra
proporciond un peso promedio de 100 g y una vaaialez400 g2. Si se sabe que la variable
peso se distribuye normalmente, estime el peso gutinde la poblacién con la seguridad de
no equivocarse en mas de un 10% de las veces.

Se desea estimar, con una probabilidad del 90%, a partir de una magstqueia (n < 30)
que proviene de una poblacion distribuida normatmeero con varianza desconocida. En
éste caso el estadistidX — ux )/(SX/\/_n] sigue la distribucion de T, y el intervalo de
confianza es de la forma siguiente:

[Yi Y1-(a/2);n-1] 3(/\/71]

El valor de sus limites son:

Li = X- t(l_a/z;n_l)% = X- t(0,95;24)%= 100- 1,71{2%/2—5j= 93,14
Li =X+ t(l_a/z;n_l)% = X+ t(0,95;24)%= 100+ 1'71‘(%2—5): 106,8¢

El intervalo buscado 493,14 ; 106,86].Se concluye que se tiene un 90% de confianzalque e
intervalo incluya el valor del peso promedio deddlacion de murciélagos.

5.3.1.4 Caso 4: Muestreo a partir de una poblaciorton distribucion desconocida,
varianza conocida y tamafo de muestra granden= 30).

Cuando se desconoce la forma de la distribuciévaderes de una variable no se puede
predecir como sera la distribucion de la media itinaks menos que el tamafo de la muestra
sea grande. Si este es el caso, es deaes30, entonces es aplicable el Teorema del Limite

Central y la variableX tendera a distribuirse normalmente con megdja= Ly Y varianza
02 =0%/n, de modo que el intervalo de confianza sera @riaa [X+ Z1-4/2)0x/~/ n |

Ejemplo 5.4

Con el propésito de conocer el valor promedio deolacentracion de cierto metabolito en la
sangre de una poblacion determinada, se analizarigre de 30 adultos. La concentracion
promedio del metabolito en esta muestra fue dep@f. Estudios anteriores habian



Samuel Segnini Fundamentos de Bioestadistica Capitulo 5 115

determinado para la misma poblacion una varianza0feug/l. Usando ésta informacion
construya un intervalo de confianza del 99% paraddia poblacional del metabolito.

En este problema aunque se conoce la varianza mieblacion se desconoce la forma como
esta distribuida la concentracion del metabolitom@ se tiene una muestra grande, se puede
aplicar el Teorema del Limite Central y el inteovad construir serd de la forma

[X+ Z1-/2)0x/~ N1, por lo tanto sus limites seran:

Ll = x- z(l_a,z)a%= X- 20995 )U/ﬁ= 92 2,5{{%} 87,

LS= X+ gl_a,2)0%=—x+ 2,995 )U/ﬁ= 92 2,5%%)= 96,

El intervalo buscado 87,29; 96,71].Se concluye que se tiene un 99% de confianzalque e
valor promedio de la concentracion del metabolitdaesangre de la poblacion estudiada esté
incluido en ese intervalo.

5.3.1.5 Caso 5: Muestreo a partir de una poblaciércon distribucion y varianza
desconocidas y tamafio de muestra granda g 30).
Como en el caso anterior al see 30, es aplicable el Teorema del Limite Central pogue

la media muestral se distribuye normalmente. Laanaa de la muestr&Z se usa como
estimador deg? y el intervalo de confianza sera de la formas| Z1-a/2) S</x/_n]

Ejemplo 5.5

Los niveles de glucosa en la sangre de 40 estedialé nuevo ingreso en la Facultad de
Ciencias dieron un valor promedio de 4,05 mmolfina desviacién igual a 0,3 mmol/I.
Construya un intervalo de confianza para la medidgzional. Use umr =0,08.

El intervalo a construir tiene la form&+ z<1_a/2)3</x/_n. Si a=0,08, entonces

a/2=0,04 y consecuentemente-a/2=1- 0,04= 0,9, asi que los limites del intervalos
seran los siguientes:

Ll =x - z(l_a/z)%z %= 20,96 )%z 4,05 1,7{0%/%} 3¢

LS=%+ ;1_6,,2)%:—“ 20,96 )%: 4,05 1,7607\/%): 4,

El intervalo buscado €8,96 ; 4,13]. Se concluye que se tiene un 92% de confianza lque e
valor promedio de los niveles de glucosa en lgrgade la poblacién de estudiantes de nuevo
ingreso esté incluido en ese intervalo.



Samuel Segnini Fundamentos de Bioestadistica Capitulo 5 116

5.3.1.6 Caso 6: Muestreo a partir de una poblacioron distribucion desconocida y
tamafno de muestra pequefor{= 30).

Cuando no se conoce la distribucion de la varigbtd tamafio de la muestra es pequefio
(n<30), no es posible predecir la distribucion que asuanmedia muestral. Por lo tanto no
se puede construir un intervalo desconfianza, aomgue los datos sean transformados y se
logren aproximar a una distribucion normal.

En la Figura 5.7 se presentan un esquema con laicaoidn de los diferentes aspectos que
determinan la construccion de un intervalo de oz

FPoblacion Variahle X

Distribucion normal Distribucion no nornyal
I I
I I I |
Varianza Varianza Varianza Varianza
conocida desconocida desconocida conocida
I I
I [ |
n=30 a n<30 n<30 n=30 n=30 n=30 n=30
Estadistico z || Estadistico t Estadistico z no hay Fstadistico z | | o hay
¥ L )
Xt > X+t St X+ S Xt / ) >
XXZy o) —F ey D YY) —Al-ay2) =
Aief2) 7 (t-aftint) 7 A-ap) I /o
Figura 5.7

5.3.2 Intervalo de confianza para la diferencia ddos medias poblacionales

Igual que en la estimacion de una media poblaciendh construccion de un intervalo para
una diferencia de medias poblacionales es necesansiderar el tipo de distribucion de la
variable, el conocimiento de las varianzas pobtades y el tamafio de las muestras.

5.3.2.1 Caso 1. Muestreo a partir de poblaciones dribuidas normalmente y con
varianzas conocidas.

Recordemos que cuando se hace un muestreo de ldasipoes distribuidas normalmente, se
puede generar una nueva variable conocida comoedd®a de medias muestrales, cuya
distribucion de valores se caracteriza por tenebi@n una distribucion normal, siendo su
media y varianza las siguientes:
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o2 o2
Uiz —x) = Uy — M o? =_ X, X
(Re-%1) = Hx X1 (%2-%) n o N

1- o
[ ] o2

% %), ll[xi—x.] 471k (X -%)

o2 L

“Zgeap) | *tZgeap) Z

Figura 5.8. Relacion entre la distribuciones devéaiable )?2—?1 y la
variable Z La expresibnl-a representa la proporcion de la poblacion
incluida entre dos valores d&, — X1 o de Z

La deduccidén del intervalo de confianza para lardificia de media poblacionales se puede
comenzar estableciendo que la probabilidad de ajwariable( X2 — X1 ) se encuentre entre
dos valores cualquiera es igualaa (Figura 5.8)

P{(%e-%); < Xo - X1=(Se-%),} = Fa
Esta es la misma probabilidad de que la varialde ncuentre entre dos valores:

P{zn < Z< 2} =1«

(%2 -%1)- ('u7<2 __Xl)

0% -%

Sabiendo qu& =

(%2 %) - (K% )

O%,-%

P{z<z< 2} = P{— Zi-a/2)S <+ @1—a/2)}: ta

El desarrollo algebraico de la ecuacidon anterioidcge a la expresion siguiente:

P{(Yz =)= Z1a/2P %% < M-y < (X X+ Z(aq) 26)(—_2‘:1} = ta
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2 2
gz o
. . . X X .
Sustituyendo en la expresion antercctlg_(2 %) por ,|—*+—"2 se tiene,
- m

Pi(% %)~ Zr-a/on—2+—2< My <X+ Zra) 2 —2+—L (= ta
2 Mm npoon

De manera que el intervalo de confianza para estimadiferencia entre dos medias
poblacionales tiene la forma general,

o2 (0?2
— — X2 Xl
(%2 —%)* L1-a/2 . +_n
2 1

Ejemplo 5.6

En un trabajo de investigacion se encontré queoelenido promedio de acido urico en 12
nifios con el Sindrome de Down fue de 4,75 mg/106ridntras que en 18 nifios normales el
valor promedio encontrado fue de 3,95 mg/100 mledidnte trabajos previos se habia
determinado que las varianzas de ambos grupos,82ry D,98 respectivamente. Suponiendo
que la concentracion de acido Urico es una varigbese distribuye normalmente construya
un intervalo de confianza del 98% para la difer@ni@ medias poblacionales.

Si las muestras provienen de poblaciones distrdsumsbrmalmente y con varianza conocida, y
el nivel de confianzd—-a = 0,98, el intervalo de confianza tiene la forma sigugent

{(72—?1)i 7(1—a/2)\/(032/n2)+(031/ rh)}

Sus limites son los siguientes:

Ll :[()_(Z—Y]_)—2(0,99)\/(0'32/r12)+(0')%1/nl)}:[0,80‘ 2,3f( 1.0292( opsjs 0.1d

=[(_ —%)+ %0,99)\/(0'32/ rz)+(o—§l/ @)}[ 0,80 2,3 1.p2 )12( 0/98)18 1,8}

El intervalo buscado €6,1099 ; 1,85501] Se concluye que se tiene un 98% de confianza que
el valor de la diferencia de medias poblacionad@sus punto dentro de ese intervalo.
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5.3.2.2 Otros casos
Los otros tipos de intervalos de confianza pardiferencia de medias poblacionales que
resultan de la combinacion de varias situacioneswsastran en el esquema de la Figura 5.9.

Poblacion Variable X;
Poblacion Variable X,

|
[

+ { 1
Varianzas Varianzas Varianzas
desconocidas desconocidas conocidas
n, ¥n, <30 ‘nlyn2<3ll‘ ‘nlyn?23ll| |nlyn2<3I]‘ ‘nlynQESI]‘
Estadistico t ‘ mhay‘ ‘Estadjstin:uz‘ ‘mhay‘ ‘Estadjsﬁwz‘
2 _ 22 2 2
le —ze le #ze
I |
2 2
(— Z )+ U'iz 6'2211 - " SX2 SX1
X2 _Xl _ZU_U"Q) +— (X2 — Xl)i t(l_%'rz;(PJ —t —
I 1, n, n,
L

(iz X )it(l—u,l’Z iny+ng-2)

Figura 5.9

5.3.2.3 Intervalos de confianza parguy, — My, Y €l estadistico t.

En el esquema de la figura anterior se puede webuso del estadistico t esta condicionado,
por la suposicion de que dichas varianzas seategyoadiferentes. De modo que la primera
tarea antes de construir un intervalo de confimwaeterminar cual de las dos situaciones
siguientes se tiene:

d@¥ y 0% iguales y desconocidas.

i)y 02 y 03 diferentes y desconocidas.

Aunque mas adelante se vera un procedimiento pargdarar varianzas poblacionales y
determinar si existen diferencias entre ellas, \saraoestablecer una regla practica que
permitira decidir rapidamente esta cuestion. Laonprdb que se debe hacer es calcular la razén
de varianzas RV, como el cociente de la varianzastnai mayor entre la varianza muestral
menor:

RV:iz siendos? > 2
2 ST~ S
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Luego se toma una decision sobre la base de lEsrgEguientes:
Sia=0,10y RV > 2,0 las varianzas son diferentes.
Sia=0,05y RV >2,5 las varianzas son diferentes.
Sia=0,001 y RV>3,5 las varianzas son diferentes.

5.3.2.3.1 Varianzas iguales

Cuando se acepta la suposicién que las dos varigadgcionales aunque desconocidas son
iguales, se pueden promediar las varianzas dedastras para hacer una mejor estimacion de
la varianza poblacional. Para obtener el promegli®alor de las varianzas muestrales debe
ser ponderado por el tamafio de las muestras dedacaiéa formula siguiente:

(m-1) g +(n-3 §

S3 =
P n+np—2

De manera que la desviacion de la distribucion dédias muestrale§ x,-x, yqueda igual a:

S2
S5,
N M
y el intervalo de confianza pagg,, —[Lx, Se obtiene con la férmula siguiente:

S2
(X2 -%1)% (1-a/2 ;m+mp-2) n_§+TS§
Ejemplo 5.7
En una investigaciéon sobre la calidad quimica dabaen un rio, se determiné el fésforo total
en solucién en dos épocas distintas. En la priniecha, 25 mediciones del elemento
proporcionaron un valor promedio de 0,78 mg/l y uvaaanza de 0,063 mg/l. En la segunda
fecha se efectuaron 16 mediciones y los valoresrgrados para la media y la varianza
fueron de 0,06 y 0,048 mg/l respectivamente. Sgmald que la variable concentracién de
fosforo se distribuye normalmente construya unrvaie de confianza del 95% para la
diferencia de medias poblacionales.

Las muestras de valores del contenido de fosfanopsguefias ¢y n, < 30) y provienen de
dos poblaciones diferentes que se distribuyen riararde con varianzas desconocidas. Por lo
tanto antes de construir el intervalo de confissea@ebe comprobar si es posible suponer que
las dos varianzas poblacionales son iguales, patadl se aplica una de las reglas practicas
para la comparacion de varianzas.

2
Comoa =0,05y RV:i2 =%§= 1,317 es menor a 2 se acepta que las dos varianzas son
S5 )

iguales. Por lo tanto, de acuerdo al diagrama dadara 5.9 el intervalo a usar es el que se
muestra a continuacion:
52
5,

(Y2—7<1)“—“t(1—a/2;nl+nz-2) T
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El primer paso es calcular la varianza ponderada

(m-2) § +(m-3 § (24)(0,063+( 13( 0

,04
)3=O,0572
n+np,—2 39

2 _
Sp—

Luego se calculan los limites:

St S J0,0572.0,0572
LS=(% - %)+ 3. = +—L2 = 0,15 2,333+ = 0,32
(% =)+ t0.975; 39 e g 16
S5 S #o 0572 0,0572
LI =(Xp —%1) ~t(g 975: 394/ —+— =0,15- 2,3313———“+—""=- 0,02¢
(X2 —%1) (0,975; 39 Ny Ny o5 16

El intervalo buscado €0,0285; 0,3285].Se concluye que se tiene un 95% de confianza que
éste intervalo contenga el valor de la difereneidad medias poblacionales.

5.3.2.3.2 Varianzas diferentes
Si se asume que las varianzas de dos poblacioneandevariable que se distribuye
normalmente, son diferentes aunque desconocidag poede usar el estadistico:

(22 _7(1)_(,Ux2 _,le)

no n

Para calcular el coeficiente de confiabilida(q_a/z) porque su distribucion no sigue el

modelo de la distribucion de T. Sin embargo eshf®salcular un nuevo coeficiente de
confiabilidadt(*l_a/z) , usando la férmula siguiente:

o WL Yaeg/oimy-1) YW {10/ 2ip- )
(1-a/2) W+ W
2 2
Dondew; = (i] y Wp = (i]
m n
2 s?
El intervalo de confianza se obtiene mediante lenfda: (Yz —7(1)1 t* 24X
(1-a/2) Ny N
Ejemplo 5.8

Al comparar dos métodos para determinar la congeidin de Boro en un material vegetal se
efectuaron varias mediciones obteniéndose lostegd siguientes para los dos métodos.
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Concentracion de Boro
Espectrofotometria Fluorimetria

n 10 16
Media 26,00ug/1 28,00ug/1
Desviacion 0,23ug/l 1,30ug/I

Construya un intervalo de confianza del 99% pasg - iy, - Suponga que la variable
concentracion se distribuye normalmente.

Las condiciones del problema indican que las magston pequefias y provienen de dos
poblaciones que se distribuyen normalmente y camarvaas desconocidas. Al seguir el
esquema de la Figura 5.9 para escoger el intea@émuado, es necesario decidir si las
desconocidas varianzas poblacionales son igualdsrentes.

2
Comoa =0,01y RV=i :1—233: 5,6Ees mayor a 3,5 se acepta que las dos varianzas son

diferentes. Por lo tanto de acuerdo al diagramkad@gura 5.9 el intervalo a construir debe
ser el siguiente:

s2 82
(o -%)%t 224 X
27 ") = Y1-ay2) No nl

El primer paso es calcular el coeficiente de cduifead t(l—a/z)’ usando la formula
siguiente:
W1 Y1-g/2;m-1) * W2 Y10/ 2ip- :l)
(1-a/2) = W+ Wy

Se encuentran los valores para cada término derfaufa anterior.

Y1-a/2 ; m-1) =(0,995; § = 3,23 y Y1-a/2 ; -1 =Y 0,995; 15 = 2,947
S2 0.23)2 sz 1,30)
wy =| 2 _(0.29 =0,0052 Wy =| 2 _ (139 =0,1056
ny 10 Ny 16

El valor del coeficiente de confiabilidad sera:
W {1-a/2;m-1) * W2 {10/ 219 _(0,0053 3,25( 0,1056 2, 947 o6
Wy + Wo 0,0053 0,1056

t{1-a/2) =

Se calculan los limites de confianza'

/52 130 0,23
LI =(x2—x1)—t(1_a/2) =2-2 96\/— —== = 20,9858 1,01¢
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130,023 _ o osse 298
16 10

El intervalo buscado 4,0142; 2,9858].Se concluye que se tiene un 99% de confianza que
el intervalo anterior incluya el valor dey, — z/x, -

5.4 EJERCICIOS

1. Laconcentracion de oxigeno disuelto en el aguand#o es una variable aleatoria que se
distribuye normalmente con varianza igual a 0,5 ppn25 mediciones del oxigeno con
el método de Winkler produjeron un valor promedigal 8,2 ppm, determine:

a. Los limites de confianza para el verdadero valomadio del oxigeno disuelto con
una confianza del 98%.

b. Estime el error maximo

c. Determine el tamafio que debe tener la muestra quameeter el error maximo un
95% de las veces.

d. Determine el tamafio que debe tener la muestra quameeter el error maximo un
99% de las veces.

2. El peso de las particulas solidas en el aire esvanable aleatoria que se distribuye
normalmente y su valor promedio se usa como indicade la contaminacion
atmosférica. Si en una investigacion de la calidieidaire se determiné en 30 ocasiones
que el peso promedio de las particulas suspentlidage 75 mg/mcon una desviacion
igual a 12 mg/my construya con un 95% de confianza un intervale gontenga el
verdadero peso promedio de las particulas susppesndidel aire.

3. Ciertas especies de plantas para poder producgsfi@quieren permanecer diariamente
en oscuridad un numero minimo de horas en fornméemumpida. Para una determinada
especie se determind que hubo floracion cuanddalpsos de oscuridad medidos en
horas presentaron los valores siguientes:

16,0; 14,0; 14,8; 13,9; 15,7; 16,2; 13,2; 15,3714,

4. Bajo el supuesto que el tiempo de oscuridad redograra la floracién es una variable
aleatoria que se distribuye normalmente, estimetieghpo medio de oscuridad
ininterrumpida que requieren los individuos de éstpecie de planta para producir
flores. Escoja el nivel de confianza que le pareréa adecuado.

5. Se sabe que para cierta comunidad el consumo deasakn varones de 20 afios con
pesos que varian entre los 70 y 75 Kg tiene unanza igual a 0,7225 Kcal/dia.
Determine mediante un intervalo de confianza déb @ consumo medio de calorias de
la poblacion de jévenes con las caracteristicagsamtencionadas, si la medicion del
consumo de calorias en 42 de ellos produjo un vaémio de 2,9 Kcal/dia. ¢A cuantos
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jovenes se les deberia medir el consumo diarioallerias para que la amplitud del
intervalo no fuese mayor a 0,5 Kcal?.

En una practica de laboratorio 36 estudiantes mudiel nivel de cadmio en un tipo de
aceite vegetal usando la misma técnica. Los remdt@ncontrados para el total de
ensayos muestran que el valor promedio de cadreiddus,12 ppm y la desviacion 2,24
ppm. Estime mediante un intervalo de confianzaalnpromedio del cadmio para todo
el volumen de aceite vegetal de donde se extrajasoporciones que fueron evaluadas.
Use una = 0,04.

Un taxdbnomo midio la longitud promedio del cuergodibs razas de ratones de la misma
especie que viven en una sabana y encontré quediMiduos de la raza A tienen una
longitud promedio de 16,25 cm y que en 14 ejemplae la raza B el promedio de
longitud es de 15,40 cm. Si se sabe que la varebldistribuye normalmente con una
desviacion igual 1,0 cm para la raza A y de 1,16pama la raza B, estime mediante un
intervalo de confianza la verdadera diferenciaestds medias poblacionales con un
nivel de confianza del 80%..

Un investigador seleccion6 dos muestras de 36 grdasemillas de dos variedades. El
analisis del contenido de proteinas en la variefladio como resultados un valor
promedio igual a 37,75% con una desviacion de 4, Bfda variedad B el valor de los
mismos estadisticos fue de 35% y 3,89% respectin@nestime el valor de la
diferencia promedio del contenido de proteinas fmralos variedades de semillas, con
un a =0,02.

En un estudio sobre la calidad de las aguas deiaurser calculd la diversidad de
macroinvertebrados acuaticos en dos sitios ubicadtes y después de la salida de una
fuente de contaminacion. Para 12 muestras de asneal la estacion rio arriba el valor
de la diversidad promedio fue de 3,11 especies wua desviacion igual a 0,771
especies, mientras que en 10 muestras de anineatagidas rié abajo, el valor promedio
de diversidad fue de 2,04 con una desviacion dé80gépecies. Encuentre un intervalo
de confianza del 90% para la diferencia entre ledias poblacionales, asumiendo que la
distribucion de la variable en las dos poblaciesersormal.

En los mismos sitios de muestreo del problema iantse determind en 10 fechas el
contenido de fosforo disuelto en el agua. Los tadob encontrados fueron los
siguientes:

Concentracion de fosforo (mg/L)

Aguas arriba 1,801,01 1,15 1,70 1,45 1,25 1,42 1,54 1,62 2,01
Aguas abajo 5,013,544 4,84 3,84 2,85 354 2,65 3,15 4,12 5,01

Encuentre un intervalo de confianza del 95% paralifarencia en los contenidos
promedios reales de fosforo en las dos estaciaseasjiendo que las muestras provienen
de poblaciones de valores que se distribuye norergbn
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En un proceso quimico se comparan dos catalizaghanes verificar su efecto en una
reaccion. Se efectuaron 32 reacciones utilizandmtallizador | y 32 reacciones usando
el catalizador Il. En el primer caso el rendimiemiamedio fue de 85% con una
desviaciéon de 6%. Para el segundo grupo de reaxieinrendimiento fue de 81% y la
desviacion fue de 7%. Construya un intervalo ddianza del 90% para la verdadera
diferencia promedio en el rendimiento.

En un ensayo sobre el efecto del nitrégeno enegiroiento de una especie de arbol se
plantaron dos lotes de 1000 arboles cada uno. @nlogllotes fue fertilizado con Na
NOs y el otro no fue tratado. Después de cinco mesgesaron los tallos de 50 arboles
en cada lote. Los arboles no tratados produjeroralor promedio del tallo igual a 3,93
kg y una desviacion de 0,78 kg. En los arboledlifertios el promedio fue de 4,87 kg y
una desviacion de 2,52 kg. Calcule un intervalea®ianza del 99% para la diferencia
promedio del peso del tronco entre los dos lotes.

En un estudio para determinar la capacidad de @bsode bromuro por los tejidos
vegetales se le afladié a dos tipos de vegetalasiteoy pepino, la misma cantidad de
bromuro y luego se procedié a medir mediante ctognafia de gases la cantidad de
bromuro recuperado. Si la concentracion de bronmecoperado en el tomate es una
variable aleatoria que se distribuye normalmente wwa desviacion igual a 13,8)/q,
mientras que en el pepino la misma variable seilalisee normalmente con una varianza
igual a 10,4ug/g. Estime mediante un intervalo de confianza9@8b la diferencia que
existe entre los promedios poblacionales de reegper de bromuro para los dos
vegetales, si siete mediciones del bromuro recdpeza el tomatte produjeron un media
igual 772,6ug/g y las misma cantidad de mediciones en el pgmiadujeron una media
igual a 780,6.9/g.

Un investigador seleccion6 dos muestras de 36 grdasemillas de dos variedades. El
analisis del contenido de proteinas en la variefladio como resultados un valor
promedio igual a 37,75% con una desviacion de 4, Bfda variedad B el valor de los
mismos estadisticos fue de 35% y 3,89% respectin@nestime el valor de la
diferencia promedio del contenido de proteinas fmralos variedades de semillas, con
un a =0,02.

Para evaluar en método espectrofotométrico com elef determinar titanio, se aplico el
método a dos aleaciones conteniendo diferentegdadet certificadas de titanio. Para
los dos tipos de aleaciones se hicieron 8 medisiogrgcontrandose que una produjo un
valor medio de 0,482% de titanio con una desviaigaal a 0,0257%, mientras que en la
segunda aleacion el promedio fue de 2,002% con raadia de 0,0287%. Si la
concentracion de titanio se distribuye normalmeptgime mediante un intervalo de
confianza del 95% la diferencia real que existeeeat contenido de titanio en las dos
aleaciones.

En un estudio sobre la calidad de las aguas déouserse determiné el contenido de
fésforo disuelto en el agua. en dos sitios ubicaiuss y después de la salida de una
fuente de contaminacion. En la estacion aguasaasébdetermind el contenido de esta



18.

19.

Samuel Segnini Fundamentos de Bioestadistica Capitulo 5 126

sustancia en 15 fechas diferentes, encontrandosalonpromedio de 1,49 mg/l y una
desviacion de 0,8 mg/l. En la estacion aguas adajalor promedio fésforo en 12 fechas
fue de 3,84 mg/l con una desviacion de 3,07 mgitueéntre un intervalo de confianza
del 95% para la diferencia en los contenidos praoseccales de fésforo en las dos
estaciones, asumiendo que las muestras proviengiolulaciones de valores que se
distribuye normalmente con varianzas distintas.

En un proceso quimico se comparan dos catalizag@nes verificar su efecto en una
reaccion. Se efectuaron 32 reacciones utilizandmtallizador |1 y 32 reacciones usando
el catalizador Il. En el primer caso el rendimiemi@medio fue de 85% con una
desviacion de 6%. Para el segundo grupo de rea&sieinrendimiento fue de 81% y la
desviacién fue de 7%. Construya un intervalo ddianza del 90% para la verdadera
diferencia promedio en el rendimiento.

En un ensayo sobre el efecto del nitrégeno enegiraiento de una especie de arbol se
plantaron dos lotes de 1000 arboles cada uno. @nlogllotes fue fertilizado con Na
NOj3 y el otro no fue tratado. Después de cinco mesgegsaron los tallos de 50 arboles
en cada lote. Los arboles no tratados produjeroralor promedio del tallo igual a 3,93
kg y una desviacion de 0,78 kg. En los arboledlifertios el promedio fue de 4,87 kg y
una desviacion de 2,52 kg. Calcule un intervalea#ianza del 99% para la diferencia
promedio del peso del tronco entre los dos lotes.

Larva de la Familia ElImidae (Insecta: Coleoptera)



