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INTRODUCCION AL ANALISIS DE VARIANZA

7.1 INTRODUCCION

En las Ciencias Naturales son comunes los expeta®eruyo objetivo es comparar las
medias de mas de dos poblaciones. Por ejemplousdepdesear medir el efecto de la
temperatura sobre el tiempo que tarda en compietarsa determinada reaccion o
transformacién quimica. Con éste propdsito un igador puede seleccionar cuatro
temperaturas distintas y medir el tiempo que tanda ocurrir la transformacion estudiada.
Para aumentar la confiabilidad de los resultadose#cidn puede repetirse varias veces,
digamos cinco, para cada una de las temperatueiemadas. En este ejemplo la variable
independiente es la temperaty )que ha sido clasificada en cuatro niveles difesete

tratamientos(Ty, T, T3, 4 . Cada una de las mediciones efectuadas para israam
temperatura es una repeticipn )y el tiempo(tj ) que tarda en completarse el proceso es la
variable dependiente, donde=1,2,3,4,5y |=1,2,3,4. De modo que un valor cualquiera,

por ejemplots,, es el tiempo que tarda en ocurrir la tercerati@pa del proceso bajo el

efecto del segundo nivel de temperatura. Los @dodt obtenidos se suelen organizar como se
muestra en la Tabla 7.1.

Tabla 7.1. Tiempo de reaccion de una transformagidmica para cuatro temperaturas

Temperaturas

Repeticiones Tp T T3 Ty
1 t11 t12 t13 t14

2 to1 t22 to3 to4

3 t31 t32 t33 t34

4 ta1 ta2 ta3 tag

3) t51 t52 t53 t54
Promedio )?1 )?2 )?_3 )?_4

Una forma de verificar si las temperaturas afetdarelocidad de reaccién, es comparando los
valores promedios del tiempo de reaccion de lopague datos. Si al menos uno de estos
promedios es diferente se concluye que la temperatiecta la velocidad de la reaccion.
Alternativamente se concluiria que los tiempos maiws son iguales y que la temperatura no
afecta la velocidad de la reaccion. El método ntifigado para tomar decisiones de éste tipo
es el Analisis de Varianza (Andeva), el cual fusadmllado por Ronald Fisher en 1921.
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Aunque éste método originariamente se cred parbizandos resultados de experimentos
agricolas su uso se ha extendido a casi todasskaplohas cientificas.

7.2 FUNDAMENTOS DEL ANALISIS DE VARIANZA (ANDEVA)

Del nombre del método se colige inmediatamente dpi@lguna manera el examen de la
variabilidad de un conjunto de muestras sirve pager inferencias acerca de la relacién entre
las varianzas de dos o mas poblaciones de datmscpmo veremos mas adelante, el método
se utiliza mas con el propésito de detectar si ahas, una de varias medias muestrales
proviene de una poblacion de valores con una ndifieente. En la Tabla 7.2 se muestra el
arreglo formal que deben tener los datos parawefecin andlisis de varianza para un unico
factor.

Tabla 7.2. Arreglo de los datos en un analisisat@awuza de un unico factor.

Muestras
Observaciones 1 2 3 ) k
1 X11 X12 X13 : X1k
2 X21 X22 X23 : X2k
3 X31 X32 X33 : X3k
n X3y X3, X3ng . X3n,
Medias X4 X2 X2 } Xk X..
Varianzas ] 5 s% 2
Donde:

Xjj :valor de la variable estudiada en ldgervacion i-esima de la j-€sima mues
i=1,2,3,...,r

=123, ...,k

X.j = media de la j-ésima muest

X..= media de todas las medias de mues

s?j = varianza de la j-ésima muesit

Parece un poco extrafio que se pueda llegar a siomds sobre las medias a través de un
examen de las relaciones y magnitudes de las vasafsta situacion se tratara de aclarar a
continuacion, analizando a través de dos ejemfaddgica del Andeva.

Ejemplo 7.1

Un investigador planific6 un experimento para detear si diferentes contenidos de
proteinas en la dieta afectan el crecimiento calpide los ratones de laboratorio. Con tal fin,
decidio seleccionar aleatoriamente ratones deroisgna edad, sexo, razay con un peso muy
similar, para evitar que la variabilidad de estalioh interfiriera en la deteccidn de los efectos
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de las dietas que se querian probar. Con estelggeatiinvestigador selecciond 16 ratones de
un tamano similar y los asigno aleatoriamente etrowgrupos de cuatro individuos. Después
de pesar cada individuo, decidié comprobar esiadistnte si los pesos promedios de cada
grupo estimaban la misma media poblacional parguasese que no habia diferencias

significativas en el tamafo promedio de los gruhos. valores de peso inicial de los ratones
se presentan en la Tabla 7.3.

Tabla 7.3. Peso inicial de ratones de laboratorio

Peso (grs.)
Individuo N°  Grupol Grupo2 Grupo3 Grupo4
1 56,3 58,2 56,1 56,9
2 57,0 57,2 54,2 55,9
3 54,0 58,4 56,4 54,0
4 56,7 55,8 55,9 55,0
Media 56,0 57,4 55,65 55,45

Varianza 1,8600 1,4133 0,9767 1,5367

Antes de analizar el método usado para resolveroblema de las posibles diferencias entre
los pesos promedio, es importante analizar algaspsctos relacionados con la naturaleza del
método que debe usarse.

7.2.1 ¢Una o varias pruebas de hipétesis?
Suponiendo que la variable peso se distribuye namerdge con una medigy y una varianza

0%,y que la muestra de 16 pesos es representatiyayesie considerar que cada grupo de
pesos es una muestra aleatoria de la poblaciérestesy que las medias y las varianzas de
cada grupo, estiman respectivamente la misma mmgdipala misma varianza$ .

De cumplirse los supuestos anteriores, no debestirexiliferencias estadisticamente
significativas entre las medias de los grupos. Raraprobar esta presuncion, el primer
método que pudiera ensayarse seria una pruebadatedis para dos medias (Ej. Prueba de t).
Como la prueba de t solo puede hacerse de dosssmpa@ cuatro muestras (A, B, C, D), se
requieren un total de seis comparaciones (AB, AQ, BC, BD, CD). Esto tiene un problema.
Si las muestras provienen de una misma poblaabecada comparacion hay una probabilidad
de 0,95 de no existir diferencias significativadgrenas medias muestrales, entonces la
probabilidad de no diferencia en todos los casam, lp regla de multiplicacion de
probabilidades para eventos independientes s@ia5¥ = 0,74 Esto significa que la

probabilidad de aceptar en cada comparacion quentktias son diferentes cuando en
realidad no lo son, es igual 0,74= 0,2¢€. Es decir que la posibilidad de equivocarse el cad
prueba pasa de 5% a un 26%. Esta probabilidad dansensiderablemente al aumentar el
namero de pruebas de Si se comparan cinco muestras la probabilidaggigvocarse al
tomar una decision es un poco mayor al 40%.

Dada esta complicacion, la solucion esta en tenenétodo que determine simultdneamente
la existencia de diferencias significativas entas Imedias muestrales. Este método fue
propuesto por R. Fisher y se fundamenta en el lcattiridos varianzas: la varianza dentro de
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las muestras y la varianza entre las muestrasjopoual se le conoce con el nombre de
Andlisis de Varianza (Andeva). A continuacion spleara como es posible comparar varias
medias usando estas varianzas.

7.2.2 Varianza dentro de los grupos
La varianza dentro de las muestras se conoce
comunmente como varianza dentro de grupos, 52, =1,8600

término que continuaremos usando. Para el caso ! \
del ejemplo 7.1, al provenir los datos de cada S&;=54133——
grupo de una misma poblacion de valores, cada SCZ; =0, 9767 —— _—
varianza de grupo estima la misma varianza g2 —15367/

poblacional cuyo valor se desconoce (Figura 7.1) ¢4

0-2

Figura 7.1

Una mejor estimacion de la varianza poblacionglssde obtener promediando las varianzas
de todos grupos y obtener una varianza promedidgyada G%).

2o(m-Y Fi+(n-3 Sot( 8- f &t (4 )1 &

P n+n+m+mn-4
I%:(4—1)1,86+ (4 1)1,413312(4 1)0,9767 ¢4 1)15367

Esta varianza ponderada representa la variacigesm que existe entre los individuos dentro
de cada grupo, por lo cual se denominara VariarezdrD de Grupos?%G ).

2 _ -
S3 = 1,446

7.2.3 Varianza entre grupos

Una segunda estimacion de la varianza
poblacional puede hacerse a partir de las
medias de cada grupo. Puesto que cada grupc
de pesos representa una muestra extraida di
una misma poblacidn, entonces cada media
de grupos es una media muestral. Es sabido
que las medias muestrales obtenidas de une
poblacion distribuida normalmente también
se distribuyen normalmente con una media

Mz = Ux yvarlanzaa /n (Figura 7.2)

Poblacion Grupos o Poblacion de
de pesos muestras  pesos promedios

Figura 7.2
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De la relacién a%:m%/n se deduce que es posible calcular el valor de aldanza
poblacional g2 si se conocej% y n. Aunque en el ejemplo que se viene trabajaalo

desconocej% , Se puede estimar a partir del valor de la vaaanaestral 6%).
2

K pu—
Kk 2 le'j
- = - 1=
X(xi-x)2 X[ -
ng _ = —j=1
k-1 k-1
Donde:
X.j = el promedio de cada grupo
X..= el promedio total o media de las rizadde los j grupo
k = nomerodegrupe= 4 j =1,2,3,¢
Al aplicar la ecuacién anterior se tiene:
2
224,
12602,39—&
s2= 5 4 =0774

2
Puesto queS2 - e tiene queSZ = n; por lo tanto: S§ = 4(0,7742¥ 3,096. Esta
n

varianza que representa la variacion de peso gsteentre los grupos se denomina varianza
entre grupos $§G) y es una segunda estimacion de la varianza gobkarg .

S2. = 3,0967

7.2.4 Prueba de hipdtesis para dos varianzas

Las dos varianzas que se acaban de calcular, ilnzardentro de grupos y la varianza entre
grupos estiman la misma varianza poblacional. Nor&adn alguna para pensar que no sea asi
puesto que, las diferencias observadas en el pmdosdratones dentro y entre grupo son
simplemente aleatorias. En otras palabras, o que Histintas a dos medidas de peso dentro
de un mismo grupo es lo mismo que hace distintdssamedidas de peso de dos grupos
diferentes. Es oportuno recordar que la varianzi@ gmupos refleja las diferencias existentes
entre las medias de los grupos, pero a su vez esdias se calcularon a partir de los valores
dentro de cada grupo. De modo que al ser aleatiagadiferencias de los valores entre los
grupos también lo son las diferencias entre lasasatk esos mismos grupos. Por lo tanto si
estadisticamente probamos que la varianza dentgrugms y la varianza entre grupos son
iguales, estariamos probando que las medias dgupss también son iguales. La igualdad de
los dos tipos de varianza calculados en el ejeraplécil de comprobar con una prueba de
hipétesis, como se vera a continuacion:

Hipétesis:
g2 =42
Ho : OEc=0hg
. 42 2
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Nivel de significaciénl-a =0,95
Estadistico de prueba:

_ SEs _3,0967
S5c  1.4467

= =2,1406

Zona de aceptacion de Ho:

A )57 )

ZA:{ F/ f(o,ozs ;%2) <F< f(0,975 %2)}
ZA:{ F/00698< Fs< 4,4}

Decision: Como el estadistico de pruebg=2,1406 se encuentra dentro de la zona de
aceptacion deHg, se concluye que los datos no aportan evidence neghazaHg, por lo

tanto se puede considerar que no existen difereisaimificativas entre las varianzas entre y
dentro de grupos. Este resultado se puede extrapaddirmar que al ser estas varianzas
iguales las medias de los grupos son iguales, Igquel eesultado que se esperaba encontrar.

Con el procedimiento anterior se comprob6 que tdatearianza entre grupos como la

varianza dentro de grupos estiman la misma varigaddacional. A continuacion se vera

como este mismo procedimiento sirve también pareter a prueba la hipotesis de igualdad
de dos 0 mas medias poblacionales

Ejemplo 7.2

Continuando con el problema de los ratones, supnogahora que una vez que se comprobd
gue no existen diferencias significativas entr@edo promedio de los grupos de ratones se
desea determinar si diferentes contenidos de pesteén la dieta afecta el crecimiento
corporal de los individuos. Como variable indepentt se puede usar la concentracion de
proteina aplicada en cuatro niveles, por ejemplalietas con 20%, 25%; 30% y 35% de
proteina cruda respectivamente y la variable depetelsigue siendo el peso. El experimento
se inicia con la alimentacion de los ratones degadpo con uno de los cuatro tipos de dieta
y después de cierto tiempo se determina el pestada raton. Con un sentido pedagdgico
supdéngase que el efecto de la concentracion pactdi20% no tuvo ningun efecto, por lo que
los pesos iniciales de los individuos del primarpgr no cambiaron y que ademas las otras
concentraciones incrementaron el peso de los ohaba de cada grupo en dos, tres y cuatro
gramos respectivamente. El autor de éste textautaga a los lectores que temporalmente no
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se den por enterados del modo en que fueron atectasl pesos de los ratones presentados en
la Tabla 7.3. Los nuevos pesos finales se muestrda Tabla 7.4.

Tabla 7.4. Peso final de ratones alimentados catr@ulietas con distinto
contenido de proteina.

Peso final (gr)
Individuo N° 20% 25% 30% 35%
1 56,3 60,20 59,10 60,90
2 57,0 59,20 57,20 59,90
3 54,0 60,40 59,40 58,00
4 56,7 57,80 58,90 59,00
Media 56,00 59,40 58,65 59,45
Varianza 1,8600 1,4133 0,9767 1,5367

Ahora es necesario comprobar si las diferentes erraciones de proteina en la dieta
modificaron el crecimiento de los ratones. Si lstad tuvieron efecto, las medias de los
grupos deben diferir significativamente. Como ecqios anteriormente, no es posible hacer
comparaciones entre pares de medias porque aursestiancialmente la probabilidad de

cometer el error tipo |, sin embargo mediante dlliais de varianza se puede determinar si
efectivamente alguna de las medias es diferentdoRanto se procede a calcular nuevamente
las varianzas dentro y entre grupos para los atds Tabla 7.4.

7.2.5 Calculo de la varianza dentro de los grupos

Esta varianza se calcula como el promedio pondetadas varianzas de cada grupo. Como se
puede notar en la Tabla 7.4 las varianzas de cagaogno se modificaron después de

aplicadas las dietas con relacion a las varianeagrupo de los datos de la Tabla 7.3 por lo

tanto la varianza dentro de grupcﬁ%@) no debe haber cambiado:

Gl ur(- ) $ov( o L Bt )1 B

m+np+m+ny-4

8%2(4—1)1,86+ (4 1)1,413&312(4 1)0,9767 4 1)15367

S = P = 1,446

Sr. Lector, como sabemos que los grupos 2, 3 yeffuafectados por las diferentes dietas
(secreto que compartimos) deberiamos pregunta®osig es posible que la varianza dentro
de estos grupos no se alteré?. La respuesta lateaecms en aquella propiedad de la varianza
que establece que la adicidon o sustraccion de anstante a cada valor de un conjunto de
datos no altera su valor, que fue lo que preciséarsnhizo.
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7.26 Calculo de la varianza entre grupos
Como se vio anteriormente, el valor de la variaemtie grupos depende del valor de las
medias muestrales:

S2o=%=ng="1" k-1

Si por alguna causa la separacion entre las mddi&ss grupos aumenta, se incrementara la
diferencia del término (X j -X..Py consecuentemente también lo hara la varianza entr

grupos (SéG) Esta dispersion de los valores de las mediasrulgogpuede llegar a ser lo

suficientemente grande para haceBEq3 mucho mayor que IS%G , llegada ésta situacion se
puede concluir que las dos varianzas no estimandiaa varianza poblacional.
Como vimos la varianza dentro de grupsg(g) sigue estimando la varianza poblacional de

los pesos antes de aplicar los tratamientos, pevaranza entre grupos estima una varianza
poblacional distinta, mucho mayor que la estimadalg varianza dentro de grupos. Para
verificar si los tratamientos afectaron suficienéene las medias de los grupos para hacer la
varianza entre grupos significativamente superi@r\arianza dentro de grupos procedamos a
calcular su valor y efectuar una prueba de hip®iesia la igualdad de las varianzas.

2
K _
k 2 ('le'j 2
p— = — J:
(xj-%)2 2 (%) - =~ 13638,49—M
S2 = = = 4 -2 640¢
X k-1 k-1 3

S2;= %= ng= 4(2,6408) 10,56

7.2.7 Prueba de hipétesis para las varianzas
Hipotesis:
- g2 =52
Ho ! O0Ec=0fg
- g2 2

En éste caso la hipotesis alternativa siempre m®pae la varianza entre grupo es mayor que
la varianza dentro de grupo, porque cualquier carabilos valores de la variable dependiente
tiende a hacer mayor la varianza entre grupos.

Estadistico de prueba:
SE _10,5633
S3c  1.4467

. =7,3018
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Zona de aceptacion dég :
La zona de aceptacion en éste caso es de unadalderecha, porque la hipodtesis alternativa

establece una relacion de mayor valor pra%%

ZA:{ F/F< f(l—a;k‘}{\l_k)}

ZA:{ F/IF< f(0,95 ;%2)}

ZA:{F/F < 3,5}

Decision:

Como el valor observadd-=7,3018 se encuentra fuera de la zona de aceptaciod lese
concluye que los datos aportan evidencia para zachdy, por lo tanto se puede considerar
que existen diferencias significativas entre lasiavaas entre y dentro de grupos. Este
resultado puede extrapolarse y afirmar que al sasevarianzas diferentes las medias de los
grupos son diferentes. Por lo tanto se puede deeirse tiene un 95% de confianza de que al
menos una de las dietas increment6 el peso corpetak ratones.

De todo lo explicado anteriormente se puede canglue cuando se comparan varios grupos
de datos, dentro de los mismos estan presentefudotes de variacion. Una denominada
Variacion Dentro de Grupo, la cual refleja las difecias entre las observaciones dentro de
cada grupo. Estas diferencias son simplementeoalkesity pueden ser de naturaleza genética,
ambiental y de medicidén. Las mismas pueden minirsézgero no eliminarse totalmente. En
la medida que los datos provengan de elementoshamsgéneos, por ejemplo de individuos
gue sean lo mas parecido posible en cuanto a ttsitmomo el sexo, la edad, progenitores,
talla, etc., disminuyen las diferencias entre elfis embargo siempre habra un remanente de
diferencias que no es posible eliminar, por éswbrraa varianza dentro de grupo se le
denomina en forma genérica Varianza Residual o Renta o simplemente Error. Esta
varianza no cambia aun después de alterar losegjmr el efecto de aplicar algun tipo de

tratamiento y sigue estimando la varianza poblatioomun a todos los grupog{).

La segunda fuente de variacion se denomind Vana€ritre Grupo y la misma evidencia la
diferencia de los valores entre grupos. Cuandomaslidas se obtienen de una misma
poblacion y no se les aplica tratamiento alguns,déerencias entre ellas son simplemente
aleatorias, es decir que la variabilidad entre gsupiene la misma naturaleza que la
variabilidad dentro de grupos. En este caso labarake hipotesis de la razon de varianzas no
muestra diferencias significativas entre las vaiaan

2 >
Stc . 9EG _ 02 _

=1
2 2 2
S5¢ 96 ¢
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Por el contrario, cuando los grupos de valores ipm@n de poblaciones diferentes o si
proviniendo de una misma poblacion son alteradosapaplicacion de algun tratamientn)(

la varianza entre grupos deja de estimar la vasigablacional inicial ¢2)

Sz o2 2+
EG _ “EG_07°*T

1
2 2 2
S5¢ 96 ¢

La varianza entre grupos por lo general se denowananza debido a tratamientos.

7.3 PARTICION DE LA SUMA TOTAL DE CUADRADOS

Hasta ahora sabemos que para un dado conjuntaaeafaposible identificar dos diferentes

fuentes de variacion: una es la variacion dentrgrdg@os que deja ver el promedio de las

diferencias aleatorias que existen entre los valdentro de los grupos; la otra es la variacion
entre grupos que evidencia ademas de las difesealdatorias de los valores entre grupos, las
eventuales diferencias debido a los efectos detriiamientos. Pero ademas de las dos
varianzas anteriores es posible calcular la vaaiaontal si se consideran todos los valores
como un unico gran conjunto de datos. Calculemobkadi varianzas para los datos que se
presentan en la Tabla 7.5.

Tabla 7.5. Valores seleccionados aleatoriamentendanisma poblacion.

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3
4,33 4,10 4,00
3,85 4,33 4,16
4,32 4,24 4,29
3,96 4,48 3,89
3,74 4,42 4,20
Media 4,040 4,314 4,108
Varianza 0,07375 0,02258 0,02587

Puesto que los datos fueron escogidos aleatoriantenta misma poblacion, las diferencias
entre los valores dentro o entre grupos son alaatgpor lo tanto las tres varianzas (entre,
dentro y total) que vamos a calcular a continua@stiman la misma varianza poblacional

(02).

1) Varianza dentro Grupo

_(m-1) Ly H{-) F,{ n-) $3_(4)0,07375+(4)0,02258+(4)0,02587

S2
DG N +no+ns-3 12

0,0407z



Samuel Segnir Fundamestde Bioestadistica ap 7 194

2) Varianza entre grupos

3 _ _\2
2 (% =% 0,040712)  0,20356
2,=nP= A= = 40 L 020356 1017
EG k-1 2 2

3) Varianza total

N _\2
2 [xi =% 0,69236
s2=12 =222 0,0494!
N-1 14

Es razonable pensar que si la varianza total sellealisando todos los datos, la magnitud de
la misma deberia incluir las otras dos varianzas.efbargo, como las varianzas no son
aditivas no es posible establecer una relaciométita entre las tres varianzas.

S2;+ P = 0.10178 0.04078 0.1425%> 28 0.04

Esta incongruencia aparente, se puede aclararpesta atencion a las sumas de cuadrados,
que es el término genérico que se le da al numerelcualquier varianza. La suma de
cuadrados (SC) es una manera de medir la dispeteidm conjunto de n datos y se expresa
como la sumatoria del cuadrado de la diferencieeeraida dato y su valor promedio.

S )2
SC=% (-
i=1
Para el caso del Andeva, las sumas de cuadraddsngicaran de la forma siguiente:
Suma de cuadrados Total = SCT
Suma de cuadrados entre grupos = SCEG
Suma de cuadrados dentro de grupo = SCDG

De modo que las respectivas varianzas se puedarsegpar con las férmulas siguientes:

SCT SCEG
2 - 2 = — =
= N-1 £8 k-1 &

SCD(
N- k

Es evidente que las sumas de cuadrados es el téguéndentro de la ecuacion de la varianza
mide la dispersion de los datos. La propiedad m@®itante de la suma de cuadrados es que
son aditivas, es decir que la adicion de las suleasiadrados entre y dentro de grupo es igual
a la suma de cuadrados total. Aunque esto pueddeseostrado algebraicamente, puede
bastar como comprobacion verificar la relacionetds sumas de cuadrados calculadas en el
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ejemplo que se viene trabajando. En este casoelmdtados de las varianzas fueron los
siguientes:

SI%G _SCEG_ 0,20356 0.1017¢
k-1 2

_SCDG_ 0,4888 0.0407:
N -k 12

2
SDG

_ SCT _ 0,69236 0.0494¢
N-1 14

s?

Es facilmente comprobable que la Suma de CuadiBaolas esta conformada por las otras dos
sumas de cuadrados.

SCEG + SCDG = SCT
0,20356 + 0,48888 0,692

La propiedad anterior aclara la incongruencia tpkasa anteriormente acerca de la
variabilidad total que, cuando es medida como w@amenza, no incluye la variabilidad dentro

y entre los grupos. Las relaciones que se acabanalzar ofrecen la ventaja de facilitar los
calculos de las medidas involucradas en el Anaisi¥arianza.

7.4 NOTACION BASICA Y CALCULOS NECESARIOS

Supongamos que tenemos k poblaciones de una arabhtoria que se distribuye
normalmente con la misma varianze2 y con mediasiy, ; Hxys Hxgy oo ;Ux, - De cada

poblacion se extrae en forma aleatoria e indepateligna muestra de tamafio n y los datos se
ordenan como se muestra en la Tabla 7.6.

Tabla 7.6. Ordenaciéon de valores muestrales eal@llo de un Andeva

K Muestras
Observaciones 1 2 3 ) k
1 X11 X12 X13 : X1k
2 X21 X22 X23 : X2k
3 X31 X32 X33 : X3k
nj Xm 1 Xn, 2 Xng 3 . Xnk |Gran Tota
ng M ng M k Nj
Total DXL XX Q%3 : DXk | 2D %
= i=1 i=1 i=1 j=1i=1
Medias X4 X2 X3 . Xk X..
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Siendo:
. — b HPE4 | | . I :1, 2, 3, P ey rl
Xj = una observacion o valor cualquiera i=1,2.3 ... K

nj
Y %;j =total de la j-ésima columr

i=1
K M .
Y 2 X%j = total de todas las observacior
i=1i=1
nj
> X
X.j ==L — = media de la j-ésima mues
n-
J
k N
2 2%
X..= J"l'lil = media de todas las observacio

7.4.1 Sumas de cuadrados (SC)
Las sumas de cuadrados, términos necesarios glardac las varianzas entre y dentro de
grupos se obtienen relacionando los promediosoresltotales presentados en la Tabla 7.6.

k Nj 2
k N _y2 kD 2 j=1i=1X”
Suma de cuadrados total ~ SGTY | Z( ij X )X; > Z( i )X‘—
j:]_i:]_ j=1|=1

n; 2 k N 2
)
i) (52

Suma de cuadrados entre grupos = SCEGJ% -X.. -
=1 j=1 j

k N
Suma de cuadrados dentro de grupes ~ SCBGCT - SCEG )’ Z( ix=" }()2
j=li=1

7.4.2 Cuadrados medios (CM)

Dividiendo las respectivas sumas de cuadrados &grgrados de libertad se obtienen las
varianzas entre y dentro de grupos. En el Andesav@ianzas se denominan cuadrados
medios, entonces se habla del cuadrado medio gntpes (CMEG) o del cuadrado medio

dentro de grupos (CMDG).
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Varianza entre grupos CME@%5

Varianza dentro de grupos CMDG%3

k(n-1)
7.4.3 Grados de libertad
Los grados de libertad (denominador en la ecuadeta varianza) también son aditivos, de
modo que:

Grados de libertad total = Grados libertad entupgs + Grados libertad dentro grupos
N=1=(k=9+ K n }=( e J+ (N -}

7.5 ANALISIS DE VARIANZA DE UN FACTOR

El modelo de Andeva que se ha venido analizandmiece como disefio de un solo factor,
de una sola via o clasificacion Unica, porque ui¢ee una sola variable independiente que
puede tener varios niveles de accion. Estos nivideaccion, se le denomina comunmente
como tratamientos. Cuando se consideran dos \esiaidependientes a la vez, el disefio se
denomina de dos factores, de dos vias o de ckdific doble. Para un nimero mayor de
variables independientes los arreglos se denonmmatifactoriales.

A continuacion se presenta el procedimiento corapera efectuar un analisis de varianza de
un factor.

1. Hipdtesis:

Ho ' Hx = Hxy = Hxg = eve. = Hx

H1: al menos una de Ia;axj es difere
2. Sumas de cuadrados

Se obtienen los datos béasicos necesarios paralatales sumas de cuadrados y los
cuadrados medios, para lo cual se deben calcslardsa cantidades siguientes:

nj 2

k N k Nj k [Ei)(”}

a) 2 2% b) >3 % c) zl—
J:

j=li=1 j=li=1 nj

Sumas de cuadrados total (SCT)

nj 2
.S
scT=) 3 (5) 2-- 22

i=1i=1 N
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Sumas de cuadrados entre grupos (SCEG)

nj 2 k N 2
(o] (320
i=1 _ j=li=1

SCEG= )

Sumas de cuadrados dentro de grupos (SCEG) o aésidu
SCDG= SCT SCE
3. Tabla de Andeva
Se construye la tabla resumen del analisis denzi@rabla 7.7)

Tabla 7.7. Tabla de Andeva de una via

Fuente de variacion Suma de cuadrados Grados d€uadrados F
Libertad Medios
2
S| |53

Entre grupos k |i=1 X j=1i=1 g k-1 SCEG
(Entre tratamientos) - k—1 CMEG
=1 M N CMDG

Dentro de grupos SCT- SCEC( N - K SCDG

(Residual o error) N -k

nj 2
k, i ? {éizl)q]}
Total ZZ(XU) _\J= ;\| N-1

4. Se establece la zona de aceptacion para la hipdtesgualdad de las varianzas
ZA{FIF < g kr ni)

Ejemplo 7.3
En un estudio sobre el SIDA se quiere saber sdifayencias en los niveles de la droga AZT

en la sangre a los 60, 90, 120 y 150 minutos Berka aplicado la misma. El tratamiento se
le administré a cuatro grupos de pacientes de fanmiedad, raza, sexo y que no absorben
bien las grasas. Los resultados se muestran eabla 7.8.
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Tabla 7.8. Concentracion de AZT en la sangre eimtbs tiempos desde su aplicacion.

a. Hipotesis:

H,: al menos una de Iayszxj

Paciente N° 60 min. 90 min. 120 min. 150 min.
1 2,69 1,91 1,72 0,22
2 3,37 1,89 2,11 1,40
3 2,42 1,61 1,41 1,09
4 3,30 1,81 1,16 0,69
5 2,61 1,90 1,24 1,01
6 2,17 1,88 1,34 0,24
7 3,65 2,32 1,02
8 2,37 2,07 1,34
9 2,29 0,97
Media 2,8225 1,9644 1,4967 0,8867
Ho! Uy T Hxy = Hxg =™ Uy
es difere

La hipotesis nula desde el punto de vista biologiesume que la concentracion de AZT
en la sangre no cambia después de los 60 minutiosbdese aplicado.

b. Sumas de cuadrados
Se efectlan los cOmputos necesarios para cal@gauimas de cuadrados, los cuadrados
medios y el valor de F (Tabla 7.9.)

Tabla 7.9. Célculos necesarios para el Andevajdeipgo 7.3.

Paciente N° 60 min. 90 min. 120 min. 150 min. Gran total
X 2,8225 1,9644 1,4967 0,8867
Zk: Xi 22,5800 17,6800 8,9800 7,9800 57,2200
j=1
i Xijz 65,7998 35,1442 14,0774 8,5272 123,5486
j=1
nj 2
‘ (Eixij J 63,7321 34,7314 13,4401 7,0756 118,9791
I —

=t Nj
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Suma de cuadrados total (SCT)

2
k M
0 2 2% 2
k M 2 | j=1i=1 (57,22)
SCT = : =123,5486——— =123,5486-102,3165=232
ji=1i=1 32

Suma de cuadrados entre grupos (SCEG)

V(K
DR TREEDIDI

k =1 ji=li=1
SCEG=)
=1 N

2
2
J (57,229
:118,9791T =118,9791-102,3165=16X%

Suma de cuadrados dentro grupos (SCDG)
SCDG= SCT-SCE& 21,2321 16,6626 4.t

c. Tabla de Andeva
Se construye la tabla resumen del andlisis denzaiélabla 7.10.)

Tabla 7.10. Tabla de Andeva para el ejemplo 7.3.

Fuente Suma de Grados de Cuadrados F
de variacid cuadradc Libertac Medios
(EE"r‘]gee t?err:]‘g’fs 16,6626 3 55542
34,03
Dentro de grupos 4,5695 28 0,1632

(Residual o Error)

Total 21,2321 31

d. Se establece la zona de aceptacion para la hip@esgualdad de las varianzas

ZA:{F/ F<f[1_a;k_]/N_k]}={F/ F<f[0,95;$2$}={F/ F<2,95}

e. Decision: como el valor del estadistico de prudéfa= 34,03 es mucho mayor que el
limite critico ( f =2,95), se rechazadg, por lo tanto se acepta la hipotesis alternativa,

gue propone que al menos una de las muestras peod& una poblacién de valores con
una media diferente.

f. Conclusién: la concentracion de AZT en la sangrpaigentes afectados de SIDA y con
mala absorcién de grasas presenta un valor disént@l menos uno de los lapsos
transcurridos desde la aplicacion del tratamiento.
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Ejemplo 7.4.

En un estudio sobre la extraccion de iones metaloy ciertos compuestos, se determiné el
% de eficiencia de extraccion del hierro por cuagentes quelantes. El experimento se
repitié tres veces para cada compuesto. Se quadrer ssi entre los quelantes existen
diferencias en su capacidad de extraccion ¢Cual esnclusion si se quiere sélo se aceptan
un error menor al 1% al tomar una decision? Loglt@dos se presentan en la Tabla 7.11.

Tabla 7.11. Cantidad de Hierro extraido (%) p@tcuagentes quelantes.

Experimento N° Quelante 1  Quelante 2  Quelante 3  Quelante 4

1 84 80 83 79
2 79 77 80 79
3 83 78 80 78
Media 82 78,33 81 78,67
a) Hipotesis:
Ho ' Hx = Hxy = Hxg = eve. = Hx

H,: al menos una de Ia,sxj es difere

La hipoétesis nula desde el punto de vista quimresyme que la eficiencia de extraccion
de los cuatro quelantes es la misma

b) Sumas de cuadrados
Se efectlian los cOmputos necesarios para cal@gdauimas de cuadrados, los cuadrados
medios y el valor de F (Tabla 7.12.)
Tabla 7.12. Calculos necesarios para el Andevajdgiplo 7.4.

Quelante 1  Quelante 2 Quelante 3 Quelante 4  Gtah to

X 82,00 78,33 81,00 78,67
nj
Xi 246 235 243 236 960

i=1

nj

2% 20186 18413 19689 18566 76854
j=1
n;j 2
Ei X 20172 18408,33 19683 18565,33  76828,67

nj
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Sumas de cuadrados total (SCT)
k Nj

2
K, N {ZZ X"} (960)
scT=Y 3 (%) 2 MR ) 76854 °00) - 76854 76860
j=1i=1 N 12

Sumas de cuadrados entre grupos (SCEG)
nj 2 k i
|2 2 2%

SCEG= Y
ji=1 N

2
i=1 j=1i=1 J (960)°
- N = 76828,6T= 7682656 76860 2

Sumas de cuadrados dentro de grupos (SCEG) o aésidu
SCDG= SCT-SCE& 540 286 25

c) Tabla de Andeva
Se construye la tabla resumen del andlisis denzaiélrabla 7.13.).

Tabla: 7.13. Tabla de Andeva para el ejemplo 7.4.

Fuente de Suma de Grados de Cuadrados F
variacior cuadradc Libertac Medios
Entre grupos
(Entre tratamientos) 28,60 3 9,53 30
Dentro de grupos 25 40 3 3175 ’

(Residual o Error)

Total 54.00 11

d) Se establece la zona de aceptacion para la hip@esgualdad de las varianzas

ZA:{F/ F<f1q ;k_]/N_k]}:{F/ F<f[0,99;313}:{F/ F<7,59}

e) Decision: Como el valor del estadistico de pruéla= 3,0 es menor al limite critico
(f=7,59), se aceptdy.

f) Conclusién: se acepta con un 99% de confianza osievdlores promedios del % de
extraccion de los cuatro quelantes no difiereniagivamente.
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7.6. COMPARACION MULTIPLE DE MEDIAS

Como hemos visto el Andeva se uso para contrastapdtesis nula de no diferencia entre las
medias de k poblaciones:

HOZ/'I].:/'IZ:/'IS: ...... = Uk

El Andeva finaliza cuando se acepty, pero si se rechaze y se concluye que al menos
una de las mediag; es diferente. Conocido este resultado, es muyérge que se quiera
saber cual o cuales son esas medias, respuestaoqoece el Andeva. Por ello se han
desarrollado una serie de métodos que en formaigarse identifican como Comparaciones
Multiples de Medias. Estos intentan identificar lagdias o grupos de medias que son
diferentes. Algunos autores agrupan las comparasioniltiples en dos categorias: Pruebas
priori y Pruebas posteriori

Con las pruebas priori las comparacionedeben ser planificadas antes de efectuar el
experimento y decidir de antemano que medias seavaomparar. Son muy pocas las
comparaciones que deben efectuarse, para algunaeswuno mas de tres. Las pruelaas
posteriorise realizan una vez obtenidos los resultadosoyssdtiy ha sido rechazada. En este
tipo de prueba las comparaciones se hacen entis lasl parejas posibles.

La razon de la distincion anterior se vera a cotoion: supongase que se tiene una poblacion
de valores con una distribuciéon normal con megdiay varianzac? ; si de esta poblacion se

extraen pares de muestras todas con el mismo tamgialculamos sus mediag, hemos

visto que es posible originar una nueva variadle=% — % denominada diferencia de
medias muestrales, que por la propiedad reprodudevla distribucion normal sabemos que
también se distribuye normalmente con una mediaradp H(x,~%) =0 y una varianza

esperada2o¢. Dado que la distribucion es normal se esperalgumayoria de pares de
medias tendran diferencias pequefas y se ubicagdedor del valor 0, y que algunas pocos
pares tendran diferencias lo suficientemente giapdea ubicarse en los extremos o colas de
la distribucion. Si desconociéramos de donde pnaridas medias muestrales y desearamos
probar si dos medias muestrales se extrajeron depdblaciones diferentes, podriamos
contrastar la hipétesis nulbly @ 1y, = ty, con un nivel de significacionl—a =0,95. Bajo

esta situacion todos aquellos pares de media deredcias muy grandes permitiran rechazar
Ho, pero esto ocurrird solo en el 5% de los casos.offas palabras, si escogiéramos
aleatoriamente las medias muestrales, la probadilig rechazak siendo cierta seria igual

a 0,05. Pero si la seleccion de las medias muestnal es al azar y se escogieran a conciencia
las medias muestrales con mayor separacion en aagey, siempre se tendrian pares de
medias con grandes diferencias y la hipoétesis rijase rechazaria una y otra vez, a pesar de
ser cierta. Esto mismo es lo que pasa si despu@steieer los resultados de un experimento se
escogen en forma deliberada las medias muestnadeseqvan a comparar. Por tal razén en las
pruebasa priori se deben seleccionar previo al experimento lasstragecuyas medias se
desean comparar. Para el caso de las comparacgmesterioridonde se puede escoger las
muestras a comparar, al no ser ésta seleccionoaéeaio se puede seguir usando la
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distribucion de probabilidades sobre la cual seabels Andeva, es necesario usar una
distribucion de probabilidad diferente la cual caarde uno a otro método.

Son numerosos los métodos de comparacion mulEplee las pruebas priori se encuentran

la Minima Diferencia Significativa (MDS); los Coasites Ortogonales y la Prueba de
Dunnett. Entre las pruebas posteriori se pueden mencionar las pruebas de Tukey o
Diferencia Verdadera Significativa (DVS); de StugleNewman y Keuls (NKS); de
amplitudes multiples de Duncan; de Scheffé, de &wahfi y la de Gabriel. A continuacién
estudiaremos un método de cada tipo: la Prueba Binima Diferencia Significativa (MDS)

y la Prueba de Tukey o de la Diferencia Verdaderaen8ignificativa (DVS).

7.6.1. Prueba de la Minima Diferencia SignificativgMDS).

Esta fue la primera prueba de comparacion mulydiee introducida por Sir Ronald Fisher.
La misma es una prueldgpriori. Es recomendable que con la MDS no se efectierdentiss
comparaciones, pues la posibilidad de equivocdreechazar H siendo cierta es superior al
18%.

El fundamento de la MDS es muy sencillo. Supongames un Andeva aplicado a varias
muestras fue significativo y queremos comparaioside las medias muestrales provienen de
poblaciones diferentes. Se puede recurrir a una&bprude hipotesis para dos medias
poblacionales (Prueba de t).

Hipétesis: Ho  tx = Hx,
Hl : IUX]_ > IUX2

Sabemos que al comparar dos medias cuyas muestraenen de dos poblaciones con la
misma varianza el estadistico a usar es:

T= (XI_T(Z)_(,le _,sz)

S5, %
n m

Comong = ny; S% = CMDGYy iy, = Uy, , la expresion anterior queda igual a:

_ (x-%)
[2CMDG
n

ZA{TIT<{1-q : Nk}

La zona de aceptacion dg ék:

Esta ZA se puede presentar en su forma equivalente:

(%~ %)

NN g
[2CMDG (1-a N
n

ZA:ST/
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La regla de decision se puede expresar de la feignéente:

Si (X -%X2) > t(1-q : N_k)/% se rechaza

Esta diferencia es el menor valor que puede exastire dos medias para aceptdg, si la
diferencia es mayor se rechakly. Esta es la razon por lo que tal diferencia sehama

Minima Diferencia Significativa (MDS). Al extrapat®e esta comparacion a todas las medias,
la suposicion de igualdad de las medias poblacsred rechazada cada vez que se cumple:

2CMDG
MDS > {1-4; N-k ),/T
Ejemplo 7.5

Un ecdOlogo que estudia los requerimientos nutrades de una especie de monos, quiere
determinar si la calidad de la dieta de tres padaess de monos que viven en forma salvaje
en tres localidades diferentes (L1, L2, L3), esaiqula de una poblacién de monos que esta
bajo proteccion especial en un pargue nacional.(Ebi tal propdsito colectd cinco muestras
de sangre de hembras adultas para cada una deid&® @oblaciones y determiné el
contenido de acido félicoig /1) en la sangre. Compruebe con un 99% de confianeh s
contenido de acido félico en la sangre de las podoh@s silvestres es diferente al de la
poblacion protegida. Los resultados del andlisisatgre se muestran en la Tabla 7.14.

Tabla 7.14. Contenido de Acido foliqgug /1)en la sangre de monos provenientes de
cuatro poblaciones diferentes.

Individuo N° PN L1 L2 L3
1 257,20 174,40 221,20 175,20
2 294,90 185,00 231,00 165,90
3 283,70 166,40 228,60 174,80
4 310,00 172,10 215,80 171,60
5 305,20 184,50 205,10 191,10
Media 290,20 176,48 220,34 175,72
A) Andeva
a) Hipotesis: Ho! ly =Hxy =Hxg = -eev: = U %

H,: al menos una de |8,BXJ. es difere

La hipétesis nula desde el punto de vista biologi@sume que la concentracion de Acido
Folico en la sangre es la misma en las cuatro pminlas de monos.

b) Sumas de cuadrados
Se efectian los computos necesarios para calcatarsimas de cuadrados, los
cuadrados medios y el valor de F (Tabla 7.15.)
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Tabla 7.15. Célculos necesarioga paAndeva del ejemplo 7.5.

PN LI L2 L3 Gran total

_Z Xij 1451,00 882,40 1101,70 878,60 4313,70

> X 422850,58 155987,98 243184,05 154738,66 976761,27

n; 2
i Eixij 421080,20 155725,95 242748,58 154387,59 973942,32

Suma de cuadrados total (SCT)

333
Xi
U T (4313,70°
SCT=> > ﬁ— = 976761,24——= 46360,
j=1i=1
Suma de cuadrados entre grupos (SCT)
Xij X 5
k \i= j=li= 4313,7
sceg= 3 U ) UL ) | gragp 34318797 paey

Suma de cuadrados dentro de grupos (SCDG) o résidua
SCDG= SCT-SCE6& 46360,89 43541594 281
c) Se construye la tabla resumen del analisis denzaiélabla 7.16)

Tabla 7.16. Tabla de Andeva para el ejemplo 7.5.
Fuente de Suma de Grados de Cuadrados

variacion cuadrados Libertad ~ Medios Fo
Entre grupos 43541,94 3 14513,98
(Entre localidades) 82,38
Dentro de grupos 2818.95 16 176,18

(Residual o Error)
Total 46360,89 19
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d) Se establece la zona de aceptacion para la hip@esgualdad de las varianzas

ZA:{F/ F< 14 ;k_]/N_k]}={F/ F<1Toge ;316]}={F/ F<5,29}

e) Decision: como el valor del estadistico de pruépa 82,38 es mucho mayor que el
limite critico (f =5,29), se rechazaHgp, por lo tanto se acepta la hipétesis
alternativa, que propone que al menos una de l&stnas proviene de una poblacion

de valores con una media diferente.

f) Conclusion: la concentracion de Acido Folico ersdmgre de monos provenientes de
diferentes localidades presenta un valor distintalenenos una de las poblaciones.

Comparacion Mdultiple de Medias para el ejemplo 7.5.

Son tres las comparaciones que se quieren efettuaredia de la poblacion protegida
contra la media de cada una de las tres poblacisihestres. Esto se decidié antes de
efectuar la experiencia, por lo tanto se puede usar pruebaa priori como la de la

Minima Diferencia Significativa.

a) Se calcula el valor de MDS.

/ZCI\/IDG /2 176,18

Se prepara una tabla con las diferencias a prdhamnmedias deben estar ordenadas en
un sentido creciente o decreciente (Tabla 7.17.)

Tabla 7.17. Diferencias entre las medias muestoiksjemplo 7.5.

PN = 290,20
L3 =175,72 116,48**
L1=176,48 113,72**
L2 = 220,34 69,86**

(**) = Las diferensigon muy significativas (p < 0,01)

b) Se establece la regla decision:

Si MDS > 21,6¢ se rechaza la hipotesi$ég de igualdad de las medias poblacionales.
Al aplicar la regla de decision se observa queddda diferencias de medias de la
tabla son mayores que el valor de la MDS, pormtotae acepta que las medias que se
estan comparando se diferencian significativamente.

c) Conclusién: Se puede concluir que los datos propeac suficiente evidencia para
aceptar con un 99% de confianza que el contenidmgdio de Acido Fdlico en la
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sangre de la poblacion de monos bajo proteccidna®r que el de las poblaciones
silvestres.

Es importante advertir que con esta prueba no Bendsacar conclusiones sobre las
diferencias de medias que no fueron previamenezaehadas, pues esto aumentaria
el nimero de comparaciones y también aumentarisideablemente la probabilidad
de cometer el error tipo I.

7.6.2. Prueba de Tukey o de la Diferencia Verdadenaente Significativa (DVS).

Este método se usa para efectuar todas las posibleparaciones entre pares de medias
muestrales con el propdsito de contrastar la hgtee igualdad de sus medias poblacionales.
La prueba consiste en calcular un tnico valoicorid DVS contra el cual se comparan todas
las diferencias entre los pares de medias. La B&bsene con la formula siguiente:

CMDG
DVS= QN —

El valor g, = estadistico de Tukey, se encuentra en una talglasargumentos de entrada
sonk y N-k Siendok el numero total de muestras de involucradas efindeva;N-k los
grados de libertad con los cuales se calculé el GMDes el tamafio de las muestras ¥
probabilidad de rechazdtly siendo cierta (Error tipo 1). Las diferencias dedmas que sean
superiores al valor de DVS son significativameriterdntes. Cuando las muestras no tienen el
mismo tamafio, se puede sustituir el valor de reppromedio siguiente:

20V Mn .
(nw + 1)
Donde :ny =muestra de mayor tamafiony, = muestra de menor tamafio

Ejemplo 7.6.

Este ejemplo es una variante de ejemplo 7.5 dpdhkciones de monos. Supéngase que el
ecologo ahora le interesa en efectuar todas lap@@uiones posibles. En este caso puede
recurrirse a una pruelaaposterioricomo la de Tukey. Se usaran los mismos datos

a) Se calcula el valor de DVS.

CMDG CMDG 176,18
DVS= hfion-y 1 = Do 414y~ =5,1%/ ;- 30¢

Se prepara una tabla con las diferencias a prdaarmedias deben estar ordenadas en un
sentido creciente o decreciente (Tabla 7.18).

Tabla 7.18. Diferencias entre pares de medias malestdel ejemplo 7.6

L3=173,72 L1=176,48 L2 = 220,34 PN = 290,20
L3 =173,72 - 2,78 46,62** 116,48**
L1=176,48 - - 43,86** 113,72**
L2 = 220,34 - - - 69,86**

(ns) = no existen diferencias significativas (P > 0, ) = Las diferencias son muy significativas (P <10,0
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b) Se establece la regla de decision.
Si DVS> 30,1¢ se rechaza la hipotesi$y de igualdad de las medias poblacionales.
c) Se toma la decisién para cada comparacion:

L1 - L3 =2,76 es menor a 30,81. Se acdpta

L2 — L3 = 46,62 es mayor a 30,81. Se rechidga
L2 — L1 =43,86 es mayor a 30,81. Se rechidga
PN - L3 =116,48 es mayor a 30,81. Se rechidga
PN —-L1=113,72 es mayor a 30,81. Se reclidga
PN - L2 = 69,86 es mayor a 30,81. Se recltdga

En lugar de especificar una por una las comparasjose puede indicar en la tabla de
comparaciones de medias cuales son las diferestesla la llamada (*) o cuales medias
son iguales mediante la llamada (ns). Otra formahomundas practica es la siguiente: las
medias se ordenan con una secuencia crecientaecete y aquellas medias muestrales
que provienen de poblaciones con la misma meditapiobal se subrayan con la misma
linea.

L3=173,72 L1=176,48 L2 =220,34 PN =290,20

En la representacion anterior se advierte inmedietée que L1 y L2 tienen medias que
no se diferencian significativamente, mientras @semedias de L2 y PN se diferencian
significativamente entre si y con las otras medias.

d) Conclusion
Se concluye que los datos proporcionan suficiewitdeacia para aceptar con un 99% de
confianza que el contenido promedio de Acido Fékeola sangre de los monos que
habitan las localidades 1 y 3 son iguales y egdtite entre los monos que viven en las
localidades L2 y PN vy entre estos y los monosdetras poblaciones.

7.7 MODELO Y SUPUESTOS BASICOS DEL ANALISIS DE VARIANZA

7.7.1 Modelo lineal

Para facilitar el conocimiento del modelo, usaremonsejemplo sencillo. Supéngase que se
tienen tres poblaciones de valores de una var@méuiera que se distribuye normalmente
con mediagt,, |, Y 4, respectivamente. La media general sera igual a:

3
2 Hj
p==
3
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Las desviaciones entre cada media y la media deresaigual a rj=pj-u
siendoj =1, 2, ---, k. Por lo tantoy, |, y Y, difieren deyt ent,, 1,y 1,. Esto es,

W =H+T, W, =H+T, W =H+T,

Los 1; representan los efectos o desviacion debido @rddamientos. Como cada es una
desviacién respecto a una media, se debe cumplir:

3 3

2.7 =2 (ta-H)=0

j=1 i=1
Se puede notar que cuargle 0, todas las medias son igualgg:= o = 3

En la Figura 7.3 se muestra graficamente la sidmagianteada. Dentro de cada poblacion los
valores x;j se distribuyen alrededor del promedig y la desviacion de cads; respecto a

Hj es producto del azar. Tales desviaciones se deaongrrores aleatorios y se expresan
como, &jj =% —4; . De esta ecuacion se deduce que el valor de ogdees igual a
Xj =4 + & . Como uj =u+r1; se tiene quegj = 1 +1j+ & . Esta ecuacion constituye el

modelo basico para el caso de un Andeva de undatide un factor ejerce efectos fijos sobre
las diferentes muestras.

Poblacion 1

Poblacion 2

Poblacion 3

-\‘.\-‘——

-

B Ko

Figura 7.3 Esquema de los efectos de tratamientns) (y los errores aleatoriosef &)
presentes en un Andeva de efectos fijos.
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7.7.2 Supuestos basicos
La validez del modelo anterior depende del cumgginto de los supuestos siguientes: a) los

tratamientos y los efectos ambientales son aditiydy las desviaciones o errores; ) son
aleatorios y se distribuyan normal e independieatéencon una medig =0 y una misma

varianzao?. El incumplimiento de uno o mas de estos supagstede conducir a la toma de
decisiones equivocadas con una mayor frecuencidagfimda por el nivel de probabilidad
escogido. Al respecto Steel y Torrie (1988) sefdlars experimentadores pueden pensar
gue esta usando un nivel del 5 por ciento cuanduvell puede ser en realidad de 7 u 8 por
ciento”.

7.7.2.1 Aditividad

La aditividad ocurre cuando los tratamientos adbhsaa un grupo de muestras afectan los
valores de cada muestra en forma aritmética o llinea el resultado de aplicar cada
tratamiento modifica los valores de cada muestripena geométrica o no lineal el efecto se
dice que es multiplicativo.

La falta de aditividad conduce a una heterogenemtadas varianzas, de manera que la
varianza dentro de grupos no estima una varianpauicca todas las poblaciones. En las
Tablas 7.19 y 7.20 se muestra como el efecto nlinlipvo afecta las varianzas de los grupos.
En la Tabla 7.19 para lograr un efecto aditivo @acaalor de los grupos 2 y 3 se le afladié un
valor constante que simula el efecto de cada tiatdimm Como se puede observar las
varianzas de cada grupo no cambia.

Tabla 7.19. Efecto aditivo de los Tabla 7.20. Efecto multiplicativo de los
tratamientos sobre los valores de tratamientos sobre los valores de tres
tres muestras. muestras.
Tratamientos Tratamientos
Xj+0  Xj+2 Xij +3 Xij 2% 3X;
4 6 7 4 8 12
5 7 8 5 10 15
7 9 10 7 14 21
3 5 6 3 6 9
Media 4,75 6,75 7,75 Media 4,75 9,50 14,25
Varianza 2,92 2,92 2,92 Varianza2,92 11,67 26,25
Varianza dentro de grupo = 2,92 Varianzardete grupo = 13,61

En la Tabla 7.20 cada valor de los grupos 2 y BnaHiplicé por un factor constante. La
varianza de estos dos grupos aumentd cerca de vege respectivamente. Por su parte la
varianza dentro de grupos (13,61) es muy supetioaldr esperado, que debe ser muy
parecido al estimado por la varianza del primempgr{2,92), donde no se aplicé ningun
tratamiento. La falta de aditividad afecta espeugite las comparaciones individuales entre
pares de medias. La transformacion de los datdsgamitmos resuelve, por lo general, los
efectos multiplicativos.
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7.7.2.2 Aleatoriedad

Un requisito fundamental para efectuar un Andevguesla seleccidon de las muestras debe ser
aleatoria, De lo contrario, el Andeva pueden semgétodo ineficiente en la deteccion de
diferencias entre medias por falta de independedeidos datos, de homogeneidad en las
varianzas y de normalidad en la distribucién. Dedngque nunca estdn de mas todos los
cuidados que aseguren la aleatoriedad del muetrgo en experimentos de laboratorio,
como cuando se hacen ensayos u observaciones @e.céah como lo sefiala Cochran y Cox
(1957) la aleatorizacidon no es sino una precaucanira errores que pueden o no ocurrir y
gue pueden ser 0 no graves si ocurren.

7.7.2.3 Independencia

La violacion del supuesto de independencia afectaalidez de la prueba de hipétesis sobre
igualdad de varianzas. Veamos un ejemglgppongamos que en un estudio sobre el contenido
de nitrogeno en el suelo, se quiere determinarosiienido en cuatro zonas de un lote de
terreno, tal como se muestra en la Figura 7.4.

Como en el lote existe un gradiente en la distidudel contenido de nitrégeno, se esperaria
que las mediciones hechas en sitios muy proximogopcionen valores muy similares entre
ellos y menos parecidos con los sitios mas alejgumslo tanto las n observaciones de cada
muestra deben tener un mayor parecido entre ellascgn las de las otras muestras. Una
consecuencia de este sesgo en el muestreo sepixdala de independencia de un dato
respecto a otro, puesto que la probabilidad dedelgar algunos individuos depende de la
eleccion previa de otros. En nuestro ejemplo It fde independencia determinaria una
disminucién de las diferencias entre las medicialeggro de una muestra y consecuentemente
del valor de la varianza dentro de grupo. Igualmeéas diferencias entre las medias de las
muestras serian mayores a lo esperado y se soadstila varianza entre grupos. Estos dos
hechos afectarian los resultados de un Andeva@drirentar el valor de la razon de varianzas
y la probabilidad de rechazar la hipotesis de wamdl de las varianzas. La falta de

independencia en el caso anterior se Concentracion de Mitrdgeno

debe basicamente al procedimientp ¥

usado para obtener los datos, de modo . . .y .

que el problema se podria resolver 'Trl'- :‘1‘ $he  Bia
1

modificando  dicho  procedimiento 5 5 v v
mediante un muestreo aleatorio. Otra  Muestral = Muestra2  Muestrad  Muesirad
situacion que ejemplifica como el disefio X1 i 1 X

. . Zn Zn Zn X
de un experimento puede determinar una 254 on 31 Xa)

pérdida de independencia en el registro

de los datos es la que se describe a

. ., , k hid ia Enk
continuacion. Supongase que se van a _r“ _“'R _“J‘ _
suministrar diferentes dosis de una droga le X: K: X:
a animales de laboratorio de diferentes 5 A % 51

tamanos. Si el suministro de las dosis aFigura 7.4. Distribucion del contenido de nitrogeno d el suelo.

los animales es aleatorio sin considerar

su tamafio, también es posible que ocurra una @édbdindependencia cuando se hacen
experimentos mas relacionados con el tiempo queetaspacio. Por ejemplo aquellos

ensayos que requieren varios dias para complethaisen efectuarse aleatorizando en el
tiempo la aplicacion del tratamiento o la toma dalitiones.
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7.7.2.4 Homogeneidad de las Varianzas

Como se vio anteriormente la varianza dentro dpagse calcula promediando las varianzas
de cada grupo o muestra. Esto se hace bajo el sopyee dichas varianzas estén estimando
la misma varianza poblacional independientementeue las muestras provengan de la

misma o diferentes poblaciones. De modo que laldgdade las varianzas en un grupo de

muestras es una condicion indispensable en el Andesta condicién también se conoce bajo

el nombre de Homogeneidad u Homoscedasticidadsdealéanzas. La falta de homogeneidad

puede enmascarar eventuales diferencias estadistit@ las medias de varias muestras. Una
situacion como la anterior la ilustraremos con jemglo.

Ejemplo 7.7.
En un experimento hipotético se aplicaron cuattaimientos, cada uno repetido cinco veces
como se muestra en la Tabla 7.21.

Tabla 7.21. Tabla de resultados del ejemplo 7.7
Tratamientos

Repeticion A B C D
1 4 8 215 231
2 6 9 205 227
3 2 11 221 245
4 8 17 212 229
5 7 10 235 225
Total 27,0 55,0 1088,0 1157,0
Media 54 11,0 217,6 231,4
Varianza 5,8 12,5 127,8 62,8

Los resultados del Andeva, se presentan en la Takka

Tabla 7.22. Tabla de Andeva para el ejemplo 7.7

Fuente de variacion SC GL CM Fo
Entre Tratamientos 234483 3 78161,0 14963,62***
Residual 865,6 16 52,225
Total 235319 19

Los resultados anteriores determinaron la aceptad® la hipotesis alternativa de que al
menos una de las medias proviene de una poblaedraldres diferentes con un nivel de
confianza del 95%. Para conocer cuales mediadedifir se aplic6 una prueba de Tukey.
Después de calcular el valor del estadistico deef (VS = 13,08) se encontré que las
medias de los tratamientos A y B son iguales esityeque las medias de los tratamientos C y
D son diferentes entre si.

Xp=5,4 Xg =110 Xc =217,6 Xp =231,4
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Si volvemos a examinar la tabla de datos se puetdg que existe una gran diferencia entre
las varianzas, con una relacion aproximada de2paaa los dos grupos de varianzas (C-D/A-
B). Existen algunas pruebas estadisticas, come IBadtlett y laF,4x, para comprobar la
igualdad de varias varianzas, las cuales no tratze pero que son de facil aplicacion y
aparecen en muchos de textos de estadistica bBajoda circunstancia de no tener varianzas
homogéneas, lo recomendable es comparar los teattoriA y B (Tabla 7.23) separados de
los tratamientos C y D (Tabla 7.24)

Tabla 7.23. Tabla de Andeva para la comparaciae éog tratamientos Ay B

Fuente de variacion SC GL CM Fo
Entre Tratamientos 78,4 1 78,4 8 57+
Residual 73,2 8 9,15
Total 151,6 9

Tabla 7.24. Tabla de Andeva para la comparaciame éod tratamientos C y D

Fuente de variacion SC GL CM Fo
Entre Tratamientos 476,1 1 476,1 5.0
Residual 762,4 8 95,3
Total 1238,5 9

Los resultados de estas dos tablas muestran comonigaracién por separado, produjo

resultados totalmente opuestos a los obtenidoslaca@mparacion conjunta de los cuatro

tratamientos. Ahora los promedios de A y B sonrdiftes y los promedios de C y D son

iguales. En otras ocasiones, la desigualdad deaasnzas se produce por la tendencia de
muchas variables a tener medias y varianzas coiwekdas positivamente. En este caso se
puede usar una transformacion logaritmica de ltssdaara homogeneizar las varianzas. Es
oportuno llamar la atencién que cuando las diféesnentre las varianzas no son muy

pronunciadas se puede efectuar sin mayores incamies el Andeva de efectos fijos, puesto
gue la prueba de razén de varianzas es bastantstacd esta situacion.

7.7.2.5 Normalidad

La falta de normalidad en la distribucion de looess afecta las pruebas de significacion de
la razon de varianzas, siempre y cuando la distidioude los datos sea fuertemente asimétrica
y/o multimodal. De lo contrario, cuando el sesgo lae distribuciones es moderado los
resultados y conclusiones del Andeva no son afestdd manera importante. El método méas
usado para corregir la no normalidad es la transioron de los datos. De no solucionarse el
problema se debe recurrir a las pruebas no paraastr

7.8 ANALISIS DE VARIANZA DE DOS FACTORES

Hasta ahora el analisis de varianza (Andeva) sdileado para determinar o descubrir si dos
0 mas conjuntos de mediciones que han estado slaweil efecto de diferentes niveles de
accion de un unico factor presentan diferenciaadésticas significativas. En este tipo de
Andeva los datos de las muestras se arreglan gnieesen una matriz como la siguiente:
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Nivel de accioén del factor A
Observacion 1 2 3 a
1 X1 X12 X13 X1a
2 X21  X22 X23 X2a
3 X31 X32 X33 X3a
n Xn1  Xn2 Xn3 Xna
Donde:
Xj = valor de la variable medida para la repeticioy &l nivel j del factor prinipal
i=1,2,3,...,n repeticione
j=1,2,3,...,a niveles de accion tactor principal

El disefio anterior supone que otros factores difeseal factor controlado que pueden afectar
los datos estudiados se mantienen constantes. didssa evaluar el efecto del factor A bajo
otro nivel de accion de algun otro factor, es nagegepetir completamente el experimento
para un nuevo nivel de accion del segundo factiactor B. Si por ejemplo se escogen tres
niveles de accion del factor B, se tendrian tresioes de datos (Figura 7.5 A,B,C).

by b b3
n a1 as az n a1 as az n a1 ag az
1 X111 X121 X131 1 X112 X122 X132 1 X113 X123 X133
2 X211 X221 X231 2 X212 X222 X232 2 X213 X223 X233
3 X311 X321 X331 3 X312 X322 X332 3 X313 X323 X333
A B C
Figura 7.5

En este arreglo el términgj, representa el valor de la variable medida parapaticion i,

bajo el nivel j del factor A y el nivel k del fact®(k =1,2,3). En total se requeririan 27

ensayos para medir el efecto del factor A pasadoadiciones diferentes del factor B.

Si contrariamente lo que se quiere medir es ek@féel factor B bajo tres diferentes niveles
del factor A, se tendria que disefiar un experimairtalar al anterior donde el factor B
actuaria en tres niveles diferentes, manteniendstaote el factor A (Figura 7.6).

a a asz
n by b, b3 n by b, b3 n by b, b3
1 X11 X112 X113 1 X211 X122 X123 1 X131 X132 X133
2 X211 X212 X213 2 Xg21 X222 X223 2 X231 X232 X233
3 X311 X312 X313 3 X321 X322 X323 3 X331 X332 X333
A B C

Figura 7.6
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En total, se requeririan efectuar 54 ensayos, maauar el efecto de tres niveles de accion
del factor A y tres niveles de accion del factor Bsobre tres observaciones.

Afortunadamente, el Andeva permite evaluar simels@mente el efecto de dos o mas factores,
disminuyendo grandemente el nimero de medicionessayos. En el caso del ejemplo

anterior, solo se necesitardn nueve ensayos pectuaf la evaluacion conjunta de los dos
factores sobre la variable estudiada. Bajo es&fdigxperimental, solo se necesita medir el
valor de la variable dependiente cuando esta sdeatiefecto conjunto de los dos factores,

siguiendo como modelo el arreglo siguiente:

Factor A
Factor B =l a az

by X111 X2 X13
by Xo1  X22 %23
b3 X31 X32 X33

Donde:

Xjk = tiempo de desarrollo bajo el nivgl aeynivel

j=1,2,3.

k=1,2,3

A continuacion se usara un ejemplo para explicaratedimiento usado cuando se aplica un
Andeva de dos factores.

Ejemplo 7.8

Un investigador que estudia las caracteristicadedtde una especie de insecto que transmite
una enfermedad viral, desea evaluar el efectoique ta humedad relativa y la temperatura
sobre el tiempo de desarrollo de las larvas delctasvector. Con tal fin el investigador cria
larvas del insecto combinando tres humedadesvaayi cinco temperaturas. Los resultados

se muestran en la Tabla 7.25.

Tabla 7.25. Tiempo de desarrollo de las larvasrdmsecto alimentados bajo tres humedades
relativas y cinco temperaturas diferentes.

Tiempo de desarrollo (dias)

Temperaturas (°C) 70% HR 75% HR 80% HR
22 9,68 12,65 10,68
24 8,22 10,69 9,55
26 7,95 9,95 9,04
28 7,41 8,82 8,55
30 7,39 7,68 7,45

El proceso de resolucion de un Andeva de dos &s;tobasicamente consiste en sustraer en forma
independiente la varianza de cada factor de lanzaitotal, para lo cual es necesario consideear qu
los valores de la variable medidos bajo el efeltdos diferentes niveles de accion de un
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factor se toman como las repeticiones efectuadasume de los niveles de accion del otro

factor. Por ejemplo, los valores de la primera cola de datos (9,68; 8,22; 7,95; 7,41; 7,39)
gue son los valores del tiempo de desarrollo aocttiferentes temperaturas, también son las
cinco repeticiones para la humedad relativa de 70%.

Tiempo de desarrollo (dias)
75% HR 80% HR

Temperaturas (°C)
22
24
26
28
30

Igualmente, los valores de tiempo de desarrolla pes diferentes humedades relativas de la
primera fila de los datos (9,68; 12,65; 10,68) ls@irepeticiones para la temperatura de 22°C.

Tiempo de desarrollo (dias)
Temperaturas (°C) 70% HR 75% HR 80% HR

24
26
28
30

A continuacion se desarrollard paso a paso el girn@nto usado para efectuar el Andeva de dos
factores.

a) Hipdtesis de investigacion.

a.l) Primer factor: Humedad Relativa

Ho: El tiempo de desarrollo no es afectagor la humedad relativ.
H4 : La humedad relativa afecta el tiempe desarrollo

a.2) Segundo factor: Temperatura

Hq: El tiempo de desarrollo es indedepande de la temperatur
H1 : El tiempo de desarrollo depende dadanperaturs
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b) Hipdtesis estadisticas.

b.1) Primer factor: Humedad Relativa

Ho: 1= 2= 13 (No hay diferencias entre los tienggpromedios de desarroll
Hq: al menos una de las HR determina igmipo promedio de desarroljp;  diferer

Donde:
j =1,2,3 niveles o tratamientos del factb{Humedad Relative

b.2) Segundo factor: Temperatura

Ho: t1=Ho=HU3=..... = 1; (No hay diferencias en losripos promedios de desarroll
H1: al menos una de las T°C determina un tiempaonaaio de desarrollg; difererte.

c) Sumas de cuadrados

c.1) Calculos necesarios para el Andeva

2
k.
ki ki lex.. _
T°C | 70%HR75%HRB0%HR 2 Xij | X X§ || SV | | Xiias
j:l ]=1 A A
Ki
22 9,98 | 10,68 12,69 33,31 373,685369,852 11,10
24 822 | 955| 10,69 28,46 273,047 269,991 9,49
26 795 | 9,04 9,95| 26,94 243,927 241,921 8,98
28 741 | 855| 8,72 24,68 204,049 203,034 8,23
30 739 | 845| 8,68 24,52 201,357 200,410 8,17

Xij 40,95 | 46,27 50,69 137,91 1296,061285,21

X-j2 339,892431,492524,6821296,065

2
n
(Z Xi ] 335,381428,183513,8951277,458
i=1 It At St ’

X columnas | 8,19 | 9,25 | 10,14
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d)

c.2) Sumas de Cuadrados total (SCT)

2
(Zk: nj
.
kK Mov2 == 137,992
scT=Y 3 (%) = - 1206,005 379" 551,
j=li=1
c.3) Suma de cuadrados entre columnas (SCEC)
2 2
nj kN
|2 2 2% (137,99?
scec= Y A J _UREL J o 957745822000 o g 5
— n; N
j=1 J
c.4) Suma de cuadrados entre filas (SCEF)
2
k 2 k N
n z X” Z Z X” (137 9:02
sceF= Y M S VFEEL ) - 0g5 03\ 00T o g7
- k N 15
c.5) Suma de cuadrados del error o residual (SCE)
SCE= SCT-SCEC-SCEF 2872 9,514 1%27
c.6) Tabla de Andeva
Fuente de Suma de Grados de Cuadrados E
Variacion Cuadrados Libertad Medios 0
Humedad relativa 9,514 2 4,757 28,33
Temperatura 17,263 4 4,316 25,71
Dentro 1,343 8 0,168
Total 28,120 14
Zona de aceptacion para la hipotesis de igualddalsdearianzas

d.1) Primer factor: Humedad Relativa.

ZA:{F/ F< f[l_a : k_/l(/k_l)(n—l)}}:{lz /F < Togs ;%]}z{F | F <4.46
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d.2) Segundo factor: Temperatura.

ZA:{F/ F< f[l_a;n_}(/k—l)(n—l)}}:{lzl F< f[O_QS;%]}={F/F<3.81}

e) Decision.

e.l) Primer factor: Humedad relativa
Dado que el valor del estadistico de prue
Fo =28,33 es mucho mayor que el limite critic

Fo,95 ; 2/8)=4,5 se rechaza Ho y se acepta con

95% de confianza que al menos una de las |, _;o

determina que el promedio del tiempo de desarr: — T T 1L ¢ 1 5]

. . 5 6 7 8 9
correspon diente es diferente. Zona de aceptacion de Ho4 5 Zona de rechazo de Ho
» 28,33 =

e.2) Segundo factor: Temperaturas
Dado que el valor del estadistico de prue
Fo=25,71 es mayor que el Ilimite criticc

Fo,95 ; 4/8)=3,8 se rechaza Ho y se acepta con

95% de confianza que al menos una de |, _,os

temperaturas determina que el promedio del tienf—r— T 1T [ T T |

4
de desarrollo correspondiente es diferente. Zona de aceptacion de Ho | Zonde s o o

25,7 —>

f) Conclusién.

f.1) Primer factor: una o mas de las humedades relatietsrmina un tiempo de
desarrollo diferente.

f.2) Segundo factor: una o mas de las temperaturasndeteun tiempo de desarrollo
diferente.

El Andeva se completa mediante una prueba de cawipar multiple de medias a fin de

determinar las humedades relativas y temperatuugs pjoducen diferentes tiempos de
desarrollo.

7.9. ¢ UNO O DOS FACTORES?

Una mejor comprension de los fundamentos del amalie varianza de dos factores, se
obtiene al comparar sus resultados con los obtsrdo los dos analisis de varianza que seria
necesario efectuar para examinar el efecto defeattar individualmente.

A continuacion se muestran las tablas de resultpa@slos tres analisis de varianza:
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TABLA DE ANDEVA UN FACTOR: HUMEDAD RELATIVA

Fuente de Suma de Grados de Cuadrados
Variacion Cuadrados Libertad Medios o F
Humedad 9,514 2 4,757 3 O7ns
Error o Residual 18,607 12 1,551 '
Total 28,120 14

TABLA DE ANDEVA UN FACTOR: TEMPERATURA

Fuente de Suma de Grados de Cuadrados
Variacion Cuadrados Libertad Medios o F
Temperatura 17,263 4 4,316 3,98
Error o Residual 10,857 10 1,086
Total 28,120 14

TABLA ANDEVA DOS FACTORES: HUMEDAD RELATIVA'Y TEMPERATURA

Fuente de Suma de Grados de Cuadrados R
Variacion Cuadrados Libertad Medios

Humedad relativa 9,514 2 4,757 28,33
Temperatura 17,263 4 4,316 25,71
Dentro 1,343 8 0,168

Total 28,120 14

Al analizar con mayor cuidado la suma de cuadrdédas tres tablas se observa lo siguiente:

a) La suma de cuadrados total es igual en las trésstab

b) La suma de cuadrados debido tanto a la humedad/aetibmo a la temperatura medida
en los Andeva individuales, fue obtenida en fornmaultanea e independiente en el
Andeva de dos factores.

c) La suma de cuadrados debido a la humedad relatavdaytemperatura no es igual a la
suma de cuadrados total, por lo tanto hay ciemédad de variacidon que no es explicada
por estos dos factores, la cual necesariamente siebatribuida a otros factores no
identificados por lo que se denomina variacionduwsi De modo que la suma de
cuadrados residual en el Andeva de dos vias senebfior sustraerle a la suma de
cuadrados total la suma de cuadrados debido a®fadtores estudiados.

SCTota SCHumedad SCTemperatara SCRes
28,120~ 9,514 17,263 1,3

Conociendo la magnitud de variacion que es produpim los factores no identificados es
facil comprobar para el caso de los Andeva de atorfaque la variacion residual incluye la
variacion no identificada y la variacion debidsagundo factor bajo control.

221
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En el caso del Andeva para la Humedad relativeese:t

SC Residuat SCTemperatura 18,607 17,263
En el caso del Andeva para la temperatura relagvaene:
SC Residuat SCHumedad 10,857 9,514
Ahora debe quedar mas claro que el analisis danzaide dos factores se fundamenta en la
descomposicion de la varianza total en tres vasisuparciales: la varianza debido al primer

factor; la varianza debida al segundo factor ydaanza residual debido a los factores no
identificados o no controlados.

7.10. ANALISIS DE VARIANZA DE DOS FACTORES CON REPETICIONES

El andlisis de varianza se puede utilizar pardigarisi los efectos combinados de los factores
actuantes son independientes. Si los factoresrst@péndientes, sus efectos combinados sélo
se suman, pero si ellos interacttan, el efecto cwadb no es aditivo y la respuesta de la
variable medida aumenta o disminuye mas de lo ghda esperar con la simple suma de los
efectos individuales de cada factor. Veamos lomgles siguientes, tomados de la quimica,
para ilustrar el concepto de interaccion. Si ddacsones se mezclan y la temperatura que
resulta es un valor intermedio al presentado potdmperaturas de las soluciones antes de la
mezcla, se dice que el efecto de ambas sustarsiadi®vo. Sin embargo si se une &cido
sulfurico con una solucién acuosa, la mezcla rastdtalcanza una temperatura con un valor
muy por encima de la temperatura de las dos solasiantes de mezclarse. En este caso se
dice que el efecto de ambas soluciones sobre |pet@tura es sinérgico, vale decir que el
efecto es superior a la suma de los efectos ingmes. Contrariamente, en el caso de otras
mezclas (Ej. urea + cloruro de amonio) ocurre uisanichucion de la temperatura, mucho
mayor a lo esperado. En este caso se dice quélds®son antagdnicos.

En este punto es importante resaltar que la impoeade valorar el efecto de la interaccion
radica en que las conclusiones finales que se pualstener de un andlisis de varianza estan
condicionadas a que los factores sean independienigteractien. Veamos un ejemplo de
esta situacion. Se midié el tiempo en horas quaatan aliviarse el dolor articular en las
rodillas en pacientes que fueron sometidos a l@maaombinada de aspirina y una crema
analgésica. Los resultados se muestran en laZdtfa

Tabla 7.26. Efecto combinado de dos factores sarancion.

Tiempo de alivio (Horas)
Con aspiring(a; )  Sin aspiringa; ) Promedio
Con cremg(by) 1 6 3,5
Sin crema (by) 4 7 55
Promedio 2,5 6,5
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Los valores promedios indican que al aplicar lairaesp se reduce el tiempo en conseguir
alivio al dolor articular(2,5h< 6,5h y que el tiempo de alivio sigue siendo menor tatto

aplicar cremg 1lh< 6h), como al no aplicar crem@h<7h).

Supongamos que los tiempos de alivio en ausencaspieina son diferentes, y que resultan
contrarios a lo esperado, para lo cual se inter@o intencionalmente los valores de la
segunda fila de datos, como se muestra en la Vabla

Tabla 7.27. Efecto combinado de dos factores cmaocion.

Tiempo de alivio (Horas)
Con aspiring(a; )  Sin aspiringay ) Promedio

Con cremg(by) 1 6 3,5
Sin crema (b ) 7 4 55
Promedio 4,0 5,0

El andlisis de los resultados muestra que, laidantre los valores promedios del tiempo de
alivio en presencia o ausencia del analgésico seiena igual a los presentados en la Tabla
7.25 del primer grupo de datos, es decir que laiaapdisminuye el tiempo en conseguir
alivio (4h< 5h). Sin embargo el sentido de esta relacién se pemdes niveles particulares

de accién. En efecto, aun cuando el tiempo déoadigue siendo menor en presencia de la
aspirina y la cremdlh< 6h), el sentido de esta relacion cambia en ausercia drema, al

aumentar el tiempo de alivio que ahora es méybr> 4h).

Igualmente sucede cuando se analiza el segundw {factma analgésica). Para los dos grupos
de datos se observa que el tiempo promedio emrl@ivio es menor en presencia de la
crema que en su ausen¢ia,5h< 5,5h . Sin embargo el sentido de esta relacion se pemde

ausencia de la aspirina, al ser mayor el tiemp@ald® con la crema que en su ausencia
(6h> 4h).

La conclusion que se puede obtener de los dos gapoesultados que se acaban de analizar,
es la siguiente. Si la respuesta de una varialites &fectos de un factor en cada nivel de
accion del otro factor, es consistente en cuan&s aelaciones de magnitud, como es el caso
del primer grupo de datos, sOlo basta con analiasrvalores promedios para inferir
conclusiones acerca de las eventuales diferencie s distintos niveles de accién del
factor considerado, independientemente del otrmfactuante. Por ejemplo, en el caso de la
aspirina, los valores promedios indican que el pierpara conseguir alivio es menor cuando
se usa la aspirina, y esto es cierto tanto en algseamo en presencia de la crema analgésica.
En términos estadisticos se dice que los dos fton independientes y por tanto sus efectos
son aditivos.

Si la respuesta de una variables a los efectosndaator en cada nivel de accién del otro
factor no es consistente, como en el caso del segeonjunto de datos, no basta con analizar
los valores promedios para inferir conclusionescecde los efectos de los diferentes niveles
de accion del factor estudiado, sino que es ndoeseaminar los resultados para cada nivel
de accion del otro factor. Por ejemplo, en el cdasda aspirina en el segundo conjunto de
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datos, los valores promedios indican que el tiegoa conseguir alivio es menor cuando se
usa la aspirina. Sin embargo, esta es una verdatlas, porque solo es cierta cuando se usa
crema, pero no es cierta cuando no se usa la cist@significa que el efecto de la aspirina
sobre tiempo de alivio depende del nivel de acd@notro factor, es decir de la presencia o
ausencia de la crema. En términos estadisticoeseade los dos factores interaccionan y por
tanto sus efectos no son aditivos. Este conceptdeilustrase graficamente. En la Figura
7.7A se muestra como responde la variable estud{@@#la 7.26), a los cambios del factor
B, en los dos niveles de accion del factor A.

8 87
— a,
g 6 T aZ 6— 32
E_ 4 A 4 a
é 24 2 '
a, a;
0 T T O T T
b, Factor B b, b, Factor B b,
A B

Figura 7.7. Respuesta de una variable en un exgetansin interaccion (A) y con interaccion (B)

Se observa que las dos rectas se mantienen castlgaral cambiar el nivel de accién del
factor B, lo que indica ausencia de interacciomeeluis dos factores actuantes. Si se construye
un gréfico similar (Figura 7.7B) para los datos skgjundo grupos de datos (Tabla 7.27), se ve
como las rectas de respuesta dejan de ser pargledasentrecruzan, indicando que hay
interaccion entre los dos factores.

Cuando hay pocos niveles de accién y son pocofatiieres estos graficos son (tiles para

descubrir la existencia de interaccion, pero serpmetacion se complica cuando aumenta
tanto el nimero los factores como de niveles déacc

Una mejor forma de detectar el efecto de interacerire dos factores es mediante un analisis
de varianza con observaciones repetidas. En gstalé Andeva en lugar de medir el efecto

combinado de cada nivel de accion de cada factomeda variable dependiente una sola vez,

es necesario hacerlo en mas de una ocasion.

711 FUNDAMENTO DEL ANDEVA DE DOS FACTORES CON OBERVACIONES
REPETIDAS

A continuacion se usara un ejemplo para explicarffama sencilla el fundamento del
Andeva de dos factores con observaciones repeBlggingase que se quiere determinar el
efecto que tienen dos factores sobre una deteramivetable. EI primer factor se clasifica en
tres niveles de accidfa = 3), el segundo factor se clasifica en dos nivelesaden (b= 2),

y para cada combinacion de niveles de los dosrestee efectian tres mediciornes= 3).

Los resultados se muestran en la tabla siguiente:
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Factor A a1 as ag
Factor B by by by by by b,
4 9 2 8 5 10
Observaciones 7 8 3 7 6 8
5 8 2 5 4 7

El procedimiento del Andeva de dos factores cormagiones repetidas tiene como objetivo
cuantificar la varianza residual, las varianzasidiela cada factor y la varianza debido a la
interaccion. La razén de usar observaciones reggetid que con ellas es posible determinar la
variacion residual producida soélo por el error expental y no por otras fuentes extrafias de
variacion como puede ser la interaccion entre sofes actuantes. Para que resulte
instructivo, la cuantificacion de las diferentesiaazas se efectuara en varias etapas, la cuales
se desarrollaran a continuacion.

7.11.1 Varianza residual

Para calcular la variacion residual debida al eesgrerimental es necesario considerar cada
subgrupo de datos como muestras independientextuaf los mismos calculos requeridos en
el andlisis de varianza de un solo factor. Con psteer analisis, ademas de la varianza
residual se obtiene la variacion entre los subgufola varianza entre los subgrupos no es
significativa es porque ninguno de los dos factdiese efectos significativos sobre la
variable estudiada y no es necesario continuaetanalisis.

Factor A Factor B
Observaciones a a asz by by b3
1 4 2 5 9 8 10
2 7 3 6 8 7 8
3 5 2 4 8 5 7 Total
n
D% 16 7 15 25 20 25 108
i=1
n
Z X,2 90 17 77 209 138 213 744
i=
N 2
PIRS
Zk: i 85,33 16,33 75,000 208,33 133,33 208/30 72667
ji=1 N
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Suma de cuadrados total

2 2% 2
SCT:%Z%(%)Z— = 744%: 744 648 96

j=1i=1

Suma de cuadrados entre subgrupos

3 )} (6 3

6 (Z X”] Zlglxij (108)?

SCESG= ) ':1n N "N = 726,67, = 726,67 648 78
j=1 j

Suma de cuadrados dentro de subgrupos

SCDSG= SCF SCES& 9600 78367 1i

Tabla de ANDEVA
Fuente de variacion ~ Soma de Grados de Libertag ~ CUadrados Fo
cuadrados Medios
Entre subgrupos 78.67 ab- 1= 6. 1= E 1573
(Entre factores) ' ) —

Dentro de subgrupos = 14 ,

(Residual o Error) 17,33 ab(n-1)= 1z 1,44

Total 96,0 abn-1=18-1= 1,

Este primer Andeva finaliza al comprobar si la aara entre los subgrupos se diferencia
significativamente de la variacién residual medianha prueba de hipétesis para las dos
varianzas.

Al ser el valor Fy =82,38 mayor que el valor criticof(g g5; 5 12)=3,11 se acepta que la

variacion entre los subgrupos es significativamentyor que la variacion residual. Esto
indica que existe un componente de variacion adada otros factores distintos al error
experimental, que es necesario identificar.

7.11.2 Variacion afiadida

Parte de la variacion de los subgrupos es prodymda| efecto independiente o combinado
de los factores actuantes. Entonces, es necesdinoae en forma independiente la variacion
debido a cada factor y a la interaccion.
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La varianza (cuadrado medio) debido al factor Alstiene como el cociente entre la suma de
cuadrados debido al factor A y sus grados de AdeiEsto requiere considerar que para cada
nivel de accion del factor A, existen seis obsaorges individuales y no dos grupos de tres
mediciones o0 repeticiones. A continuacion se maekirtabla de datos y las cantidades
requeridas para calcular la varianza debida abfakt

Tabla de datos para el factor A

Factor A
Observacione§n; ) ay ap agz

1 4,0 2,0 5,0
2 7,0 3,0 6,0
3 5,0 2,0 4.0
4 9,0 8,0 10,0
5 8,0 7,0 8,0
6 8,0 5,0 7,0 Total

n

Z X 41,00 27,00 40,00 108,00

i=1
N 2

2 X

i i=1 280,17 121,50 266,67 668,33
=t Nj
Suma de cuadrados del factor A
2
6 Y (3 6
3 | 5% Z121 K (108)°
SCFA= Y MEL /AT "N = 668,33-— = 668,33 648

ji=1 i
Cuadrado medio del factor A

SCFA_ 20,33

CMFA= > =10,1z

7.11.2.2 Variacion afadida debido al factor B

20,

La varianza (cuadrado medio) debido al factor Blsiiene como el cociente entre la suma de
cuadrados debido al factor B y sus grados de dilefEsto requiere asumir que cada nivel de
accion del factor B esta conformado por nueve ghsames individuales y no tres grupos de tres
mediciones o repeticiones. A continuacion se maidsstabla de datos y las cantidades requeridas

para calcular la varianza debida al factor B.
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Factor B
Observacione¢n; ) by b
1 40 9,0
2 2,0 8,0
3 5,0 10,0
4 7,0 8,0
5 3,0 7,0
6 6,0 8,0
7 5,0 8,0
8 2,0 50
9 40 7,0 Total
n
D% 38,0 70,0 108
i=1
N 2
2 X
i i 560,0 544,4 704,89
ji=1 Nj
Suma de cuadrados del factor B
2
9 ¥ (2 9
o |59 glizi)qj (108)°
scrB= Y ~Et J AEE = 704,89 — = 704,89 648 56,

nj

Cuadrados medio del factor B

CMFB=

SCFB_ 56,89

=56,8¢

7.11.2.3 Variacion afladida debida a la interaccion.
Las sumas de cuadrados de los factores A y B ade de la suma de cuadrados entre los
subgrupos la cual fue calculada en el primer agatle varianza( SCESG= 78,67. Sin

embargo, este valor es un poco mayor que las doassde cuadrados juntas:

SCFA+ SCFB- 20,38 56,89 77,

La diferencia entre estas dos cantidad8€ESG- (SCFA+ SCFB)=78,67- 77,22 =1 es

una tercera suma de cuadrados que recibe el noohreuma de cuadrados de la
interaccion entre los factores Ay B.
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7.11.3 Particion de la suma de cuadrados total
En resumen se puede ver que la suma de cuadradfseto el caso de un Andeva de dos
factores con observaciones repetidas esta formadauptro sumas de cuadrados (Figura 7.9)

SC taotor 4 = 20.33

SC povior 8 = 9689 | 1 SC = 78,67

entre subgrupos

SCat = 96,00 < [~

interaccion™

145

5C, it =17.33

Figura 7.9. Particién de la suma total de cuadragosin ANDEVA de dos factores con
observaciones repetidas.

7.11.4 Tabla de resultados
A continuacién se muestra como se tabulan los tiekns.

Tabla de ANDEVA
Fuente de variacion Suma de Grados de Libertadcu"’wlr"’l.OIOS Fo
cuadrados Medios
Entre subgrupos 78,67 ab-1=6-1= ¢
a) Factor A 20,33 a-1=3-1=2 10,17 7,1*
b) Factor B 56,89 b-1=2-1=1 56,89 39,5*
c) Interaccion AxB 1,45 (a-Y(b-2=(23(2= 0,73 0,5
Dentro de subgrupos 1\= 17
(Residual o Error) 17,33 ab(n-1)= 12 144
Total 96,00 abn-1= 18-1= 11

7.11.5 Significacion de las varianzas o cuadrados medios

El Andeva de dos factores finaliza al comprobatosi tres componentes de la varianza
afadida (factor A, factor B e interaccion) se dif@ian significativamente de la varianza
residual, mediante una prueba de hipétesis doanzas.

7.11.5.1 Significacion de la varianza debida al Fear A

Dado que el valor del estadistico de prueBa=7,1 es mayor que el limite critico
F0,95 ; 2/12)=4,75 se rechazdlgy y se acepta con un 95% de confianza que al memos
de los niveles de accion del factor A tiene un prdim diferente o afecta significativamente
los valores de la muestra. En este caso se detieafeina comparaciéon multiple de medias,
tal como la prueba de Tukey, a fin de determinal owcuales medias son diferentes.

7.11.5.2 Significaciéon de la varianza debida al Etor B
Dado que el valor del estadistico de prudha=39,5 es menor que el limite critico

Fo0,95 ; 1/12)=4,75 se rechazddy y se acepta con un 95% de confianza que al memos
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de los niveles de accion del factor B tiene un mdim diferente o afecta significativamente

los valores de la muestra. En este caso como edlal@s niveles de accién, no es necesario
efectuar una comparacion multiple de medias, pugstoresulta obvio que las dos Unicas
medias son diferentes.

7.11.5.3 Significaciéon de la varianza debida a laaferaccion
Dado que el valor del estadistico de prudga=0,50 es menor que el limite critico

Fo95 ;2/12)= 3,88 se rechazaHp y se acepta con un 95% de confianza que no existe
interaccion entre los dos factores actuantes.

7.12 PROCEDIMIENTO GENERAL PARA EL ANDEVA DE DOS FACTORES CON
OBSERVACIONES REPETIDAS

A continuacion se resolverd un Andeva de dos fastaon repeticiones, mediante un
procedimiento similar al que se explicé anteriortagnon algunas ligeras modificaciones que
le dan mayor formalidad al proceso.

Ejemplo

Un investigador desea evaluar el efecto combinad@ld y el tiempo de exposicion sobre la
capacidad que tiene un método, que usa tolueno cwivente organico, para extraer la
enzimafB-D-galactosidasa contenida en células de leva@ona.tal fin disefio un experimento
en el cual midié la actividad enzimatica en treasianes, para tres diferentes valores de pH 'y
tres tiempos de extraccion. La actividad enzimatiea medida como la cantidad necesaria
para producir urumol x 10" de o-nitrofenol (ONP) a partir de un sustrato efjm®. Los
resultados se muestran en la Tabla 7.29.

Tabla 7.29. Actividad de |f8-D-galactosidasa para
diferentes valores de pH y tiempo de extraccion

pmol/ 10" de ONP
Tiempo pH 6,0 pH 8,0 pH 10,0

0,4587 2,5641 1,0137
5 horas 0,4937 2,7598 1,0911
0,3568 1,9945 0,7885
0,8578 4,7949 1,8957
10 horas 0,9232 5,1608 2,0403
0,6672 3,7297 1,4745

1,0091 5,6411 2,2302
20 horas 1,0861 06,0715 2,4004
0,7850 4,3879 1,7348
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El investigador desea determinar si la actividadadenzima es afectada tanto por el pH del
medio como por el tiempo de exposicion de losaextis de células de levadura al proceso de
extraccion.

Este es un problema tipico para usar un Andevasddagtores con repeticiones. Este ejemplo
permitira mostrar el procedimiento utilizado emdaolucion de este tipo de analisis.

Procedimiento
a) Hipdtesis de investigacion

H,: La acidez y el tiempo de extraccion afectan la actividad de la enzin
H,: La acidez y el tiempo de extraccidieetan la actividad de la enzin

b) Hipdtesis estadisticas
En éste caso, en lugar de plantear las hipétebi® das medias poblacionales, es mas
conveniente plantear las hipétesis sobre los efetdos factores, En éste caso, el efecto
del primer factor (pH) se identifica con la letraega a, el efecto del segundo factor

(tiempo) con la letra grieg#, y el efecto de la interaccidn entre los dos fast@pH x
tiempo) comoa .

b.1) Efecto del pH.

HO: 0'1:0'2:0'3:0
H,: al menos uno de lag; #

b.2) Efecto del tiempo.

Ho: f1=02=53=0

H;: al menos una de a8 #

b.3) Efecto de la Interaccion.

Ho:(af)=0 paratodo i,
Hi:(aB)#0 paratodoi,

c) Computos necesarios para calcular las sumas deadasdotal, entre subgrupos y residual

c.1) Organice los datos en una tabla de una Unica entradtilice las columnas para
ubicar los valores de la variable estudiada (ONBferudos para las diferentes
combinaciones de los niveles del factor 1 (pH) y lo® niveles del factor B
(tiempo). Obtenga las cantidades necesariasqadealar las sumas de cuadrados
total (SCT), entre subgrupos (SCESG) y dentro tgregpos o residual (SCDSG).
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nj by |aghy |aghy |agby |aphy |ashy |aibz |agbs |aghs
1 0,4587| 2,5641| 1,0137| 0,8578| 4,7949| 1,8957| 1,0091| 5,6411| 2,2302
0,4937| 2,7598| 1,0911| 0,9232| 5,1608| 2,0403| 1,0861| 6,0715| 2,4004
3 0,3568| 1,9945| 0,7885| 0,6672| 3,7297| 1,4745| 0,785 | 4,3879 1,7348| Total
n
2% 1,3092| 7,3184| 2,8933| 2,4482|13,6854 5,4105| 2,8802|16,1008 6,3654| 58,41
i=1
n
inz 0,5815|18,1691 2,8398| 2,0333(63,53564 9,9307| 2,8141|87,938813,7452 201,59
i=1
n 2
Zn: Elx' 0,5713|17,8530 2,7904| 1,9979(62,4301 9,7578| 2,7652|86,408713,5061 198,08
i=1 N

c.2) Suma de cuadrados total (SCT)

n 2
n in (58,41%
scT=Y x? -2k 2 =201,50-2 22720 = 201,59 126,36 75,
3 abn 27

c.3) Suma de cuadrados entre subgrupos (SCESG)

n 2 n

|25 |2 (58,41F

sCEsG S~/ _AEL J-198,08-22" =0 = 198,08 126,36 71,
3N abn 27

c.4) Suma de cuadrados residual o dentro de subgrugidSGS)

SCDSG= SCF SCES& 7523 71572

d) Computos necesarios para calcular las sumas deaciosddebido a los dos factares

d.1) Los datos se organizan en una tabla de doble ent@d los totales de cada grupo,

en la forma siguiente:

232
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3 2
Tiempo pH 6 pH 8 pH 10 2 X R
j=1 i1 ha
5horag 1,3092 7,3184 2,8933 11,521 14,748
10 horas 2,4482 13,685 5,4105 21,544 51,572
20 horag  2,8802 16,101 6,3654 25,346 71,380
3
Z X 6,638 37,104 14,669 58,411 137,700
=
3 2
3 z %
z N S 4,8953 152,97 23,909 181,77
= nb

d.2) Suma de cuadrados debido al pH 6 factor A (SCFA)

3 V2 (33 )
2 (in] 55" 58,41
SCrA= 3 A=t J _AEEL 181,77—%= 181,77 126,36 55

= nb nab

d.3) Suma de cuadrados debido al tiempo 6 factor B BJCF

i1 nhb nab

3 Y (33 2
|2 (28" 58,41
SCFB=y M= = 137,79%: 137,70 126,36 11

d.4) Suma de cuadrados debido a la interaccién (SCI)
SCI= SCESG SCFA SCEB 7172 55741 1E34

f.3) Tabla de Andeva:
Tabla de Andeva

Fuente de Suma de Grados de Cuadrados
Variacion Cuadrados Libertad Medios o F
Entre subgrupos 71,72 8 8,97 46,00

a) pH 55,41 2 27,71 142,10

b) Tiempo 11,34 2 5,67 29,08

c) Interaccién 4,97 4 1,24 6,36
Residual 3,51 18 0,195

Total 75,23 26

233
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e) Zona de aceptacion para la hipotesis de igualddasdearianzas

¢)

e.l) pH
ZA:{F/R fl1-0 (a-l)/ab(n-l)]}: {F/R fl0.95: 218 ]]} {F IF< 3’55}

e.2) Tiempo

ZA:{F/ F< Mo (b-l)/ab(n-l)]]}: {F/ F<T0,05, 2 18]% {F Jr< 3’55}

e.3) Interaccion

ZA:{ 7 F<fl1-; (a-2)(b-1) ab(n-l)]}z {F/ F<T([0,95; 4/ 18]]% {F JF< 2'93}
Decision:

f.1) pH: dado que el valor del estadistic
de pruebaFo=142,1C es mucho
mayor que el limite critico
Fo,95 ; 2/18)= 3,55 se rechaza Ho

y se acepta con un 95% cC| {4=095 o= 0,05

i 1 1 I 1 I I |} 1
conflgnza gue al menos enuno T T T [ L o T L}
los niveles de pH el promedio de Zona deaceptacién | Zona de rechazo

. L . 3.55 '
actividad enzimatica es diferente. de Ho de Ho Al

f.2) Tiempo: dado que el valor del estadistico de prueba 29,08 es mayor que el
limite critico Fg g5:2/18)=3,55 se rechaza Ho y se acepta con un 95% de

confianza que al menos en uno de los tiempos dacexbn el promedio de la
actividad enziméatica es diferente.

£.3) Interaccion: dado que el valor del estadistico elpa Fo =6,36 es mayor que el
limite critico Fg g5 :4/18)=2,93 se rechaza Ho y se acepta con un 95% de

confianza que existe interaccion entre los factqgils tiempo de extraccion.

Conclusion:

g.1) El factor pH afecta la conductividad del agua,

g.2) El factor tiempo de extraccion afecta la condudtd del agua.
g.3) Existe interaccion entre los dos factores

Al ser la interaccién significativa es necesarioarainar individualmente la respuesta

promedio de la variable estudiada, en este caactiddad enzimatica, para cada combinacion
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de los niveles de accién de ambos factores. Ensi#stacion resulta muy Util representar
graficamente las respuestas promedios (Figura 7.10)

20h

10h

Actividad enzimatica
S = N W A th &

sh 1on
ioh sh
Sh
6 8 10
pH
Figura 7.10

La Figura 7.10 muestra que aunque las rectas satelss, la actividad enzimatica promedio
aumenta considerablemente cuando el medio tien®, @dpecialmente para los dos mayores
tiempos de extraccion. Esto indica que en estd div@H la cantidad de enzima extraida esta
muy por encima del valor que se esperaria si leste$ de los dos factores fuesen aditivos.
Por el contrario, existe un efecto sinérgico elusgiempos de extraccion y el valor de pH 8.

Puesto que el efecto de los dos factores fue gigtiifo, resulta de interés efectuar una prueba
de comparacion multiple de medias, como la pruebalukey, para cada factor, con el
propoésito de descubrir cuales de los niveles d@mate los dos factores determinan una
actividad enzimatica promedio, significativameniferénte.

7.13 EJERCICIOS

1. ¢Por que en el analisis de varianza se puede somptaeba una hipétesis de igualdad
de medias de dos o mas grupos de datos si el ianddisestos datos se basa en una
comparacion de varianzas?

2. ¢Por que en el andlisis de varianza se aceptgpdéebis nula de igualdad de varianzas
cuando el valor de la razon varianzas entre grupaahza dentro de grupos es menor al
valor critico de F para un dado valoralg un determinado numero de grados de libertad
para el numerador y el denominador?

3. A fin de determinar el efecto de la concentraci@nitrogeno en el suelo sobre la
produccion de un cultivo, se sembraron 10 para@ada planta estudiada. Cada parcela
se fertiliz6 con una concentracién diferente de Después de 12 semanas, se tomaron
aleatoriamente, de cada parcela, 10 plantas y sarge Los datos se examinaron
mediante un analisis de varianza y se encontraif@nedcias significativas entre los
pesos promedios de las plantas de cada parcelaoitis
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a. ¢Por qué a través de un andlisis de varianza se gaterminar que existen
diferencias entre los pesos promedios de lasntistparcelas?

b. ¢Explique si la produccion promedio de cada pareglafectada por el tratamiento
con nitrégeno?

c. ¢Explique si la varianza del peso promedio entreghas es afectada por el
tratamiento con nitrégeno?

d. ¢Explique si la varianza del peso de las plantasralele cada parcela es afectada
por el tratamiento con nitrégeno?

Con el propodsito de determinar como afectan cuattalizadores la concentracion de un
componente en una reaccion quimica. Se preparadlomexclas de reaccion y se
formaron cuatro grupos de cinco. A las mezclasatka@rupo se le afiadié uno y solo
uno de los catalizadores y se determind la cormedtr resultante de la sustancia
investigada. Los datos obtenidos se analizaronaneglun Andeva. Se encontro que la
varianza entre grupos difiere significativamente lalevarianza dentro de grupos. En
funcion de la experiencia anterior se le pide ¢mugnte:

a. Formalice simbdlicamente en una tabla el disefi@xigérimento.

b. ¢Que factores determinan la varianza entre y deetgrupos?

c. ¢Como se interpreta el hecho de que exista difieresignificativa entre las dos
varianzas calculadas?

Para medir el efecto de una droga sobre la presidguinea en una raza de ratones de
laboratorio, se eligieron aleatoriamente 15 rata®sina misma camada y se formaron
tres grupos de 5 ratones. Cada grupo fue estim@adaina concentracion diferente de
la droga. Los resultados obtenidos se analizaratiant un Andeva. Se encontro que la
varianza entre grupos difiere significativamente lalevarianza dentro de grupos. En
funcion de la experiencia anterior se le pide Igsisnte:

a. Formalice simbdlicamente en una tabla el disefi@xigérimento.

b. Desde el punto de vista bioldgico a que se debardacion dentro de los grupos y
entre los grupos?

c. Desde el punto de vista biologico como se puedaprdtar que exista diferencia
significativa entre las dos varianzas calculadas.

Se quiere conocer si la concentracion inicial déedilizante afecta el tamafio de las plantas
de un determinado cultivo. Para tal fin se fedian cuatro parcelas de terreno con cuatro
distintas concentraciones del producto (C1, C2,G23, Después de seis semanas, se midio
la altura en cuatro plantas elegidas al azar deletrtada parcela encontrdndose los valores
siguientes:

a. ¢Hay efecto de la concentracion del fertilizanteesel tamarfio de las plantas?

C4 (49,9 | C1(55,8) | C3(55,4) | Ci(58,2)

C3(54,2) | C2(57,0) | C2(55,3) | C2 (54,5)
C1(58,4) | C4(52,9) | C1(57,2) | C3(54,9)
C4(51,7) | C3(50,1) | C4(50,0) | C2(56,3)

Entre paréntesis se indica la concentracion diitdete en mgl/l.
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7. Uninvestigador quiere probar como afectan laasligtas en grasas el peso del higado de patos
de cierta especie. Para tal efecto seleccionéocgaipos de individuos que se sometieron a
cuatro dietas que difieren en el contenido dedgiespués de cierto tiempo se determino el
peso del higado como un tanto por ciento (%) d& el cuerpo, obteniéndose los resultados

siguientes:
Dieta 1 Dieta 2 Dieta 3 Dieta 4
3,96 3,63 3,72 3,93
3,87 3,38 3,81 3,77
4,19 3,47 3,66 4,18
3,58 3,39 3,55 4,21
3,76 3,41 3,51 3,88
3,84 3,55 3,96
3,44 3,91

a. ¢Cudles son las hipoétesis bioldgicas a probar?

b. ¢Cudles son las hipétesis estadisticas a probar?

c. ¢Desde el punto de vista biolégico que mide laaean dentro de grupos?

d. ¢Desde el punto de vista bioldgico que mide laacayn entre grupos?

e. ¢Compruebe si las dietas tienen algun efecto sbimeso promedio?

8. El examen de la movilidad electroforética de lastginas del suero de diferentes
poblaciones de venados, produjo los resultadosesitgs:

Movilidad electroforética (x I®cnf/voltio segundos)

Poblacién Media Desviacion
A 2,8 0,07
B 2,5 0,05
C 2,9 0,05
D 2,5 0,05
E 2,8 0,07

Los datos estan basados en muestras de 12 individuponga que la movilidad
electroforética es una variable normalmente digitid. Haga el andlisis de varianza y
responda lo siguiente:

a. Desde el punto de vista bioldgico como se puedaprgtar que exista diferencia
significativa entre las dos varianzas calculadas.

Desde el punto de vista biolégico ¢ Cual es el nlojete éste analisis de varianza?

¢ A que se debe la variacion dentro de grupos?

¢ A que se debe la variacion entre grupos?

Determine si las varianza entre poblaciones sadtit@a significativamente de la
varianza dentro de las poblaciones.

cooo



Samuel Segnir Fundamestde Bioestadistica ap 7 238

10.

En una investigacion para determinar el efecto ¢oatw de la hormona estradiol y la
droga acetato de nortisterona sobre los nivelesnarcador de inflamacion como la
proteina C reactiva (PCR), en mujeres menopausianas a las cuales se les habia
extraido quirdrgicamente los ovarios. Se seleegmm seis pacientes, las cuales fueron
tratadas con 2 mg de estradiol y 1 mg de acetatoodstisterona diario por 12 meses.
Los niveles de PCR se midieron mediante un inmuseenenzimatico en muestras de
suero sanguineo alos 0, 3, 6, 9 y 12 meses dantixito. Los resultados se muestran en
la tabla siguiente:

Niveles de la proteina C reactiva (mg/dl)

0 meses 3 meses 6 meses 9 meses 12 meses
0,12 0,58 0,49 0,35 0,39
0,14 0,68 0,65 0,54 0,65
0,27 0,78 0,66 0,60 0,68
0,93 0,87 0,70 0,74 0,78
0,98 0,87 0,87 0,82 0,78
1,20 1,18 0,92 0,95 0,85

a. ¢Tiene el tratamiento algun efecto sobre los nsveeePCR?

Un agronomo intentando determinar el efecto defeentracion de un fertilizante sobre
la produccién de maiz planifico y efectud el expemto siguiente: i) escogié cinco
concentraciones diferentes del fertilizante, laales denominé A, B, C, D y E; ii)
seleccion6 5 lotes de terreno (I, I, Ill, IV y W3ada uno con la misma superficie y
ubicados uno al lado del otro. Cada lote lo divigidcinco parcelas del mismo tamafio y
en cada parcela sembr6 el mismo numero de plartasaiz de cierta variedad. A cada
una de las parcelas de cada uno de los lotesgr@aaieatoriamente una concentracion
de fertilizante y después de cierto tiempo mididptaduccion de maiz en Kg/Ha.
Verifique si las concentraciones de fertilizanenén efecto sobre la produccién de maiz.
En la tabla siguiente se presenta el esquema siefiaiexperimental. Los valores entre
paréntesis indican la produccion de maiz obtenéda pl tratamiento respectivo.

LOTES

| I Il IV Vv
D (6843) | A(5670) | E(6633)| C (6636) B (6367)
B(6685) | C(6557) | D (6534)| B (6263) A (5976)
A (6116) | E (6455) B (6141 D (6630) C (5662)
C(7040) | D (6825) | C(6719)] E (6705 D (7260)
E(6762) | B(6382) | A(5490)| A (5556) E (7010)
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11. Complete el siguiente cuadro de andlisis de laaa&.
Fuente de Suma de Grados de Cuadrados =
Variacion Cuadrados libertad Medios
Tratamientos 6 473
Error 37,8
Total 20

a. Sague conclusiones con respecto a los tratamientos.

239

12. En un estudio sobre las condiciones fisicoquimidalsagua de la parte alta del rio
Chama se seleccionaron varios puntos de muestiderantes alturas sobre el nivel de
mar. En cada estacion se midi6 la temperaturagled an 10 ocasiones entre los meses
de julio y noviembre de 1996. Los resultados ss@r@an en la tabla siguienggVaria
significativamente la temperatura promedio del agua la altura sobre el nivel de mar
(m.s.n.m)?. En la tabla siguiente se muestrandémes de temperatura (°C) del agua del
Rio Chama a diferentes alturas sobre el nivel @del(m.s.n.m)

Temperatura del agua (°C)

Altitud (m.s.n.m) 3500 3325 3125 3000 2700 2300 1900 1750
Mayo 66 68 75 90 10,1 125 16,2 17,0
Junio 77 88 93 96 10,2 12,2 146 17,8
Julio 8,6 10,1 10,3 10,6 10,6 155 185 20,5
Agosto 10,1 12,1 12,3 12,3 12,8 15,3 18,7 20,8
Septiembre 10,2116 114 11,7 12,5 14,8 16,2 18,3
Octubre 85 95 96 106 11,3 13,0 154 17,3
Noviembre 94 10,2 109 114 12,1 13,7 16,0 17,8
Septiermbre 8,2 92 199 10,0 10,7 12,8 14,4 16,7
Octubre 83 95 99 103 10,9 12,7 15,6 17,8
Diciembre 99 11,0 10,8 10,7 11,4 145 16,5 185

13.

El experimento siguiente fue disefiado para determei

valor relativo de cuatro

alimentaciones diferentes respecto a la ganangeesm de un grupo de cochinos. Veinte
cerdos con el mismo peso aproximadamente se rapargezar en cuatro lotes de cinco
individuos. A cada lote se le da una alimentacidtirda. Analice los datos y diga si las
dietas producen diferentes ganancias de peso. Bhl&asiguiente se da el peso en Kg de
cada uno de los cochinos después de cierto tiempo.

Peso (Kg)

Dieta A DietaB Dieta C Dieta D
133 163 210 195
144 148 233 184
135 152 220 199
149 146 226 187
143 157 229 193
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14. EIl experimento siguiente fue disefiado para detenimél efecto de la densidad de
siembra (n° de plantas /m?) sobre el rendimientardgz (kg/m2). Se sembraron veinte
parcelas con maiz y se formaron cuatro grupos i gparcelas cada uno. Cada grupo
tiene una densidad de siembra diferente. En la tailguiente se da el rendimiento en
Kg/m2 de cada una de las parcelas después de temoo.

RendimientoKg/m?2
Parcela N° 20 plantas/m30 plantas/m240 plantas/m250 plantas/m?

1 21,0 19,5 16,3 13,3
2 23,3 18,4 14,8 14,4
3 22,0 19,9 15,2 13,5
4 22,6 18,7 14,6 14,9
5 22,9 19,3 15,7 14,3

Se tiene interés en responder las interrogantagesigs:

a. ¢La densidad de siembra tienen alguin efecto sdbrendimiento promedio del
maiz? La probabilidad de rechazar la hipétesis noldebe ser mayor al 1%.

b. ¢Cuales son los rendimientos estadisticamentedtfs?

15. Se midio el ancho cefalico (mm) a individuos detuaspecies de insectos del mismo
género. Encontrandose los resultados siguientes.

Ancho cefalico (mm)
Especie 1 Especie 2 Especie 3 Especie 4

7,67 7,58 8,17 7,08
7,04 7,09 7,54 6,19
7,32 7,12 7,82 6,62
7,46 7,11 7,96
7,33 7,76

7,92

a. Determine si existe diferencia del ancho cefalictweelas especies.
b. En caso de existir diferencias, investigue cualaes especies difieren.

16. Se midi6é la concentracion de una sustancia contarténen muestras recolectadas en
tres zonas de un rio. Los resultados obtenidosugstnan en la tabla siguiente:

Zona Tamafio de muestra Media Desviacion
A 5 22,36 0,8961
B 5 21,16 0,6066
C 5 19,08 0,6648

a. Use los datos de la tabla anterior para efectuanalisis de varianza.
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17. En el transcurso de una investigacion se deterelgxirométricamente el pH del suelo a
diferentes profundidades en cinco dias consecutiZnoscada profundidad se hicieron
cinco mediciones de pH. Los resultados se presemtdantabla siguiente:

Valores de pH

Dia 05 cm 10 cm 15cm 20 cm
1 4.46 4.49 451 4.42
2 4.48 4.46 4.64 4.40
3 4.46 4.42 4.46 4.62
4 4.71 4.49 4.42 4.46
5 4.40 4.50 4.49 4.39

a. ¢Tiene la profundidad algun efecto sobre la comaeidin deH + ?

b. ¢Cudles son las fuentes de variacion que determpsa este caso, la varianza
dentro de los grupos?

c. ¢Existen otros factores distintos a los mencionpdod)d. en la parte b, para que la
varianza entre muestras sea mayor a la varianzeod#slas muestras?

d. ¢Determine silos dias tiene efecto sobre la caraz@an deH + ?

18. Se esta investigando el efecto de la concentraoiéial de una sustancia A sobre la
concentracion final del producto (C) en la reaccsiguiente: A + B C + D. La
concentracion final del producto C se determinOceatro ocasiones para diferentes
concentraciones iniciales de la sustancia reacotenA obteniéndose los resultados
siguientes:

Concentracion final de Gug/ml)
Observacion N° Sustancia A Sustancia A Sustancia A Sustancia A
Conc. inicial 1 Conc. inicial 2 Conc. inicial 3 Conc. inicial 4

1 28,2 26,0 26,1 21,9
2 26,2 24,1 25,2 29,9
3 27,4 27,8 25,7 20,0
4 25,8 25,9 249 21,7

Se tiene interés en responder las interrogantagesigs:

a. ¢Tiene la concentracion inicial de A algun efectbrs la concentracion final
promedio de la sustancia C?

b. ¢Cuales son las concentraciones cuyos efectosfeoentes?

19. El propietario de una drogueria sospecha que kes lde materia prima suministrados
por distintos proveedores difieren significativameean el contenido de calcio. Después
de recibir cuatro lotes de la materia prima addasia los proveedores dudosos decide
comprobar su hipétesis. Con tal fin, seleccion@talgamente cuatro muestras del lote
comprado a cada proveedor y determin6 el contedela@alcio para cada muestra.
Después de realizadas todas las determinacionegoolois resultados siguientes:
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Concentracion de calcio (mg/g)
Muestras Proveedor 1 Proveedor 2 Proveedor 3 Riovde
1 23,46 23,59 23,51 23,28
2 23,48 23,46 23,64 23,40
3 23,56 23,42 23,46 23,37
4 23,39 23,49 23,52 23,46
5 23,40 23,50 23,49 23,39
a. Determine si es fundada la sospecha del propiedarla drogueria

20. Se efectio un experimento para determinar la distathi de la vitamina C en el

21.

242

¢, Tendra algun efecto sobre los resultados el heéel@ber realizado los analisis en
diferentes dias?

concentrado de jugo de naranja reconstituidos fogg®n almacenados hasta por una
semana en un refrigerador. Se probaron tres tipoiciales de concentrados utilizando

tres lapsos diferentes (numero de dias que permanea el refrigerador). Los

resultados, expresado mg/l de acido ascorbicopifules siguientes:

C[0(53,6)] A[0(54,2)] A[3(42,8)]

A[7(40,4)] B[0(48,0)]
C[7(45,2)] BI[3(42,4)]
A[3(53,2)] A[3(49,2)]
C[0(51,8)] BI[7(49,2)]
B[7(44,0)] C[/(48,5)]

B[0(48,4)]
C[3(48,0)]
B[7(42,0)]
B[3(48,8)]
Al7(42,7)]

A[7(48,8)] C[0(52,0)]
CB(49,6)] CP(47,0)]
CP(52,5)] A[0(52,6)]
C[7(47,6)] B[7(43,2)]
A[0(46,5)] A[0(49,8)]
B[0(56,0)] C[3(48,2)]

A[3(49,4)]
B[3(44,0)]
C[7(43,4)]
B[0(49,6)]
B[3(44,0)]
Al7(47,6)]

En los datos de la tabla anterior la letra idecdifel tipo de concentrado, el primer
namero (resaltado en negritas) indica el total thes die refrigeracion y el segundo

namero (entre paréntesis) expresa la cantidad d#o dascérbico medido en el
concentrado. Organice los datos de modo que, arnilia un nivel de significacion

a =0,05, pueda someter a prueba las hipoétesis siguientes:

a.

b.

C.
d.

No existe diferencia en los contenidos de acidodrdsmo entre los tipos de

concentrado

No existe diferencia en el contenido de &cido dscdrdebido a los tiempos de

refrigeracion.
No existe interaccion entre los tipos de concenotsadl tiempo de refrigeracion.
Dada la situacion que encuentre que son signiieatios efectos de alguno de los

dos factores, determine mediante una prueba de aracipn mdultiple de medias,

cuales son los niveles de accidn del factor quifeeencian significativamente.

En un laboratorio de andlisis se desean compasaitécnicas para la determinacion de
Glucosa. Con este propésito, se obtiene sueredgécientes escogidos al azar entre los
paciente que asisten diariamente a consulta. Eb sieecada paciente se fracciona en 9
alicuotas iguales, las cuales se dividieron aleatmnte en tres grupos de tres. A cada
una de las tres alicuotas de suero de un mismam ggede midié la concentracion de
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glucosa usando sélo una de las tras técnicas. gEstedimiento se repitié para cada
paciente. Los veintisiete valores medidos se ptasen la tabla siguiente.

Pacientg Técnica| Glucosa| Pacientg Técnica| Glucosa| Pacientg Técnica| Glucosa
C 2 0,81 A 2 0,95 B 3 1,02
A 3 1,07 A 2 0,99 C 1 0,79
B 1 0,92 B 1 0,86 B 3 1,03
C 2 0,79 C 3 0,98 A 3 1,13
C 2 0,86 A 1 0,98 C 1 0,84
B 2 0,90 C 3 1,01 B 2 0,91
B 1 0,92 C 3 1,01 A 1 0,98
A 3 1,07 B 2 1,01 B 3 1,07
A 2 1,01 C 1 0,80 A 1 1,01

22.

23.

24.

Se desea responder las interrogantes siguientes:

a. ¢Hay diferencias entre las 3 técnicas analizadas?

b. ¢Es significativa la variacion entre pacientes?

c. ¢Existe interaccion entre las técnicas y los paesn

d. ¢Cudl o cuales técnicas tienen valores promedjogisativamente diferentes?

e. ¢Por que es irrelevante responder la pregunta: @uéliales de los pacientes
presentan promedios significativamente diferentes?

Un investigador quiere determinar si la eficienp@ra extraer benceno a partir de

compuestos organicos mediante un nuevo métodoeetadé por diferentes niveles de

temperatura y/o presion a los cuales se puedetspmkeproceso. Para probar esto,

decidio realizar 12 extracciones de benceno, act@mperaturas diferentes;(T,, T3

y T4) y a tres valores de presiom (I, y Ps). Cada ensayo lo realiz6 a un determinado
valor de temperatura y a un determinado valor dsifin. Los % de rendimiento después
de realizados los 12 ensayos fueron los siguientes

T.P, =88 T1P; =96 TP, =92 T.P; =97
T3P, =95 TaP; = 96 TP =85 TP, =94
T4P, =91 TP = 87 TP, =89 T3P; = 98

a. Organice los datos y determine si la temperatu@a g/ presion afectan el
rendimiento en el proceso de extraccion del benceno

b. Determine, de ser necesario, cuales valores deetamupa y/o de presion estan
afectando en forma diferente el rendimiento deteso.

Suponiendo que en el andlisis de varianza deliej@ranterior, se hubiese considerado
Unicamente el factor presion, construya la nuebkatae Andeva a partir de las sumas de
cuadrados y grados de libertad obtenidos en dighmoi&o.

En un estudio sobre el tiempo de cura del dolocateza por la accion de dos factores:
la aspirina y el café. Se eligieron al azar tresigrdes para cada una de las cuatro
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combinaciones posibles de los factores estudiadseslgs midid el tiempo en horas que

se produce el alivio del dolor de cabeza. Los ds¢asiuestran en la tabla siguiente:

Tratamiento

Tiempo (horas)

Aspirina + café

1,6 (individuo 1)

1,6 (individuo 2)

1,8 (individuo 3)

Aspirina — café

3,6 (individuo 4)

3,2 (individuo 5)

3,8 (individuo 6)

Café — aspirina

4,3 (individuo 7

4,1 (individuo 8)

3,6 (individuo 9)

Sin café y sin aspirina 4,3 (individuo 13,1 (individuo 11)

4,9 (individuo 12)

a. Hay interaccién entre el café y la spirina

25. Se quiere probar la eficacia de un somnifero estualdi posibles diferencias de la misma

26.

por el sexo de los sujetos. Se eligen al azar dgsog de insomnes varones y otros dos
de mujeres y tanto para los hombres como para lgsr@s se suministra a un grupo el

somnifero y a otro un placebo y se mide, en minwgbsempo que tardan en dormirse.

Los resultados son:

Hombre Mujer
Placebo| Somniferol Placeo Somnifero
30 35 50 42
50 32 35 30
45 30 46 15
47 25 25 18
38 30 32 23

Responda lo siguiente:

a. ¢El somnifero es realmente efectivo?.

b. ¢Afecta el somnifero de forma diferente a las pers@egun su sexo?
c. ¢Hay interaccion entre los dos factores?

En dos cultivos de algas, desarrollados en dosma@s diferentes de dos medios
gaseosos: uno rico en nitrogeno y el otro ricoidmgeno, se determind el contenido de
nitrégeno por mg de tejido utilizando el método Miro-Kjeldhal. Los resultados
fueron los siguientes:

Contenido de nitrdgeno (mg de Bmg de tejido)

40 ml 60 ml
COs + Ny COs + H, CO; + Ny COs + Hy
0,613 0,317 0,514 0,216
0,668 0,069 0,586 0,104
0,581 0,069 0,310 0,214
0,624 0,259 0,888 0,104
0,460 0,627 1,210 0,104
0,501 0,380 1,199 0,104

a. Establezca las hipotesis estadisticas probar.
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b. Establezca las hipétesis cientificas a probar.
c. Determine si el volumen y el tipo de medio intediact
d. Identifique las fuentes de variacibn mas importangge originan la variacion

residual.
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e. ldentifique las fuentes que originan la variacérre los factores estudiados.
f. Determine para cada factor, cuales son los vajm@sedios diferentes.

27. Un farmacéutico a cargo de tres farmacias, esebggzar dos dias de un mes, y
contabiliza el total de ventas por dia para cadarsal. Los datos los presenta en una

tabla como la siguiente.

Ingresos Bs x 1dia

Sucursal Mes 1 Mes 2 Mes 3
1 2,5 2,8 2,7
3,4 3,4 3,2
5 2,9 2,8 2,4
5,0 5,7 5,2
3 1,8 1,9 1,8
3,8 4,0 3,9

Responda lo siguiente:

a. ¢Hay diferencia significativa entre las ventasadeslucursales?
b. ¢Hay diferencia significativa entre los dias?

Adulto de Ephemeroptera (Insecta)



