3

ASOCIACION ENTRE DOS VARIABLES

8.1 INTRODUCCION

En el campo de la investigacion biologica surge frecuentemente la necesidad de establecer si
dos o mdas variables estdn relacionadas o asociadas. La mayoria de las veces esta
correspondencia no es un hecho evidente y se hace necesario examinar el comportamiento
conjunto de los valores de las variables involucradas para establecer si existe algin tipo de
asociacion entre ellas. Por ejemplo, es posible que en algunos estudios se tenga interés en
saber si existe relacion entre la altura de una planta y la concentracion de algliin nutriente en el
suelo; la talla y el peso de los individuos de cierta especie; la frecuencia cardiaca y la
concentracion de una droga en la sangre; la densidad de una poblacion y el tiempo de vida de
sus miembros, etc. Son varias las técnicas estadisticas que pueden usarse para establecer la
naturaleza, intensidad y tipo de asociacion entre variables como las de los ejemplos
mencionados anteriormente. Sin embargo son el Andlisis de Correlacion y el Andlisis de
Regresion los dos los métodos estadisticos de asociacion de variables mas utilizados en la
biologia. En éste capitulo, se estudiardn ambos métodos.

8.2 NATURALEZA DE LA ASOCIACION ENTRE VARIABLES

Aunque son numerosas las razones por las cuales dos variables bioldgicas se relacionan, Sokal
y Rolf (1980) senalan algunas formas bésicas de asociacion frecuentemente encontradas en los
estudios bioldgicos.

1.- La variable X es la causa tnica de la variacion de otra variable Y.

X —Y

Esta situacion no es frecuente, sin embargo algunos ejemplos son los siguientes: a) Edad de un
pez (X) y numero de anillos de crecimiento en las escamas (Y); b) Concentracion de una
sustancia (X) en una solucion y el color desarrollado por la solucion (Y), y C) Concentracion
de solidos disueltos (X) y conductividad del agua (Y)

2.- Las variables X e Y estan relacionadas porque dependen de un factor comin (F1)

X

F
1<:+
Y
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Estos casos son también poco frecuentes. Se puede poner como ejemplo la relacion que puede
existir entre el peso (X) y la talla (Y) de un organismo, cuya asociacion suele depender de la
edad (F))

3.- La variable X es una de las varias causas de Y

Este modelo es mas frecuente que los anteriores. Por ejemplo, para muchos organismos la
frecuencia cardiaca (Y) ademdas de depender del peso (Y) depende de otros factores como la
edad (F;) y la temperatura (F5)

4.- La relacion entre la variables X e Y depende de varias causas comunes 0 no.

F3

F, X

F2

F, Y
Posiblemente, estas situaciones complejas sean las mas comunes en la naturaleza. Como
ejemplo se puede tomar el caso de los estudios morfométricos en insectos, donde el tamafo
de dos estructuras, como la cabeza (X) y la longitud del fémur de una pata (Y) depende de

varios factores comunes como la edad (F;), el peso o la talla (F,) y de factores especificos
como su funcion (F3), la posicion (Fy), etc.

5.- La variable X afecta directamente a la variable Y, estando ambas afectadas por una
variable comun.

b'}j N"lj K|
I

Esta caso representa una situacion de mayor complejidad. Por ejemplo, en muchos animales al
aumentar el tiempo de desarrollo (X) incrementa el peso (Y), sin embargo un tercer factor
como el incremento en el nimero de cria (F,) disminuye el peso (Y) y aumenta el tiempo de
desarrollo (X). De modo que la variable comun tiende a contrarrestar la accion directa entre
las variables X e Y.

8.3 FORMAS DE EVALUAR UNA ASOCIACION

Evaluaciéon grafica: Una manera rapida de determinar la eventual asociacion entre dos
variables es representar en un eje cartesiano los valores de las dos variables estudiadas y
marcar con un punto la interseccion de sus coordenadas. Esto produce una dispersion de los
pares de valores en el plano. La tendencia que siga todo el grupo de puntos puede indicar si
existe asociacion entre las variables y la naturaleza de ésta asociacion. La asociacion serd
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positiva si al aumentar los valores de una variable aumentan los de la otra (Figura 8.3.1A y B);
o serd negativa si al aumentar una variable la otra disminuye (Figura 8.3.1C). Si no hay
asociacion no se manifiesta ninguna tendencia (Figura 8.3.1D).

A : B B C : D
r o L] o -
L] L ]
E 1 . -.. 1 . 7 '... 1 e "4 .
S L * ™ .. - '0. ) L] -
= LI . * e . PR .. LA
E ; .« % . ¢ sas » 1 ea,*e* .
- . . s o % vt 0 e
': .' l:.. . ¢ _* . -
[} f 4 [} ] * .
* .. . T T T T T T T
Variable X Variable X Variable X Variable X

Figura 8.3.1. Asociacion entre dos variables. A) positiva; B) positiva perfecta; C) negativa;
D) sin asociacion.

Evaluacion Estadistica: La evaluacion estadistica de una asociacion entre dos variables
permite dos cosas: i) decidir objetivamente si existe asociacion entre dos variables, ii)
determinar la naturaleza, intensidad y forma de la asociacion. El Anélisis de Correlacion y el
Analisis de Regresion son los dos los métodos estadisticos mas utilizados en la biologia para
lograr los dos propdsitos antes senalados.

8.4 ANALISIS DE CORRELACION

El andlisis de correlacion sirve para demostrar si dos variables aleatorias estan asociadas y
cuantificar la intensidad de dicha asociacion. Este método supone que la asociacion entre las
variables X e Y produce una distribucion bivariada. Veamos como se origina este tipo de
distribuciones.

Supongase que a 10 personas se les midio la altura y que la distribucion de valores es la que se
muestra en la Tabla 8.4.1.

Tabla 8.4.1: Frecuencia de tallas en un grupo de 10 personas

Talla (m) Frecuencia Frecuencia relativa
1,68 1 0,1
1,69 2 0,2
1,70 4 0,4
1,71 2 0,2
1,72 1 0,1

La distribucion de tallas de la Tabla 8.4.1 se puede representar mediante un histograma como
el de la Figura 8.4.1



Samuel Segnini Fundamentos de Bioestadistica Capitulo 8 212

Frecuencia relativa
F
[} ]
=

1,68 1,69 1,70 1,71 1,72
Altura (m)

Figura 8.4.1: Histograma para la distribucion de tallas

La distribucion de frecuencia relativas de la Figura 8.4.1 representa la distribucion de
probabilidades de la variable talla. Como es obvio se trata de la distribucion probabilistica de
una sola variable. Supongase nuevamente que para cada una de las personas también se
registré el peso en kilogramos (Tabla 8.4.2).

Tabla 8.4.2: Frecuencia de talla y peso en un grupo de 10 personas

Talla (m) Peso Frecuencia absoluta  Frecuencia relativa
1,68 65 1 0,1
1,69 66 2 0,2
1,70 67 4 0,4
1,71 68 2 0,2
1,72 69 1 0,1

La distribucion de probabilidades de las tallas y pesos estaria formada por 25 valores, tal y
como se muestra en la Tabla 8.4.3.

Tabla 8.4.3: Distribucion de probabilidades para la talla y el peso de 5 personas

Talla (x)

1,68 1,69 1,70 1,71 1,72 fr(y)

65 0.1 0.0 0.0 0.0 0.0 0,1

66 0.0 0.2 0.0 0.0 0.0 0,2

Peso (y) 67 0.0 0.0 0.4 0.0 0.0 0,4
68 0.0 0.0 0.0 0.2 0.0 0,2

69 0.0 0.0 0.0 0.0 0.1 0,1

fr(x) 0,1 0,2 0,4 0,2 0,1 1,0

En la tabla anterior se puede obtener facilmente la probabilidad de que un determinado par de
valores de talla y peso ocurran conjuntamente. Por ejemplo la probabilidad de que ocurran
simultaneamente los eventos Talla = 1.69 y Peso = 66 es 0, 2. Una representacion mas formal
es la siguiente: P(x = 1.69; y = 66) = 0,2. Otros valores de probabilidad son:
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P(x=1,70;y=66)=0,0; P(x=1,71;y=68=0,2); P(x=1,72;y=68)=0,0

La distribucion conjunta o bivariada del histograma de frecuencias relativas de la talla y el
peso de la Tabla 8.4.3 se muestra en la Figura 8.4.2.

0.4 0
s i
S 0.3- Peso g
o 687 E
= -1 1 || Vs
£02{ 67-< AT - .
= 66 T,

0.1 465 4 ;7

.—.‘ --------------------------------- ' -.l -------- -

= Fi = I: l- 2 I: ri = r i
1,68 1,69 1,70" 1,71 1,72 1,73
Talla
Figura 8.4.2.

El histograma anterior se construyd con los 16 valores de la Tabla 8.3. En este caso debido al
bajo numero de observaciones a cada valor de X o de Y le corresponde un solo dato. Sin
embargo si se incrementa el numero de datos se produce un aumento en el niimero de
observaciones para cada valor de X o de Y. Como ejemplo en la Tabla 8.4, se muestra la talla
y el peso de 111 personas donde se observa que a cada valor de X le corresponden varios
valores de Y e igualmente a cada valor de Y le corresponden varios valores de X.

Tabla 8.4.4: Frecuencia de la talla y el peso de 111 personas

Talla
1,68 1,69 1,70 1,71 1,72 1,73
65 0 1 2 1 0 0

66 2 3 4 3 2 0
67 3 5 7 5 3 2
Peso 68 4 6 8 6 4 2
69 2 4 9 4 2 0
70 0 3 7 3 0 0
71 0 1 2 1 0 0

El histograma que se origina de los datos de frecuencia de la tabla anterior se muestra en la
Figura 8.4.3.
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Frecuencia relativa

1.67 1.68 169 170 171 172 1.73
Talla (m)

Figura 8.4.3
Al seguir incrementando el nimero de valores para las dos variables la forma del histograma

se suaviza cada vez mas, hasta que finalmente cuando el nimero de pares de observaciones
sea infinito el histograma de frecuencias tendrd una forma acampanada (Figura 8.4.4).

Peso (kg)

Probabilidad

Talla (m)
Figura 8.4.4.

Esta distribucion bivariada se caracteriza porque para cada valor de x (talla) existe una
subpoblacion de valores de y (peso) que se distribuyen normalmente (Figura 8.4.5).

Peso (Kg)

Prohabilidad

|7
Talla (m)

Figura 8.4.5.

Igualmente para cada valor de y (peso) existe una subpoblacién de valores de x (talla)
distribuidos normalmente (Figura 8.4.6).
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Peso (Kg)

Probabhilidad

Talla (m)
Figura 8.4.6.

Matematicamente la distribucion normal bivariada es descrita por la funcion de probabilidades

siguiente:
el e |
e 2U-pw) Ox Gx Oy Oy
2716 <0 1 — p 3

Dicha funcidn esta caracterizada por los parametros siguientes:

f(x,y)=

Ly = media de la variable aleatoria X. Uy = media de la variable aleatoria Y.
o x = desviacion de la variable aleatoria X. oy = desviacion de la variable aleatoria Y.
Pxy = coeficiente de correlacion para las dos variables. Oy =covarianza dex ey

Conociendo los parametros y usando la funcion anterior, es posible calcular la probabilidad de
ocurrencia de un dado par de valores (x,y).

Coeficiente de Correlacion

El parametro p, se denomina coeficiente de correlacion y puede considerarse como una
medida del grado de relacion entre X e Y. El valor del coeficiente de correlacion es igual a:

donde:

Oy, = covarianza dex e y.

o ¢ =desviacion de la variable aleatoria X.
o, =desviacion de la variable aleatoria Y.

El coeficiente p., tiene las caracteristicas siguientes:
1. Suvalorvariaentre -1y +1 (-1 < p, <+1).

2. Cuando dos variables no estan correlacionadas el coeficiente p,, =0
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Si las variables X e Y estan correlacionadas el coeficiente p ., # 0.
Si 0< p, <+1 sedice que las variables X e Y esta correlacionadas positivamente.

Si -1< p, <0 sedice que las variables X e Y estan correlacionadas negativamente.

A

Si po, =+ 1, se dice que existe una correlacion positiva perfecta entre X e Y. Todos

los puntos del diagrama de dispersion estan ubicados sobre una linea con pendiente
positiva.
7. Si py=-1, se dice que existe una correlacion negativa perfecta entre X e Y. Todos

los puntos del diagrama de dispersion estan ubicados sobre una linea con pendiente
negativa.

Estimacion de p,, .

El pardmetro p., es estimado por el estadistico,

_ Sw

8.8,

denominado coeficiente de correlacion muestral. S,y es el estimador de la covarianza entre
X e Y. Igualmente S, y Sy son respectivamente los estimadores de las desviaciones de las
variables X e Y.

La expresion r=S,,/ScS, puede simplificarse si la covarianza y desviaciones se

r

consideran en términos de las sumas de cuadrados. Asi se tiene que si:

Sxy:Sny; S, = /SCx : S, = ﬁ
n—1 n—1 n—1
SPy,

entonces: » = Sy = n—1 = SPy =——7 Py - SPy

xS, \/SCX \/scy L |sesc, n=l rgese {JSCLSC,

n—1\'n-1 (n_1)2 n—1I
En resumen:
_ SPy
\JSC.SC,

donde:

n n

n 2 . 2
n in. Vi n ( x’) . (Zyi)
Sny=inyi_u; SCx:leZ_L; SCy=Zyl~2— i=1
i=1 n Pyt n

i=] n

De modo que para calcular r s6lo es necesario conocer los valores de SP,,; SC, y SC,.
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Ejemplo 8.4.1: Se desea conocer el valor del coeficiente de correlacion entre la
Conductividad y la Dureza del agua, si los valores obtenidos para las dos variables en
mediciones efectuadas en 8 rios fueron las siguientes:

Conductividad Dureza (mg/L

(mp) CaCOy)
30 12.5
40 20.6
60 29.5
90 50.1
50 25.5
100 30.6
150 61.2
20 10.7

En primer lugar es necesario obtener los valores siguientes:

Sxi=540; S x7=49600; 3 yi=240.7; S y2=9407.41; 3 xiyi=21207.0
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Luego se calculan los valores de las respectivas sumas de cuadrados: SP,,; SC, y SC,

g 2Xi2.): (540)(240.7)
SPy =Y xiyi—E—EL—=2]1207 - ~——2=4959.75
i=1 n
n 2
" (ZI’C) (540)°
SCa = Y x7 =S5 = 49600 -2 2= = 13150
i=1 n

2
’ (ijj (240.7)°
SCy =3 yf =t = 940741 -2 = 2165.3481
i=1 n

Finalmente se obtiene el valor de r.

o SPy  _ 4959.75 _ 4959745 _, o
JSC.SC,  \[(13150)(2165.3481) 5336.134

Dado que el valor de r = 0.93 es cercano a +1, se supone que entre la conductividad y la
dureza del agua existe una correlacion alta.
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Ejemplo 8.4.2: En los mismos ocho rios del ejemplo anterior se quiere saber si la inclinacion
del cauce y la velocidad de la corriente estan correlacionadas. Los datos obtenidos para las dos

variables fueron los siguientes:

Pendiente  Velocidad

(%) (m/seg)
5,0 0,55
13,5 0,65
16,0 0,59
3,5 0,60
7,0 0,30
11,0 0,40
3,0 0,40
15,0 0,69
Datos necesarios:
Sxi=74.0; Sx7=8795, Syi=418;  Sy2=2319;

i=1 i=1 i=1 i=1

Calculo de las sumas de cuadrados:

ix,-Zyi

n “ . 74)(4.18
SPy, :iny,-—uzﬂ.]]w—w:z&
i=1 n 8
., 2
: (Zj (74)°
SCy=>x} —~——2L—=879.5-—~—+—=195
i=1 n 8
n 2
. (&) (4.18)°
SC, =)y} ——~——+—=2319—~—"—=0.1352
i=1 n 8
Calculo del valor de r:
SPy, 2.45 245

V= = = =
JSC.SC,  \J(195)(0.1352)  5.135

S xiyi =41.1150

i=1

0.48

Este valor parece indicar que la pendiente del cauce y la velocidad de la corriente estan
correlacionados positivamente, aunque con menos fuerza que las dos variables del ejemplo

anterior cuyo » = (.93.
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Prueba de significacion para r.

Se ha comprobado empiricamente que cuando el tamafio de la muestra de pares de valores es
muy grande (n > 100), son independientes las dos variables estudiadas si el valor del
coeficiente de correlacion se encuentra en el intervalo —3 < r < +3. Por el contrario, valores
fuera de este rango indican asociacion. Sin embargo, para tamafios de muestras menores a 100
es necesario disponer de algun criterio estadistico que determine si el valor del coeficiente de
correlacion muestral se desvia significativamente de cero.

Puesto que r es un estadistico y por lo tanto una variable cuyo valor cambia para diferentes
muestras, se puede recurrir a una prueba de hipdtesis, para determinar si la desviacion de r del
valor cero confirma la asociacidon entre las variables y no es debida a la aleatoriedad del
muestreo. A fin de desarrollar la prueba de hipotesis es necesario que se conozcan las
propiedades de la distribucion probabilistica de la variable 7.

En este sentido se sabe que cuando no existe correlacion entre las dos variables estudiadas, es
decir que p = 0, el estadistico r sigue una distribucion de ¢ con n-2 grados de libertad (Figura

8.4.7), alrededor del valor cero y con una desviacion iguala S, =+/—r2 / Nn-2

k ./I\I I/I\I
-1 0 +1 -1 I +1 -1 0 +1

p=D p=0 p=0

Figura 8.4.7: Distribucion de r para diferentes para diferentes valores de p.

Conociendo la distribucion de probabilidades de r y su desviacion es facil someter a prueba la
hipotesis nula de no existencia de correlacion entre X e Y. El procedimiento es similar a los
usados en el capitulo 6 y su manejo lo demostraremos con los datos del ejemplo 8.4.1. donde
se encontro que el coeficiente de correlacion muestral entre la conductividad y la dureza fue
igualar =0.93

Prueba de hipotesis para p =0

a. Formular las hipotesis
Ho:p=10
Hi:p#0

b. Especificar un valor de probabilidad critico o nivel de significacion. Ante la ausencia de

una especificacion particular, se puede escoger como nivel de significacion un valor de o
=0.05

c. Elegir el estadistico de la muestra y su distribucidon para someter a prueba las hipotesis.
Bajo el supuesto que p = 0 la variable r se distribuye como t y el estadistico de prueba es:
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r-p  r—p rvn-2
S, Ni-r2 I-r2

NP

d. Establecer la zona de aceptacion o rechazo para Ho. Como H; : p # 0 se trata de una
prueba de dos colas. La zona de aceptacion de H es la siguiente:

=

ZA={T /=t(1-af2n-2)<T <+l(1-a/2n-2)}

e. Calcular el valor del estadistico de prueba y los valores criticos de la zona de aceptacion.

r—-p r—=p _ryn=2 _ 0.93y8-2 6,198
S NI-r2 Ni-r2 J1-(093)2
n-2

=

ZA == {T/—t(0_975,-6) <T<+Z‘(0_975;6)} I{T/—2.45<T<+2.45}

f. Tomar la decision. Como ¢ = 6.198 > ¢ .975. 5) = 2.44 €l valor del estadistico de prueba se
encuentra fuera de la zona de aceptacion de Ho. Por lo tanto se concluye que los datos
proporcionan suficiente evidencia para rechazar Ho y que las variables conductividad y
dureza del agua estan correlacionadas.

Ejemplo 8.4.3: Comprobar si el valor de » = (.48 calculado en el ejemplo 8.4.2 se diferencia
significativamente del valor cero.

g. Formular las hipdtesis
Ho: p=10
Hi:p#0

h. Especificar un valor de probabilidad critico o nivel de significacion. Ante la ausencia de
una especificacion particular, se puede escoger como nivel de significacion o = 0.05

i.  Elegir el estadistico de la muestra y su distribucién para someter a prueba las hipotesis.
Bajo el supuesto que p = 0 la variable r se distribuye como t y el estadistico de prueba es:

r—p r—p _rJn=2
S, NI-r2 I-r2
n—2

=

j. Establecer la zona de aceptacion o rechazo para Ho. Al ser H;: p # 0, se trata de una
prueba de dos colas. La zona de aceptacion de Hy es la siguiente:
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ZA=A{T /=t (1-aj2mn-2) <T <+t(1-a/2n-2)}

k. Calcular el valor del estadistico de prueba y los valores criticos de la zona de aceptacion.

r—p r—p _rvn—=2 _ 0.48vy8-2 34
S NI-r2 Ni-r2  J1-(0.48)>
n—2

=

ZA={T/—t((),975;6) <T<+l(o.975;6)}={T/—2.45<T<+2.45}

l.  Tomar la decision. Como -t o75. 6) = — 2.45 < t = 1.34 < t 975: ) = 2.44 el valor del
estadistico de prueba se encuentra dentro de la zona de aceptacion de Ho. Por lo tanto los
datos no proporcionan suficiente evidencia para rechazar Ho y se concluye que las
variables pendiente y velocidad del agua no estan correlacionadas.

Este tultimo ejemplo demuestra que es necesario tener cuidado de no tomar ninguna decision
acerca del coeficiente de correlacion mientras no se pruebe si es significativamente diferente
de cero. El valor de » = (.48 parece suficientemente grande y alejado de cero y se podria estar
tentado a aceptar que existe correlacion débil, entre las dos variables. Sin embargo, cuando
hay muy pocos datos (n < 20), si p es muy bajo, el coeficiente de correlacion muestral 7 es
muy variable, de modo que la prueba de hipotesis es muy exigente o prudente para indicar la
existencia de correlacion.

Prueba de hipétesis para p # 0

El procedimiento de prueba de hipdtesis descrito anteriormente solo es valido bajo la
suposicion de no existencia de correlacion entre las variables, es decir que p = 0. Si se quiere
probar que r es igual a cualquier otro valor po, la distribucion muestral de r no obedece la
distribucion de ¢ y presenta un sesgo que hace la distribucion asimétrica (Figura 8.4.7). Sin
embargo, es posible usar la denominada transformacién Z o de Fisher, la cual convierte la
distribucion asimétrica de » en una distribucion aproximadamente normal. La transformacion
se hace de la manera siguiente:

Zr:iln]+r
2 I-r

Esta nueva variable Z; se caracteriza porque el promedio o valor esperado es igual a:

E(Zr) :éll’lj—}_p
-p

posible efectuar la prueba de hipotesis para p.

y su desviacion es igual a oz, = 1/ vn—3 . Conociendo estos valores es

Con el proposito de evitar el uso de los logaritmos naturales se han construido tablas donde
conociendo el valor de r o p se encuentran directamente los valores de Z, o de Z,
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Ejemplo 8.4.4. Un investigador sospecha que el coeficiente de correlacion entre dos variables
es p = 0.6. Para verificar esta hipdtesis se tomaron 50 pares de observaciones y se calcul6 el
coeficiente de correlacion muestral cuyo valor fue » = 0.70. (El valor de r serd diferente al
predicho por el investigador?

1. Hipotesis: Ho: p=10.5
Hi: p#0.5

2. Nivel de significacion: o = 0.05

_Zr_Zp

3. Estadistico de prueba: Z S
Z,

4. Zona de aceptacion: ZAAZ /= z(1a)2) < Z <+Z(1-a)2)}

5. Calculos:
z, =Ly 1, 1007 e673
2 1—r 271207
7, =106 _ ) 693
277120

Sz, =1/\n=3=1/50-3=0.146

Z,-Z, 0.8673-0.6932
Sz 0.146

r

zZ 1.19

ZA .‘{Z/—Z(0_975) <Z<+Z(0_975)} Z{Z/—].96<Z<+1.96}

6. Decision: Como el valor de Z = 1.19 se encuentra dentro de los limites criticos de
la zona de aceptacion no existe suficiente evidencia para rechazar Hy que lo que
apoya la hipotesis del investigador.

La transformacion de Fisher se emplea preferentemente cuando el tamafio de la muestra es
superior a 25. Para muestras de tamafio 10 < n < 25 se puede emplear el método de Hotteling,
cuyo estadistico de prueba es:
z * é’*
Z*=
1

n—1
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3z, +r . 3zp,+p
=z, —
4n y s r 4n

donde: z* =z, —

Prueba de hipétesis para la diferencia de dos coeficientes de correlacion (p1 # p2)

También es posible someter a prueba la diferencia entre dos coeficientes de correlacion
usando el estadistico de prueba:

(Zrz _Zrz)_(sz _sz)

7 =
\/ 1 1
+
n>—3 n;—3

el cual sigue la distribucion normal.

Ejemplo 8.4.5. Se ha determinado que durante la época de sequia los valores del coeficiente
de correlacion (p) entre la alcalinidad y la dureza en los rios andinos de paramo es igual 0.90
y en los rios andinos de zonas bajas es igual a 0.96. Con el proposito de verificar si en la época
de lluvia se mantiene la diferencia entre los coeficientes de correlacion para los rios de ambas
zonas, se midieron las dos variables en 30 rios de cada zona, encontrandose en los rios de
paramo un valor r; = 0.76 y en los rios de zonas bajas un valor r, = 0.84. ;Cual es la
conclusion?.

2. Hipotesis: Ho: p2 —p;1 = 0.6
Hi: p2—p1#0.6

7. Nivel de significacion: o = 0.05

(Zrz _ZrI)_(sz _Zp1)
\/ 1 1
+
n2—3 n1—3

9. Zona de aceptacion: como se trata de una prueba de dos colas, la zona de
aceptacion sera:

8. Estadistico de prueba: Z =

ZA : {Z/—Z(J_a/g) <Z <+Z(]_a/2)}
10. Célculos:

7, =L 090 ) 47 Zp =210 _ 1 946
2" 120,90 2" 12096
g L 076 o g L, 14084,

n =1
2 1-076 2 1-0.84
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S, (Zr:=Z0)~(Zp:=Zp,) _(1.22-0.996)—(1.946-1.47) —-0.252

\/ 1 1 \/ 1 1 0272
+ —_—t—
n,—3 n;—3 30-3 30-3

ZA .‘{Z/—Z(0_975) <Z<+Z(0_975)} ={Z/—].96<Z<+1.96}

=-0.926

11. Decision: Como el valor de Z = - 0.93 se encuentra dentro de los limites criticos de
la zona de aceptacion no existe suficiente evidencia para rechazar Hy, y se concluye
que la diferencia entre los indices de correlacion de las variables dureza y
alcalinidad se mantiene en ambos grupos de rios.

8.5 ANALISIS DE REGRESION

El propdsito del analisis de regresion es el de establecer una relacion funcional entre dos
variables X e Y. Cuando existe esta relacion una de las variables cambia en funcion de la otra
que permanece constante. La que cambia se denomina variable dependiente y se identifica con
la letra Y, mientras que a la otra se le denomina variable independiente y se identifica con la
letra X. Esta ultima puede ser una variable aleatoria o no, pero debe ser medida con exactitud
o controlada por el investigador. El valor que adquiere la variable dependiente Y en una
situacion determinada serd funcion del valor de la variable dependiente X. Esta relacion
funcional se representa en forma genérica mediante la expresion Y = f(x). La misma puede
tener diversas formas especificas (Figura 8.5.1).

Y Y
y=x2 y=nx
X X
Y
1
Y%
——
X X

Figura 8.5.1. Diferentes formas de relacion entre x e y

Sin embargo la funcidén mas sencilla es la que representa una recta (Figura 8.5.2) en la cual las
variables X e Y estdn relacionadas linealmente mediante la ecuacion f(x) = a + bx,
caracterizada por dos cantidades constantes: b = valor de la pendiente de la recta y a = valor
donde la recta intercepta el eje Y.
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¥

b |

=

Figura 8.5.2

8.5.1: Buscando la mejor ecuacion de una recta.

Cuando se trabaja con datos provenientes de experimentos o de observaciones de campo y se
quiere conocer la funcién que relaciona linealmente una variable independiente con la variable

dependiente, se pueden usar diferentes procedimientos.

Ejemplo 8.5.1. Supongamos que en un experimento se obtuvieron los datos siguientes:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

X
Y 2.0 2.5 2.9 3.6 3.95 4.4 5.1 5.6 5.9 6.0

El conjunto de pares de valores, representando por los puntos de la Figura 8.5.3, se encuentran
alineados, por lo que usando una regla se pueden trazar “al 0jo” una linea que une todos los
puntos. Del propio grafico se obtiene que el intercepto a es igual a 2 y la pendiente b es igual a
0.5, de modo que la ecuacion de la linearectaes y =2 + 0.5x.

Figura 8.5.3

Los datos del ejemplo anterior permiten que el trazado de la recta sea muy féacil puesto que
todos los puntos se encuentran sobre la misma linea. Sin embargo la mayoria de las veces,
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especialmente cuando se estudian fendmenos aleatorios, aunque dos variables estén
relacionadas linealmente, los puntos que cuantifican la interseccion entre las dos variables no
se disponen exactamente sobre una linea recta.

Ejemplo 8.5.2. Supdngase que un experimento produjo el conjunto de datos siguientes:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

X
Y 0.5 1.4 1.1 2.1 3.4 3.6 4.7 5.2 5.6 7.4

La dispersion de los puntos no permite delinear una recta que pase por todos ellos (Figura
8.5.4). Sin embargo se puede trazar “al 0jo” una recta a través de la nube de puntos
procurando ubicarla lo mas cerca posible de cada punto. Una vez dibujada la linea se obtienen
los valores del intercepto y la pendiente de la recta. En este caso, el trazado de la linea es muy
subjetivo e inexacto. Por ejemplo, diferentes personas, aun usando el mismo criterio pueden
perfilar lineas rectas diferentes y consecuentemente distintas ecuaciones, tal y como se
muestra en la Figura 8.5.4. Por otra parte, cuando la nube de puntos es muy grande, no es
posible trazar una recta a simple vista.

Y 87
a

7 = b
. C

6-
5-
4 -

a) y=023+0.79%

3 -

2 - b) y =0.76x

1.2 )y =0.62 +0.64 x
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X
Figura 8.5.4.

Método de los minimos cuadrados.

Debido a los problemas que se generan con el trazado de rectas “al 0jo” es necesario disponer
de métodos mas objetivos de ajuste. Dentro de este contexto, se entiende por “ajuste” la
disminucion del error total, es decir la disminucion del valor que resulta de la suma de las
desviaciones de todas las observaciones a la recta. El método de los minimos cuadrados tiene
como objetivo encontrar los valores de a y b que hacen que la recta y = a + bx se encuentre
desviada cierta distancia de cada punto de tal forma que el resultado de la suma de los
cuadrados de esas desviaciones sea el menor valor que se pueda obtener. En otras palabras,
una vez establecida la ecuacion de la recta por el método de los minimos cuadrados, no existe
otra recta que produzca un valor menor para la suma de cuadrados de las desviaciones.
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Calculo de a y b por el método de los minimos cuadrados
Si para un dado un conjunto de pares de valores (x;, yi) se considera que y = @ + bx es una

recta cualquiera trazada a través del conjunto de puntos (Figura 8.5.5), se puede representar la
desviacion de cada punto a la recta de la forma siguiente:

di=yi=y

Puesto que y = a + bx, la expresion anterior puede cambiarse a la forma:

dl’ =y,~—a—bx,-

Figura 8.5.5

El valor d; serd pequefio cuando el punto y; est¢ muy cerca de la recta y serd mayor en la
medida que la recta se aleje de dicho punto. De tal manera que la mejor recta que se puede
trazar a través del conjunto de puntos, seria aquella que logre disminuir al minimo cada valor
d;. Sin embargo en la practica, debido a lo disperso de los puntos, cualquier intento de
acercamiento de la recta a un determinado punto, produce simultdneamente un alejamiento de
la recta de otros puntos. Por lo tanto la mejor recta sera aquella cuyo trazado se haga de tal
manera que la suma de todas las diferencias d; = y; — y, sea la menor que se pueda encontrar,

es decir que

id,- = i(yl- —y )= valor minimo
i=1

i=1

Sin embargo como la suma algebraica de diferencias respecto a un valor promedio siempre es

n
igual a cero y la recta es un valor promedio, se tiene que Y (y;—y) = 0; por tal razon es
i=1
preferible trabajar con el cuadrado de las desviaciones y se dice que la mejor recta sera
aquella cuyo trazado se haga de tal manera que la suma del cuadrado de todas las diferencias

d; =y:—y,sealamenor que se pueda encontrar, es decir que:
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>di=

i=1

(vi-y)2 =valor minimo ,

T

o lo que es lo mismo:

n
dY(yi—a—bx;)? = valor minimo
=1

El problema se reduce ahora a encontrar los valores de los términos a y b que hacen cumplir la
igualdad anterior. Para esto se recurre al calculo diferencial, por el cual se sabe que una

funcién f(x) = y, presenta un valor minimo para aquellos valores de x que hacen la primera
derivada igual a cero (dy/dx = 0).
Como la funcion:

Y d? =Y (vi-a-bx;)’
i=1 i=1

depende de a y b, su valor minimo se puede encontrar encontrando las derivadas parciales con
respecto a estos términos:

D = $(yi-a-bxi)? =0
oa -

0 &
2) — i—a—bx,- 2=
)ab;(y )

La diferenciacion anterior produce el resultado siguiente:

9 i(yi'a'bxi)z Z—Zi(yi-a-bxi)
i=1

0a iz

1)

2) if(yi Ca-bx;i)2 =23 (vi-a-bx; )xi
8b,~:1 i=1

Al igualar las derivadas parciales a cero y reacomodar los términos, se obtienen las
denominadas ecuaciones normales:

1) I’Zd-i-biXi:iYi

i=1 i=1

2) aiXmein :iXiYi

i=1 i=1 i=1

Se puede demostrar que los valores de @ y b que resuelven el anterior sistema de ecuaciones
son los siguientes:
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Obtenidos los valores a y b, se sustituyen en y = a + bx quedando asi establecida la ecuacion
de la linea recta que mejor se ajusta al conjunto de puntos.

Ejemplo 8.5.3. Establecer la ecuacion de la recta que relaciona las variables X-Y del ejemplo

8.5.2.

Datos necesarios:

2x=45.0
>x2=1285.0

2xy =217.5

X=45

n= 10

Sumas de cuadrados:
n Xl. n Yl
o l; Z} B 1575

SPy, =2 XYi- =217.5-——=60.0
i=1 n 10
(XX ,

SCy=> X7 =L = 285-—(45) =825
i=1 n 10
C(xn)? ,

SCy=ZYl-2-—i=1 =167.6——(35) =45.10
i=1 n 10

Célculode ay b.

p=SLw _ 00 _ 757
SC, 825

La ecuacion de la recta resultante es

Xy =35.0
2y*=167.6
2xXy = 1575.0
Y =35

a=Y-bX =3.5-0.727(4.5)=0.229

y=0.229+0.727x (Figura 8.5.6). Compare esta

ecuacion con las obtenidas por el ajuste “al 0jo” del ejemplo 8.5.2.
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10

Figura 8.5.6

8.5.2. Modelos de regresion lineal.

Como se ha visto el método de los minimos cuadrados sirve para encontrar la ecuacion de la
recta que relaciona n pares de valores de las variables X e Y. Ahora bien, desde el punto de
vista estadistico se puede considerar que esta recta es una de las muchas rectas que se pueden
generar si se repite numerosas veces el proceso de obtener un valor de Y para cada valor de X.
Esta situacion la ejemplifican los resultados que se muestran en la Tabla 8.5.1. Donde se
observa que para un mismo valor de la variable peso, que es la variable independiente porque
estd controlada por el investigador, se midieron cinco valores distintos de la variable
dependiente: concentracion de glucosa.

Tabla 8.5.1:  Concentracion de glucosa en el suero sanguineo para cinco grupos de
hombre adultos con diferente peso.

Glucosa (mg/l)

Peso (kg) Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4 Grupo 5
50 &3 78 85 74 81
55 82 81 80 85 77
60 95 86 95 85 92
65 89 90 89 79 95
70 104 97 99 105 101
75 101 102 101 99 110
80 115 109 105 101 112
85 116 114 115 111 108
90 128 115 120 110 115
95 135 120 125 131 131

Presumiendo que entre estas dos variables existe una relacion de causa-efecto, se calcul6 para
cada grupo de personas, usando el método de los minimos cuadrados, las ecuaciones de las
rectas que relacionan las dos variables estudiadas. Las formulas obtenidas fueron las
siguientes:

Grupo 1: v =19.558 + 1.1758 x;

Grupo 2: v2=27.315+0.9915 x;

Grupo 3: v3;=31.976 + 0.9576 x3

Grupo 4: Ve =20.842 + 1.0642 x4

Grupo 5: ys =26.976 + 1.0376 x5
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Cada una de estas ecuaciones representa una recta muestral que estiman una misma recta
poblacional, que es aquella que se espera establezca la mejor relacion entre las variables X-Y.
Por supuesto que la recta poblacional es ideal puesto que para poder encontrarla seria
necesario obtener los infinitos valores de la variable Y que se pueden generar para cada valor
de la variable X. Si las condiciones del experimento o de observacion se mantuvieron mas o
menos constantes, el recorrido de las cinco rectas anteriores debe ser muy parecido al de la
recta poblacional imaginaria (Figura 8.5.7). En esta figura hemos supuesto, con un sentido
pedagdgico, que la recta poblacional sigue el trazado de la linea cortada. Dada la similitud de
las ecuaciones de las rectas no es problema escoger cualquiera de ellas y usarla para estimar la
verdadera recta. Esto nos deja ver que el andlisis de regresion es un método de inferencia
estadistica.

1407

recta muestral .

1307 recta poblacional
1201
1107

1007

Glucosa (mg/l)

907

807

707

60 T T T T T '
40 50 60 70 80 90 100
Peso (Kg)
Figura 8.5.7

Como se sabe todo proceso de inferencia requiere de algunos supuestos sobre las
caracteristicas de la poblacion, en éste caso de la poblacion de valores de la variable Y. Estos
supuestos se encuentran establecidos en los denominados Modelos de Regresion cuyas
premisas fundamentales son las siguientes:

Modelo 1

1. La variable independiente X es fija, sus valores son controlados por el investigador. Esto
no significa que la variable X no sea aleatoria, sino que el investigador cambia a voluntad
los valores de X y mantiene las condiciones experimentales de tal forma que los cambios
en cada nivel de X sean minimos. Por el contrario la variable Y no es controlada y cambia
aleatoriamente para cada valor de X.

2. Para cada valor x; los valores y; estan distribuidos normalmente, independientemente y
con la misma varianza o 5 Ix alrededor del valor promedio x,/x,. La Figura 8.5.8 ilustra

esta situacion.
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p (¥/%)

Figura 8.5.8

3. Los valores promedios de Y estan todos sobre la linea x,/x =+ fx, la cual se denomina
recta paramétrica de regresion, donde: /., = promedio de la subpoblacion de valores y
para un dado x;; o = intercepto de la recta con el eje Y; y B = pendiente de la recta.

Con el fin de ilustrar el proceso de estimacion de la recta paramétrica bajo los postulados del
modelo de regresion, supongase que para cada uno de los tres valores de X de la Figura 8.5.8
se midi6 un valor de Y que fueron identificados como y;, y; € y; respectivamente. A través de
estos puntos se dibujo una recta y=a+ ,éx usando el método de los minimos cuadrados
(Figura 8.5.9). Esta recta es una estimacion de la recta paramétrica u,/x = a+ fx El término
yestima al valor g,/,, y los términos & y ,éson los estadisticos que estiman a los dos
parametros 'y f.

Y M
p@/K) h-ﬁ&*’.xda)
Y (Bect® &
¥
...................... B
..... x |
......................... e i ap,
}JE --------------------- v-‘\] l-‘!‘-ll
g
Xy X, < i
Figura 8.5.9

Larecta y=a+ ,Bx no es necesariamente la recta mas proxima a la recta u,/, =a+ fxsino
la mejor que se pudo construir con los puntos obtenidos. Cada muestra distinta de pares de
valores X-Y producira una recta diferente. De modo que cualquier recta y =a + ,Bx siempre
serd una aproximacion a la recta paramétrica t,/x =a+ fx.

Modelo 11
El Modelo II de regresion se caracteriza porque hay dos variables dependientes. Para cada

valor de X se origina una subpoblacion de valores de Y; y para cada valor de Y se origina una
subpoblacion de valores de X. La distribucion de las dos variables se denomina bivariada.



Samuel Segnini Fundamentos de Bioestadistica Capitulo 8 233

Como cualquiera de las dos variables se puede usar como variable independiente, es posible
obtener dos ecuaciones de regresion: la regresion de Y sobre X 6 la regresion de X sobre Y.

A

1. Regresiéonde Y sobre X: p=a+ fx.

A

2. Regresion de X sobre Y: x=ax+ f+y

La eleccion de cual de las dos regresiones usar depende de cual variable se quiere usar como
predictora. Por ejemplo, supdngase que a cien aves de una especie se le midi6 la longitud del
tarso y el tamafio del cuerpo. Si se quiere predecir el tamafio de un ave a partir de la longitud
del tarso, esta ltima variable se considera como independiente. En caso contrario, si se quiere
usar el tamafio del cuerpo para predecir la longitud del tarso, la variable independiente sera el
tamafio del cuerpo.

Tambien se puede aplicar el modelo tipo I usando estos dos datos. Por ejemplo se fijan
previamente seis valores de la longitud del tarso, supongamos que son los siguientes 5.0; 5.5,
6.0; 6.5; 7.0; y 7.5 cm. Luego se escogen aleatoriamente entre todos los datos de tamafio del
cuerpo uno para cada una de las longitudes de tarso seleccionadas y con los seis pares de
valores se puede efectuar el andlisis de regresion.

Ambos tipos de modelo tienen ventajas y desventajas. Por ejemplo con el modelo Tipo I es
posible elegir previamente el intervalo de valores de X dentro del cual el investigador esta
interesado en efectuar predicciones o inferencias. Por el contrario, en el modelo tipo II el
intervalo de valores no es controlado y lo determina el azar. Esto puede ser inconveniente si
dentro del intervalo obtenido no estan representados valores importantes para el investigador.
El modelo tipo II, es ventajoso en situaciones donde se dificulta obtener o controlar los
valores de la variable independiente. Esto sucede frecuentemente cuando el tamafo de la
muestra obtenida es pequefio. Pongamos nuevamente el caso de las aves. Si en un muestreo de
su poblacion sélo se capturan ocho individuos, es dificil aplicar el modelo I de regresion. En
este caso resulta complicado usar el procedimiento explicado anteriormente de fijar unos
valores de tamano de tarso y luego seleccionar aleatoriamente entre las muchas repeticiones
un valor de tamano de cuerpo. Ante la dificulta de fijar los valores de la wvariable
independiente, es mucho mas sencillo recurrir al modelo II de regresion y usar los ocho
valores de longitud de tarso como variable independiente y sus respectivos tamafios de cuerpo
como variable dependiente.

8.5.3. Estimacién de a y B.

Como el proposito del analisis de regresion es construir a partir de la muestra de pares de
valores X-Y, una recta muestral y=a+ fx que estima la verdadera recta paramétrica
Hyx =0+ Px, se puede usar el método de los minimos cuadrados para calcular los

A

estimadores ¢ y .

Ejemplo 8.5.4. Con el proposito de predecir el contenido de calcio a partir de la edad de la
mujer, se quiere establecer la ecuacion que relaciona la edad y la concentracion de calcio en
los huesos de mujeres adultas. Con tal fin se determind el contenido de calcio promedio en
muestras Oseas provenientes de mujeres de seis edades diferentes, encontrandose los
resultados siguientes:
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Edad (afios) 45.0 50.0 55.0 60.0 65.0 70.0
Calcio (mg/g) | 420.1 | 3802 | 2803 | 2499 | 2102 | 1987

Suponga que el contenido de calcio se distribuye en forma normal.

Datos necesarios:

Sx = 345.0 3y =1739.4
2x2=20275.0 2y?=545719.88
2xy = 95897.0 2xXy = 600093.0
X=575 Y =289.9
n==6
Sumas de cuadrados:
. iXiiYi
SP,, = > X.Yi- Tt B Y 95897.0—W= -4118.5
i=1 n
. (3X:)? 5
SCo=Sx7 -t = 20275. B _ 4375
i=1 n
n (i“Yl)Z 2
SC, =3y = 545719.88- 177D _ 4146780
i=1 n
Calculode ¢ y .
ﬁAZ SPy _ -4118.5 _ 04137
SC, 437.5

La ecuacion de la recta resultante es p = 831.1886 - 9.4137x (Figura 8.5.10).

450 -
400 4
350 1
300 1
250 1
200
150 1
100

Calcio (mg/g)

234

G=Y-pX=289.9-9.4137(57.5) = 831.1886

40

45 50

55 60
Anos

Figura 8.5.10

75
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8.5.4. Evaluacion de la regresion.
Prueba de hipétesis para f.

Una vez obtenida la recta de regresion y =a + Bx es necesario, comprobar estadisticamente si
se justifica su aplicacion. El grado de regresion lineal entre dos variables X-Y, es una
condicién que varia desde una situacion donde existe una relacion lineal perfecta positiva
(Figura 8.5.11a) hasta la situacion donde hay relacion perfecta negativa (Figura 8.5.11d).
Entre estos extremos existe un continuo de probables estados intermedios (Figura 8.5.11bd)
que incluye situaciones con una relacion muy débil o en las que no hay relacién alguna
(Figura 8.5.11e).

140 4 140 4
120 4
100 4
80 -
60 1
4[' -
20 1

0

y = 21,33 + 0,8667x
wi{ , r?= 0,8385
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40 1 y = 142,33-1,1061x 40 -
20 1 r’-09742 20
] r — T T T T T T T d 1] T T T T — T T T T 1
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120 e ¥=60
100 NEJS
80 4
60 1
40 -
20 1
0
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Figura 8.5.11

Un buen indicador del grado de regresion lineal es la pendiente (f) de la recta, que también se
denomina coeficiente de regresion. El valor de fno so6lo cuantifica el grado de regresion sino
la direccion de la relacion. Si > 0 la variable Y aumenta al incrementar X (Figura 8.5.11a,b);
si < 0 la variable Y disminuye al incrementar X (Figura 8.5.11cd); y si = 0 la variable Y
no cambia al incrementar X (Figura 8.5.11e).
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En consecuencia, si fes diferente a cero, entonces la variable Y depende de la variable X y se
justifica el uso de la ecuacion de regresion lineal. Sin embargo, como se trabaja con muestras
de n pares de valores (x;; yi) no se conoce el verdadero valor de £ sino su valor aproximado,
representado por el estimador £, que como hemos visto antes, es una variable cuyo valor
fluctia aleatoriamente alrededor de B Afortunadamente se conoce la distribucion de
probabilidades de /7, lo que posibilita el hacer inferencias estadisticas acerca de £, como seria
la de someter a prueba la hipotesis que presume un S # 0.

En efecto, S se distribuye normalmente:

B:N(upio})

donde: Up=p y cp=0?,.[SCx

y/x

Si se conoce o g, las inferencias sobre £ se pueden hacer usando el estadistico:

_B-p

op

Si se desconoce o g pero el tamafio de la muestra de n pares de valores (x;; yi) es grande (n >
30), entonces se usa:

siendo Sy =[5 /SC. =\[(SC, - p25C.)/n-2/\SC,

Si se desconoce o 4 y el tamafio de la muestra de n pares de valores (X;; y;) es pequefio (n <

30), entonces se usa:

p-pB
Sp

=

(con n-2 grados de libertad)

Ejemplo 8.5.5. Verificar si la ecuacion de regresion establecida en el ejemplo 8.5.4 puede
utilizarse para predecir los valores del contenido de calcio en los huesos.

1. Hipotesis: Hp: p=0
Hll ﬁ?ﬁ 0
2. Nivel de significacion: a = 0.05

3. Estadistico de prueba:
Como se desconoce 05 y n < 30 el estadistico de prueba a usar es:



Samuel Segnini Fundamentos de Bioestadistica Capitulo 8 237

4. Zona de aceptacion: como se trata de una prueba de dos colas, la zona de aceptacion
sera:
ZA : {T/—Z(1_a/2;n_2) <T <+ l‘([_a/g;n_g)}

5. Calculos:

Sp =82, [SC. =\[(SC, - p25C.)/n-2/sC,

— (= 2
Sﬁ=\/[41467'82 (9;”37) (437.9)] | [437.5 = 25.969/20.917 = 1.24

BB —94137-0
Sp 1.24

t -7.58

ZAAT /t(0975:4) <T < +t(g.75.4)} ={T /=2.78 < T < +2.78}

6. Decision: Como el valor de ¢t = - 7.58 se encuentra fuera de los limites criticos de la
zona de aceptacion se rechaza Hy, y se concluye que los datos proporcionan suficiente
evidencia para aceptar con un 95% de confianza que existe regresion lineal entre la
edad y el contenido de calcio.

Analisis de varianza

La regresion lineal también se puede evaluar mediante un analisis de las varianzas. En este
caso las varianzas involucradas son:

e La varianza residual originada por la dispersion de los valores y; alrededor de y .

e La varianza de la regresion, equivalente a la varianza de los tratamientos del
ANDEVA. Esta varianza es causada por el efecto que tiene cada nivel x; sobre y.

e La varianza total que incluye las dos varianzas anteriores.
Dado n pares de valores X-Y, las formulas de calculo de las tres varianzas son las siguientes:
y D)2

Varianza residual o del error= S 7 = i=1 _
n-2 n—2
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3 (5-7)
Varianza debido al regresion = S3 = % =SCR
S(y-7):
Varianza Total = §7 = =L _ ST
n-2 n—2

En la Figura 8.5.12 se observan las relaciones entre las tres varianzas anteriores. Para una
recta de regresion y = + fBx establecida, la desviacion y; —Y simboliza la desviacion total

entre un punto cualquiera (x; ; y;) y el valor promedio Y , que es la posicion de referencia de
los valores de Y si no hubiese regresion entre X e Y. Esta desviacion total esta compuesta por

dos desviaciones parciales: y—Y que representa la desviacion producida por el efecto de
regresion y la diferencia y; — y que mide la desviacion del error o no controlada.

Figura 8.5.12
Resulta obvio de la figura que:

Desviacion total = desviacion de la regresion + desviacion del error
0
(y=Y)=(y=Y)+(y-7)
Por tanto:

i(y—Y)2=§(ﬁ—?)z+fz/y—ﬁ)2

De modo que conociendo dos de las sumas de cuadrados, por ejemplo la suma de cuadrados
total y la suma debido a la regresion, se puede calcular por diferencia la tercera, en este caso
la suma de cuadrados residual. Las féormulas de célculo de estas sumas de cuadrados son las
siguientes:
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., 2
R )
Suma de cuadrados total = SCT =Y (y—Y )2 = y? —%
i=1 i=1
2
£
Suma de cuadrados de la regresion = SCR = ,32 ixf —%
i=1

Suma de cuadrados del error = SCE = SCT — SCR

Conocidas las sumas de cuadrados se puede construir la tabla resumen del Analisis de
Varianza para la regresion:

Tabla de Andeva
Fuente de variacion Suma de cuadrados Grados de Cuadrados F,
Libertad Medios
2
|, (inj 1 SCR CMR
Regresion B2| Y xf -~ 1 CME
i=1 n
SCE
Residual o Error SCT —SCR n-2 .
., 2
e
Total 3 y? AN A n-1
i=1 n

Ejemplo 8.5.6: Verificar mediante un ANDEVA si la ecuacion de regresion establecida en el
ejemplo 8.5.4 puede utilizarse para predecir los valores del contenido de calcio en los huesos.

1. Hipotesis: Ho: =0
Hli ,8?5 0

2. Nivel de significacion: o = 0.05

3. Estadistico de prueba: F, =—"-
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4. Computos necesarios. Del Ejemplo 8.5.4. se sabe que:

SC,=437.5 SC, =41467.82 B=-9.4137

Célculo de las sumas de cuadrados:

) 2
(B

SCR=p32 Exf —% =(-9.4137)2(437.5)=38770.26

SCE =SCT —SCR =SCy — ,@2(SCX) =41467.82—-38770.26 = 2697.56
Célculo de los Cuadrados medios
CMR =SCR/1=38770.26

SCE  2697.56
n-2

CME = =674.39

5. Tabla resumen del andlisis de varianza.

Fuente Suma de Grados de Cuadrados F,
de variacion cuadrados Libertad Medios
Regresién 38770.26 1 38770.26  57.48""
Residual o Error 2697.56 4 674.39
5
Total 41467.82

6. Zona de aceptacion para la hipotesis de igualdad de las varianzas

ZA :{F/F<f[1a ’,%_2}}:{F/F<f[0‘95 ; %]}:{F/F<7.70}

7. Decision: como el valor del estadistico de prueba F, = 57.48 es mucho mayor al limite
critico (F =7.7), se rechaza Ho.

8. Conclusion: se acepta con un 95% de confianza que existe regresion lineal entre la edad y
el contenido de calcio en los huesos.
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Bondad del ajuste por regresion lineal

Ademas de establecer la funcion lineal y verificar la existencia de regresion es importante
saber que tan bueno ha sido el ajuste por regresion, es decir que tan cerca estd la recta de
regresion de los puntos usados para su construccion. En la Figura 8.5.13 se muestran dos
rectas con coeficientes de correlacion muy parecidos, sin embargo la dispersion de puntos
alrededor de la recta de la izquierda (Figura 8.5.13a) es mayor que para la recta del lado
derecho (Figura 8.5.13b). Se podria decir que la fuerza de la regresion, es decir el grado de
dependencia de la variable Y con respecto a la variable X, es mayor para el caso b de la
Figura 8.5.13.

Y Y -

Figura 8.5.13

Anteriormente se habia determinado que la suma de cuadrados de los valores de Y resulta de
la adicion de dos sumas de cuadrados: una debido a la regresion y la otra debido al error:

SCT = SCR+SCE

0
i(y—7)2=$(ﬁ—7)2+f’zl(y—ﬁ)2

De la expresion anterior y con la ayuda de la Figura 8.5.12 se ve que cuando la regresion entre
las variables X-Y es muy fuerte, es decir que los puntos estdin muy cerca de la recta, la suma
de cuadrados debido a la regresion es la proporcion mas importante de la suma de cuadrados
total. De modo que con el propdsito de valorar la fuerza de la regresion se ha definido el
denominado coeficiente de determinacion r?, que simplemente es el cociente que resulta de
dividir la variacion debido a la regresion entre la variacion total.

_SCR _ p2SC,
SCT ~ SC,

r?2

El valor de éste estadistico varia entre cero y uno. Un valor de cero indica que no existe
variacion debido a regresion. Un valor de uno, revela que toda la variacion total es explicada
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por regresion. En término porcentuales un 2 =0.93, denota que el 93% de la variacion total
de Y es explicada por regresion. En el caso de la recta de la izquierda de la Figura 8.5.14. s6lo

el 73% de la variacion es explicada por regresion, y en la recta de la derecha esta proporcion
es de un 91%.

Ejemplo 8.5.7: Calcule el valor del coeficiente de determinacion para los datos del ejemplo
8.5.4.

Sabiendo que:

A

SC,=437.5 SC, =41467.82 p=-9.4137

se tiene que:

_SCR _ p2SCx _(-9.4137)2(437.5) _38770.26 _, ;.

r2 =0.
SCT SC, 41467.82 41467.82

Se puede concluir que existe un buen ajuste por regresion entre la edad y el contenido de
calcio en los huesos, puesto que el 93% de la variacion del contenido de calcio depende de la
edad de la persona.

Comprobacion del modelo

Una vez aplicado el método de los minimos cuadrados y ajustada la recta o modelo de
regresion, toda la informacion de la variacion que no puede ser explicada por el modelo, se
encuentra contenida en los residuales, que no son otra cosa que la diferencia d; =y; -y, es
decir la diferencia que existe entre un valor observado(y; ) y el valor predicho (y) para un

dado valor x; (Figura 8.5.14).

Figura 8.5.14
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Bajo los supuestos del modelo de regresion el valor d;estima la varianza del error (o 5 Ix ),

que como hemos visto se supone constante, independiente, con media cero y distribucion
normal. Por lo tanto, una de las maneras de evaluar el modelo de regresion, es analizar la
tendencia de cambio de los residuales al variar los valores de p para comprobar la

consistencia de las premisas. Las formas de dichas tendencias se pueden examinar graficando
los valores de y contra los valores de d; en un plano cartesiano (Figura 8.5.15).

ey et Y
LSO
Ak

-
LR Y S N v,

Ll

., 'QQ.&.go't'o' "o, "o'o%o:q.o%o‘u% V‘ | ."o’.o '."v ¥
.

Figura 8.5.15

Si el modelo de regresion lineal es el adecuado para describir la relacion entre las variables X
e Y, la dispersion de puntos se muestra como una banda de un ancho méas o menos constante
alrededor de y (Figura 8.5.15a). Cuando la amplitud de la banda de puntos aumenta con el

valor de y (Figura 8.5.15b), es porque la varianza (o j Ix ) tiende a incrementar con el

aumento del nivel de respuesta, lo que pone en duda la homogeneidad de la varianza. Esta
situaciéon se puede resolver, transformando los datos a fin de estabilizar la varianza. La
dispersién de puntos no aleatoria como la que se muestra en la Figura 8.5.15¢ indica que el
modelo usado no es el adecuado y debe usarse uno no lineal.

8.5.5. Formas de utilizar la ecuacion de regresion.

Una vez establecida una ecuacion de regresion lineal, la misma puede usarse de dos maneras
diferentes: a) predecir el valor probable y; para una dado valor x;, y b) estimar el valor

promedio de la subpoblacion de valores de Y, es decir x,/x, dado un valor x; (Figura 8.5.16)

Figura 8.5.16

La estimacion puntual de y; y de u,/x es la misma, porque ambas medidas se estiman usando

la ecuacion y =a + fx . Sin embargo, el intervalo de prediccion para y; es mas amplio que el
intervalo de confianza para ,/c, no obstante que ambos se construyen a partir del mismo
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valor predicho y . Esta diferencia se produce porque las varianzas usadas en los dos casos son
diferentes.

Prediccion de y para un dado valor x;.
Puesto que se sabe que p se distribuye como ¢ con n-2 grados de libertad, se puede construir
el intervalo de confianza a partir del estadistico:

donde:

y;= valor probable de Y para un dado valor de X.

y = estimacion puntual de y para un dado x;.

—X)?
S(-y) =Sy |1 +i+% = desviacion estindar de y
TY(xi=X)?
i=1

_ B2
Sy = SCy—,B2SCx = desviacion del error

n_
> (x-X) =SC,

1

El intervalo de prediccion sera el siguiente:

A 1 )Ci—)? 2
IP=| y£1t[1-0/2:0-2)S y/x I+—+—n( 3
Y (xi-X)?
i=1

Ejemplo 8.5.8. Suponga que en una investigacion se quiere encontrar una ecuacion que
relacione linealmente una variable independiente X con la variable dependiente Y. Si una
muestra de seis observaciones pareadas de las dos variables produjo los resultados siguientes:

X 2 3 4 5 6 7
Y 7 9 10 11 14 15

Haga lo siguiente: a) establezca la ecuacion de regresion; b) compruebe si se justifica su uso;
¢) determine la bondad del ajuste por regresion, y d) encuentre el intervalo de prediccion para
x=2; x=45yx=7
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Encontrando la ecuacidon de la recta

Datos necesarios:

2x=27.0 2y =66.0
2x?=139.0 2?2 =1772.0
2xy =325.0 xXy =1782.0
X=45 Y=11.0
n==o6
Sumas de cuadrados:
iniYi
Sny:ZX,-YI»—MZQSO—U&'O=28.0
i=1 n
X2 ,
SCX=ZX,2-L=139.0-(ZL)=17.5
=1 n 6
()2 ,
SCy=ZY,-2-L=772.0—(6%=46.0
i=1 n

Calculode a y ,@ )

G=Y-BX=11-16(4.5)=3.8

La ecuacion de la recta resultante es y=3.8+1.6 x (Figura 8.5.17).
Y 18

167

141

127

107

........... Prediccion

— — — . Estimacion

0 1 2 3 4 5 6 7 8
X

Figura 8.5.17. Recta de regresion con sus
respectivas bandas de limites de prediccion y de
estimacion.

245
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d)

Prueba de significacion de B

Hipotesis: Ho: f=0
Hli ﬂ # 0
Nivel de significacion: a = 0.05
Estadistico de prueba: Como se desconoce 03 y n < 30 el estadistico de prueba es:
_B-5
Sp

Zona de aceptacion: como se trata de una prueba de dos colas, la zona de aceptacion sera:
ZA: {T /=tir—a)2m-2) <T <+ t(l—a/z,-n—z)}

Calculos:

Sp=\J52,/SC. =[(SC, - p25C.)/n-2/\5C.

— 2
Sﬂ:\/[“ ”'64) U731 | (175 = 0.5477/4.1833 = 0.1309

(PP 17000
Sp 01309
ZA AT /=t(0975:4) <T < +t(0975:4)} ={T /= 2.78 < T < +2.78}

Decision: Como el valor de ¢ = 72.22 se encuentra fuera de los limites criticos de la zona
de aceptacion se rechaza Hy, se concluye que los datos proporcionan suficiente evidencia
para aceptar con un 95% de confianza que existe regresion lineal entre las variables X e Y.

Bondad del ajuste

_SCR _B2SC. (1.6)2(17.5) 44.8
SCT  SC, 46.0 46.0

72

=0.9739

Se puede concluir que existe un buen ajuste por regresion entre las variables X e Y, puesto
que el 97.39 % de la variacion de Y depende de X.
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Intervalo de prediccidén

Los valores del intervalo de prediccion se obtienen aplicando la ecuacion siguiente:

A 1 x,-—)? 2
IP = yit[l_a/g’-n_g]sy/x ]+—+%
Y(xi—X)?
i=1

Célculos y datos necesarios:

— 2 — 2
Sy/x:\/scy B2SC, :\/46 (1.6)217.5 _ /£:0'5477
n—2 4 4

Lil—af2:n-2) =L(0.975:4) = 2.78
S(x;-X)2=8C,=17.5
i=1

Cuando x = 2, se tiene:

$=3.8+1.6x=3.8+1.6(2)=7.0

(xi—X)2=(2-4.5)2=6.25

X )2
IP=| D%1[1 gj2:0-2)S y/x 1+i+n(x’—X) :{7i2.78(0.5477) /1+i+@}=[7i1.88]
n Z(Xi—i)z 6 175
i=1

El intervalo buscado es /P = [5.] 2;8. 88] . Se tiene un 95% de confianza que el valor probable

de y este incluido en dicho intervalo.
Cuando x = 4.5, se tiene:

$=3.8+1.6x=3.8+1.6(4.5=110

(xi—-X)2=(45-45)2=0
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—X)?
IP=| $E1[1 aj2m-2)Sy/x 1+1+% :{1&2.78(0.5477) ]+i}=[11i1.645]
" X(xi-X)? 6
i=1

El intervalo buscado es IP = [9.36;1 2.65 ] . Se concluye que se tiene un 95% de confianza que

el valor probable de y este incluido en dicho intervalo.
Cuando x = 7.0, se tiene:

$=3.8+1.6x=3.8+16(7)=15.0

(xi—-X)2=(7.0-4.5)2=825

—X)?2
IP=| p%t[1-aj2:0-2)S y/x 1+i+n(x’—X) :{15i2.78(0.5477) /1+i+&}:[15i1.88]
n Z(xi_)?)z 6 17.5
i=1

El intervalo buscado es[] 3.12;16. 88]. Se concluye que se tiene un 95% de confianza que el

valor probable de y este incluido en dicho intervalo.

En la Figura 8.5.17 se muestra la recta de regresion y = 3.8+ 1.6 x y las lineas que definen los
intervalos de prediccion de y para cada valor de x.

Estimacion de 4,/ para un dado valor Xx;

Puesto que se sabe que y se distribuye como ¢ con n-2 grados de libertad, se puede construir
el intervalo de confianza a partir del estadistico:

_ V= Hyx
S5y )

t

donde:

M y/x= valor esperado de Y para un dado valor de X.

» = estimacion puntual de x,/, para un dado x;.

—X)?2
S (5-paye) =S y/x i+% = desviacion estandar de i y/x

"3 (xi-X)?
i=1
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n—2

Sy = = desviacion del error

El intervalo de confianza sera el siguiente:

A 1 xi—)_( 2
[P= yit[]—a/Z;n—Z]SY/x _+—n( _)
Y(xi—X)2
i=1

Ejemplo 8.5.9. Construya un intervalo de confianza para p,/, a partir de los valores x = 2;
x =4.5y x =7, usando los datos del ejemplo 8.5.8.

Cuando x = 2, se tiene:

$=38+1.6x=3.8+1.6(2)=7.0

(xi—X)2=(2-45)2=6.25

—X )2
IC =| Y *t[1-aj2in-2]S y/x £+% :{712.78(0.5477) é+%}:[7i].102]

(xi—X)2

i=1
El intervalo buscado es IC = [5. 898, 8.1 02] . Se tiene un 95% de confianza que este intervalo
contenga el valor de /..

Cuando x = 4.5, se tiene:

$=3.8+1.6x=3.8+1.6(4.5=110

(xi—X)2=(45-45)2=0

_Y )2
IC =| Y Et[1-aj2in-21S y/x i+% ={11¢2.78(0.5477)\/z}=[11i0.6216]
oY (xi-X) 0
i=1

El intervalo buscado es IC = [1 0.38;11 .62]. Se tiene un 95% de confianza que este intervalo

contenga el valor de /..
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Cuando x = 7.0, se tiene:

$=3.8+1.6x=3.8+16(7)=15.0

(xi—-X)2=(7.0-4.5)2=6.25

_Y)2
IC=| ytt1g/2n-21S y/x 1+M =|15+2.78(0.5477) i+ﬁ :[1511.102]
[I-a/2:n-2]9 y/ % —
n S (xi—X)2 6 17.5
i=1

El intervalo buscado es[13.89;1 6.1 02]. Se tiene un 95% de confianza que este intervalo

contenga el valor de s,/ .

En la Figura 8.5.17 se muestra la recta de regresion y = 3.8+ 1.6 x y las lineas que definen los
intervalos de confianza de cada u,/.. Notese que la banda de valores de los limites de
confianza es mas estrecha que la banda de valores de los limites de prediccion.

8.5.6. Comparando dos coeficientes de regresion.

Con mucha frecuencia se quiere saber si dos rectas tienen el mismo coeficiente de regresion,
es decir, si tienen las mismas pendientes. Puesto que sabemos que el estadistico,é se
distribuye normalmente, se puede determinar mediante una prueba la hipotesis si los
estadisticos ,81 y Bg son estimaciones de un mismo parametro f.

Ejemplo 8.5.10. En un estudio sobre la diabetes se determiné la concentracion de glucosa en
la sangre a dos grupos de varones adultos aparentemente sanos. El grupo A estuvo formado
por individuos cuyo peso corporal fue menor a los 80 kg y el grupo B por los individuos con
pesos mayores a éste valor.

Grupo A: Peso menor a 80 kg.
Peso (kg) 59 62 64 68 71 73 75 77 78 79

Glucosa (mg/100ml) 89 85 92 99 104 109 105 110 105 115

Grupo B: Peso mayor a 80 kg.
Peso (kg) 82 85 88 89 92 94 99 101 105 115

Glucosa (mg/100ml) 95 97 95 97 99 101 105 101 105 110
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Calcular los dos coeficientes de regresion y probar la hipdtesis nula de que ambos estiman un
mismo coeficiente [.

En la tabla siguiente se muestran los datos necesarios para calcular los valores de los

intercepto (d A, A ) , los coeficientes de regresion ( ,3 as ,B B ) y las varianzas (S éA ;S éB ) .

Grupo A Grupo B
Numero de observaciones 10 10
Media de los pesos (X ) 70.6 95.0
Media de la Glucosa (Y ) 101.3 101.6
Suma de cuadrados del Peso (X) 450.40 916.00
Suma de cuadrados de Glucosa (Y) 866.10 1000.40
Suma de productos (peso x glucosa) 584.20 905.00

Valores de las pendientes:
fy=SPa 3842, 5, fs =L 907 _ g8
SC, 4504 SC, 916

Valores de los intercepto:
Ga=Ys—PaX4=101.3-1.297(70.6)=9.73

Gp=Ys—PBsXp=101.6-0.988(95)=7.74

Ecuaciones:
j}iA =973+1.297x;,
Vig =7.74+0.988x;,
Hipotesis:
Hy:p1=p
H;: ﬁ] * ﬂz

Estadistico de prueba:

<5A—ﬁ3)—(ﬂA—ﬁB)
Spo . Sh
SC.. SC.,

=
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Zona de aceptacion:
ZA = {T /=t1-aj2in-2)<T < +t(1—a/2,-n—2)} = {T /=te0.975:8) <T < +l(0.975,~8)}

Calculos necesarios:

2 {SCyA —[(SPXW) )’ /sc., }}Jr{scyg —[(Sny(B))z /SCXBJ}
5= ny—2+n,-2 B

) {866.] | (584.2)° /450.4}} + {1000.4 - (905)° /916}} )
16

_108.35+106.26  214.62
16 16

=13.41

Sustituyendo S7 en t se tiene:

_(Pa=Pu)=(Pa=Pu) _(1.297-0.93) 0309 _

=147
S; . S [13.41 1341 0.2107
SC., SC,, 4504 916

Al comparar el valor de t con los limites de la Zona de Aceptacion de Hy :

ZA ={T/—l(0,975;8) <T< +t(0,975,-8)} = {T/2.3]<T<+2.3]}

Se tiene que ¢ = .47 pertenece a la zona de aceptacion, por lo tanto se concluye que los dos
coeficientes de regresion o pendientes de las rectas son iguales.

8.5.7. Advertencias para el uso de la ecuacion de regresion.

1. No se debe usar la ecuacion de regresion para hacer predicciones o cualesquiera otras
inferencias si el valor de f# no difiere significativamente de cero.

2. No hacer inferencias fuera del intervalo de valores de la variable independiente. En
muchos casos la relacion lineal s6lo se mantiene dentro de ciertos limites, por lo que es
peligroso hacer extrapolaciones fuera del ambito de valores usados para calcular la
ecuacion de regresion.

3. Las ecuaciones de regresion deben actualizarse frecuentemente. Muchas veces ecuaciones
calculadas algiin tiempo atrds o bajo condiciones diferentes no tienen validez actual
debido a cambios en las relaciones de las variables.

4. Las inferencias hechas a partir de una ecuacion de regresion solo tienen validez para la
poblacion de datos de donde se extrajo la muestra.
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