Capitulo 3

MODELOS DE REGRESION

ESTIMACION

3.1 Estimacion puntual de los parametros del modelo

Existen diversos métodos para hallar estimadores, los mas usados son el de maxima de
verosimilitud y el de minimos cuadrados ordinarios. Para poder usar el método de maxima
verosimilitud es necesario conocer la distribucion de probabilidad de los y;, los cuales
en este caso se suponen normales. En el caso del método de minimos cuadrados no es
necesario conocer la distribucion de probabilidad de los y;. En primer lugar se determinan
los estimadores por el método de maxima verosimilitud y luego se hara por el método de
minimos cuadrados.

3.1.1 Estimadores por el método de minimos cuadrados.

3.1.1.1 Estimador de 3 En esta seccién discutimos el método de los minimos cuadra-
dos para estimar 8. Ningin supuesto sobre la distribucién de y es requerido para obtener
los estimadores.

El método de minimos cuadrados consiste en determinar los estimadores de los pardmetros
que minimizan la suma de los errores elevados al cuadrado. En este caso, dado que el
modelo es y = X B + €, el método de minimos cuadrados consiste en determinar los

valores de 3, digamos (3, para los cuales Y ;. , €2 es minima. Dado que > - ;2 =€ley
e = y — X (3, entonces se quiere
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mine’e = min(y — X8)'(y — XB) (3.1

El resultado estd dado en el siguiente teorema

Teorema 3.1 Sea y = X B + € donde X es una matriz n X p de rango p < n, entonces
el valor de 3 que minimiza (y — X8)'(y — X 3) es

B=(X'X)"'X'y=X"y (3.2)
Prueba. Queremos hallar el valor de 3
mine’e = min(y — X8)'(y — XB)
Desarrollando el producto (y — X 38)(y — X 3) se tiene que
de=yy—-2/XB+BX'Xp
Ahora para obtener 3 que minimiza €’e se deriva €’e con respecto a 3 y se iguala a cero
obteniéndose de esta manera la siguiente ecuacion
OL,E
op

despejando se obtienen las siguientes ecuaciones

=2X'y+2X'XB=0

X'XB3=Xy

la cual es conocida como las ecuaciones normales. Ahora, suponiendo que la matriz X
es de rango completo, X 7° X es nosingular, se obtiene el estimador de 3, el cual estd dado
por

B=(X'X)"'X'y=X"y

lo cual demuestra el teorema.

Ya que ,3 en 3.2 minimiza ee, ,3 es llamado el estimador de minimos cuadrados.. Note
que cada 3; en 3 es una funcién lineal de y; esto es, 3; = a;y donde a; eslaj— esima
fila de (X' X))~ 1 X',

Ahora demostraremos que 3 = (X'X)~' X'y minimiza €'e.

ee = (y—XB)'(y—XpB)
(y—XB+XB-XB)(y—XB+XB—-Xp)
(y—XpB)(y—-XB)+(B-B'X'X(B-p)
+2(8-B)(X'y - X'Xp) (33)

El tercer termino de lado derecho de 3.3 desaparece ya que de las ecuaciones normales
X' X3 = X'y. El segundo termino es una forma cuadrética definida positiva (asumiendo
que X es de rango completo), por lo tanto €’e es minimizada cuando 3 = 3.
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Actividad: Determinar los estimadores de minimos cuadrados en el caso del modelo lineal
simple.

La estructura de la matriz X’ X y del vector X'y es la siguiente

1 X171 12 N A 1 11 T2 N A
X’X 1 T2 Zoo e T2k 1 o1 T29 v X9k
1 zp1 Tpo ... Tpk 1 zp1 Ty ... Tpk

Zi Ti1 ZZ %21 ZZ Ti1Ti2 - ZZ Ti1Tik

1 z11 x12 ... Tk Y1

X’ 1 o1 o2 e ok Y2
y =

1 Tnl Tp2 ... Tnpk Yk

Zi Yi
Zi Ti1Yi

Zi TikYi
Sif3 = (X'X) !Xy, entonces

é=y—-XpB=y—-9 (34)
es el vector de residuales, &1 = y1 — U1, €2 = Y2 — Yo2,.er En = Yn — Un. El vector de
residuales € estima a € en el modelo y = X3 + ¢ y puede ser usado para chequear la
validez del modelo y evaluar los supuestos. Esto se verd mas adelante.
EJEMPLO 3.1 Estimacién de los parametros en el Modelo de Regresién Lineal

Simple
Considere el modelo lineal simple

1/2:60"‘61132"‘5“1:1,2,,TL,TLZQ
gi ~ NID(0,0?) (3.5)
Q= {(60761702) : 60 S E1761 € E17U2 > 0}



24 MODELOS DE REGRESIONESTIMACION

Cuya forma matricial es

Y1 1z €1
Y2 1 €9
Yy = X = B = 60 £ =
B

Un 1 =z, En
1 X n

D
, 1 1 ... 1 I -
X'X = =| il

1 =z, i=1 i=1

Y1 "
, 11 1\ | Z:y
X'y = =
R on : Zziyi
Un i=1
(X,X)71: 1 %xz zz:;x
ny al— (Y w)? \=Dow  n
=1 =1 =1
e 2 [ 2

=1
n n
an? - (sz)2 —Zzi n Z%‘yi
- n n n n =
X DD BEPIE
i=1 i=1

i=1 i=1

n n n n n
nyoad = (@) | TX_md_ v+ n) T
i=1 i=1 i=1 =1 i=1
§— bz
n n
B Z(zz _i')Z(yi )
- i=1 i=1
n
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Asi,
S @i-2)> (i - )
Bo=7- 5z fy=2 = (3.6)
> (wi—a)
=1

EJEMPLO 3.2

Usando los datos de la tabla 2.2 ilustramos los calculos de ,@ usando (3.2). Los datos
matricialmente son lo siguientes

P 10 2
3 12 6
2 12 7
7 12 5
6 14 9
8 1 4 8
V=l X7 4 s
7 1 6 10
8 16 11
12 16 9
11 1 8 15
14 1 8 13
entOHCeS,
12 52 102 90
X'X =5 395 536 |, 482
102 536 1004 872

0.97476 0.24290 —0.22871
(X'X)"t =] 0.24290 0.16207  —0.11120
—-0.22871 —0.11120 0.08360

por lo tanto,
5.3754
B=(X'X)"'X'y=| 30118
—1.2855

3.1.1.2 Propiedades del Estimador de Minimos Cuadrados ,3 El estimador de mini-
mos cuadrados ,@ en el teorema 3.1 fue obtenido sin usar los supuestos de que E(y) = X3
y cov(y) = oI dados en la seccién 2.2.2. Solamente se postulé un modeloy = X3 + €
y se ajusté. Si E(y) # X3, el modelo y = X B + € podria no ajustarse a los datos, en
cuyo caso, ,@ podria tener propiedades pobres. Si cov(y) # 21, esto podria tener efectos
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adversos adicionales sobre 3. Sin embargo, si E(y) = X3y cov(y) = 721, 3 tiene
algunas propiedades buenas, como se notard en los cuatro teoremas de esta seccion. Note
que B es un vector aleatorio. Discutimos su vector de media y matriz de covarianza (sin
el supuesto de la distribucién de y) y su distribucién (asumiendo que las variables y son
normales) se vera mas adelante. Nuevamente en los siguientes teoremas, asumimos que X
es fija y de rango completo.

Teorema 3.2 Si E(y) = X3, entonces ,@ es un estimador insesgado para 3
Prueba.
EB) =E[(X'X)"'X'Y]=(X'X)'X'E(Y)=(X'X)"'X'XB=3

Teorema 3.3 Si cov(y) = o2, entonces la matriz de covarianza para 3 estd dado por

o3(X'X)7?
Prueba.
cou(B) = cov[(X'X) ' X'yl
= [(X'X) ' X ]eov(y)[(X' X)L X) (3.7)
= (X'X)'X'AAAX(X'X)! (3.8)
= AX'X)'X'X(X'X)! (3.9)
A(X'X)H (3.10)

EJEMPLO 3.3

Para los datos de la tabla 2.2, (X 'X )*1 esta dada en el ejemplo 3.2. Por lo tanto,

cov((3) estd dada por

0.97476  0.24290 —0.22871
cov(B) =o?(X'X) L =0%| 024290 0.16207 —0.11120
—0.22871 —0.11120  0.08360

El valor negativo de cov(@l, 32) = —0.11120 indica que en muestreos repetidos (us-
ando los mismos 12 valores de x1 y z2), 31 y 32 tenderdn a moverse en direcciones
opuestas; es decir, un incremento en una deberia estar acompafiada por un decrec-
imiento en la otra.

Ademis de que E(3) = By cov(8) = 02(X’'X) ", una tercera propiedad importante de
B es que bajo los supuestos estandar, la varianza de cada B; es minima. Veamoslo en el
siguiente teorema.

Teorema 3.4 (Teorema de Gauss-Markov) Si E(y) = X@ y cov(y) = oI, el esti-
mador de minimos cuadrados 3;, j = 0,1, ..., k tiene varianza minima entre entre todos
los estimadores lineales insesgados.

Prueba. La prueba se consigue en la pagina 147 del Rencher (2008).



ESTIMACION PUNTUAL DE LOS PARAMETROS DEL MODELO 27

El teorema de Gauss-Markov es algunas veces establecido de la siguiente manera. Si
E(y) = X8y cov(y) = 21, los estimadores de minimo cuadrado Bo, B, ..., Br son los
mejores estimadores lineales insesgados (BLUE). En esta expresion, mejor significa vari-
anza minima y lineal indica que los estimadores son funciones lineales de y.

La caracteristica resaltante del teorema de Gauss-Markov es su generalidad distribucional.
El resultado se obtiene para cualquier distribucién de y; la normalidad no es requerida.
Los tnicos supuestos usados en la prueba son E(y) = X@y cov(y) = o2I. Si estos
supuestos no se cumplen, ,@ podria ser sesgado o cada ﬁfj podria tener varianza mds grande
que algun otro estimador.

El teorema de Gauss-Markov se puede extender ficilmente a una combinacién lineal de
los 3 como sigue

Corolario 3.1 Si E(y) = X3y cov(y) = oI, el mejor estimador lineal insesgado de
a'Besa' 3, donde (3 es el estimador de minimo cuadrados.

3.1.1.3 Estimador parac? La minimizacién de la suma de cuadrados del error €’ no

provee un estimador de o2; sin embargo, podemos obtener un estimador insesgado de o2
basado en el estimador de minimos cuadrados de 3. Por el supuesto de que cov(y) = o1,
se tiene que o2 es el mismo para cada y;, i = 1,2, ..., n. Sabemos que o2 esta definido por

0% = Ely; — E(y:)]*. y como

E(yi) = Bo + Prza + Batia + - + Braix = 38
donde x es la i — esima fila de X. Por lo tanto
o* = Bly; — x; 6]

Podemos estimar o2 por

2 1 En /I 3\2
= i —(1}2.6 3.11

donde n es el tamaiio de la muestra y p es el numero de pardmetros. En terminos matriciales

se tiene )
5% = (y—XB)(y— XB) (3.12)
n—p

lo cual es igual a
Al
2 _Yy—BX'y SCE
n—p n—p
donde SCE = (y — XB) (y — XB) = y'y — B X'y. Con el denominador n — p, s2 es
un estimador insesgado de a2, lo cual se demuestra a continuacién.

(3.13)

Teorema 3.5 Si s2 es definido por (3.11), (3.12) 0 (3.13) ysi E(y) = X8y cov(y) =
21, entonces
E(s%) = o? (3.14)

Prueba. SCE se puede escribir como la siguiente forma cuadratica

SCE = =4y—-[(X'X)'X'yX'y (3.15)
= Yy-yXX'X) ' X'y=yI-XX'X)'X'ly (3.16)
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Aplicando la Esperanza de una forma cuadratica, se tiene que

E(SCE) = tr{I-X(X'X)'X']e*1} + E(y)I- X(X'X) ' X'|E(y)
Atrl - X(X'X) ' X'+ /X I- X(X'X)'X'1Xp3

A n—tr[ X (X' X)X+ X' XB-BX'X(X'X)'X'Xp3
-t X' X(X'X)"'}+ 8 X'XB-/'X'Xp

= o’ —tr(Ly)] = o*(n—p)

despejando se obtiene el resultado esperado.

Corolario 3.2 Un estimador insesgado de cov(,@) estd dado por
cov(B) = 2(X'X) 7! (3.17)
Note la correspondencia entre n — py y'y — B/X '4y; hay n terminos en y'y y p términos

en B/X'y = B/X'X,é. Una propiedad de la muestra es que cada x (y ,3) adicional en el
modelo reduce la SCE.

Ya que SC'E es una funcién cuadrética de y este no es un mejor estimador lineal insesgado.
La propiedad 6ptima de s2 estd dada en el siguiente teorema.

Teorema 3.6 Si E(e) = 0, cov(e) = 021y FE(e}) = 3% para el modelo lineal y =
X B+e, entonces s2 en (3.12) 0 (3.13) es el mejor (minima varianza) estimador cuadrdtico
insesgado de o°.

Prueba. Ver Graybill (1954).

EJEMPLO 3.4

Para los datos en 2.2, tenemos

SCE = yy-fX'y
90
- 840—(5.3754 3.0118 —1.2855> 482
872

= 840 — 814.541 = 25.459

entonces
,  SCE _ 25.459

n—p 12-3

s = 2.829

Nota 3.1 Las ecuaciones para estimar 3 y o2 son a menudo llamadas ecuaciones nor-
males o ecuaciones de minimos cuadrados. el primer termino, comiinmente usado, se
refiere a una interpretacion geométrica de la maximizacion. El segundo termino surge
al notar que estas son las ecuaciones estacionarias para la minimizacion de Q(3) =
(y— XB) (y— XB) con respecto a 3y reconociendo que Q(3) es la suma de las difer-
encias cuadrdticas entre las observaciones y sus valores esperados. Asi, ,@ es también
llamado el estimador de minimos cuadrados de 3. Una interpretacion geométrica de la
estimacion de minimos cuadrados estd dada en el capitulo 2 en la discusion de modelos
de regresion de Hocking.
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3.1.2 Geometria de los Minimos Cuadrados

En las secciones anteriores presentamos el modelo de regresion lineal miltiple como la
ecuacién matricial y = X3 + . Definimos el principio de la estimacién de minimos
cuadrados en términos de desviaciones desde el modelo, y luego usando calculo matri-
cial y dlgebra de matrices derivamos los estimadores de 3 y o2. Ahora presentamos una
derivacion alterna pero equivalente de estos estimadores basado completamente en ideas
geométricas.

Es importante aclarar en primer lugar lo que no es el enfoque geométrico de los minimos
cuadrados. En dos dimensiones, ilustramos el principio de minimos cuadrados al crear un
grifico de dispersién de dos dimensiones de los n puntos (z1,y1), (Z2,Y2), ., (Tn, Yn)-
Luego visualizamos la recta de regresion de minimos cuadrados como la linea recta que
mejor se ajusta a los datos. Este enfoque puede generalizarse para presentar la esti-
macién de minimos cuadrados en regresion lineal multiple sobre la base del hiperplano
en un espacio p-dimensional que mejor se ajusta a los n puntos (11, T12,..., L1k, Y1),
(21,222, <oy 2y Y2) 5 -vs (Tn1s Tn2, ooy Tnk, Yn). Aunque este enfoque es algo usado en
visualizar regresion lineal multiple, el enfoque geométrico para la estimacion de minimos
cuadrados en regresion lineal multiple no envuelve esta generalizacion de alta dimension.

El enfoque geométrico discutido mds abajo es atractivo debido a su elegancia matematica.
Por ejemplo, el estimador es derivado sin el uso de calculo matricial, Ademads, el enfoque
geométrico proporciona una vision mds profunda de la inferencia estadistica. Varios méto-
dos de estadistica avanzada incluidos suavizacion kernel (Eubank y Eubank 1999), anilisis
de Fourier (Bloomfield 2000), y analisis Wavelet (Ogden 1997) pueden entenderse como
generalizaciones de este enfoque geométrico. El enfoque geométrico de modelos lineales
fue primero propuesto por Fisher (Mahalanobis 1964). Christensen (1996) y Jammala-
madaka y Sengupta (2003) discuten el modelo estadistico lineal casi completamente desde
la perspectiva geométrica.

3.1.2.1 Espacio del Parametro, Espacio de Datos y Espacio de Prediccién El en-
foque geométrico de minimos cuadrados comienza con dos espacios de altas dimensiones,
un espacio p—dimensional y un espacio n—dimensional. El vector de pardmetros descono-
cido B puede verse como un punto en el espacio p—dimensional, con ejes correspondientes
a los p coeficientes de regresién 3y, 51, ..., Bx. Por lo tanto llamamos a este espacio el es-
pacio del pardmetro (ver figura **¥). De manera similar, el vector de datos y puede verse
como un punto en el espacio n—dimensional con ejes correspondientes a las n observa-
ciones. Llamamos este espacio el espacio de datos.

La matriz X del modelo de regresién multiple puede escribirse como una matriz parti-
cionada en términos de sus p columnas como

X:<j xr1 Ty XT3 ... a:k>

Las columnas de X, incluyendo a j, son todos vectores n-dimensionales y son, por lo tanto,
puntos en el espacio de datos. Note que debido a que asumimos que X es de rango p, estos
vectores son linealmente independientes. El conjunto de todas las posibles combinaciones
lineales de las columnas de X constituyen un subconjunto del espacio de datos (ver seccion
2.3 del Rencher). Elementos de este subconjunto pueden escribirse como

Xb = boj + biz1 + boxa + -+ - + bpxk
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Espacio del Parametro

Espacio de
Prediccion

Espacio de Datos

Figure 3.1 Espacio del pardmetro, espacio de datos y espacio de prediccién con elementos
representativos

donde b es cualquier vector p x 1, es decir, es cualquier vector en el espacio del pardmetro.
Este subconjunto tiene el estatus de subespacio ya que este es cerrado bajo la adicién y
la multiplicacién escalar (Harville 1997, pp. 28 - 29). Este subconjunto se dice ser el
subespacio generado por las columnas de X, y nosotros llamaremos este subespacio como
el espacio de prediccion. Las columnas de X constituyen un conjunto base para el espacio
de prediccion.

3.1.2.2 Interpretacion Geométrica del Modelo de Regresion Lineal Multiple El mod-
elo de regresion lineal mdltiple establece que y es igual a un vector en el espacio de predic-
cién, E(y) = X B, mas un vector de errores aleatorios, & (figura 3.2). El problema es que
ni B ni € son conocidos. Sin embargo, el vector de datos y, el cual no estd en el espacio de
prediccidn, es conocido. Y se sabe que E(y) estd en el espacio de prediccion.

Prediction space

Parameter space Data space
Figure3.2 Relacién geométrica de los vectores asociados con el modelo de regresion lineal multiple

La regresion lineal multiple puede entenderse geométricamente como el proceso de hallar
una estimacion sensible de E(y) en el espacio de prediccién y luego determinar el vector
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en el espacio del pardmetro que esta asociado con esta estimacién (figura 3.2). La esti-
macioén de E(y) es denotada como §, y el vector asociado en el espacio del pardmetro es
denotado por 3.

Una idea geométrica razonable es estimar F(y) usando el punto en el espacio de predic-
cién que esta mas cercano a y. Resulta en que g, el punto mds cercano en el espacio de
prediccion a y, puede hallarse al notar que el vector diferencia € = y — ¢ debe ser ortog-
onal (perpendicular) al espacio de prediccién (Harville 1997, p. 170). Ademds, ya que el
espacio de prediccién es generado por las columnas de X, el punto ¢ debe ser tal que € es
ortogonal a las columnas de X. Es decir, que g es tal que

X'é=0

X' (y-9)=X(y-Xp)=Xy-X'XB=0

lo cual implica que
X'XB3=Xy

Por lo tanto, usando ideas solamente geométricas, obtenemos las ecuaciones normales y
en consecuencia el usual estimadolr de minimos cuadrados ,3 Podemos entonces calcular
gcomo XB =X (X'X) X'y = Hy. Ademis, é = y — X3 = (1 — H)y puede ser
tomado como un estimador de e. Ya que & es un vector en el espacio (n — p)) dimensional,
es razonable estimar a o2 como el cuadrado de la longitud de € dividido por n — p. En
otras palabras, un estimador sensible de o2 es s? = y'(I— H)y/(n — p).

3.1.3 Estimadores por el método de maxima verosimilitud

Hasta el momento no se ha hecho ningtin supuesto sobre la distribucién de las variables
aleatorias y1, Y2, ..., Yn-

Supongamos que € ~ N (0, o2I) lo cual es equivalente a y ~ N(X3,02I). Bajo este

supuesto podemos entonces hallar los estimadores méximo verosimiles de 3y o2.
Como Y se distribuye N (X 3, o21), la funcién de verosimilitud es:

L = L(187‘72:y17y27---yyn§$17$27---7$n):L(187‘72:y§X)

1 \"? 1
~ (32) vty X0)(w- X)) G189

2mo?

Ya que L es una funcién cuyo rango es positivo y la funcién logaritmo es una funcién
mondtona que mantiene el orden, es decir si f(x) alcanza un maximo en xg, entonces,
log f(x) alcanza también el médximo en x, por lo tanto, en vez de hallar el mdximo en L,
se hallard el maximo del log L, pues los cdlculos son mds faciles. Asi,
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log (8,0 1 y:X) = log { ()" o[- 5atwx87 - x8) }
{

! >n/2} +log exp {—#(y - XB)(Y - Xﬁ)}

1
— Siox (5 ) - gy - X6 - XP)
1
= —5log(2m) = Slog (%) — 55y — XB) (y — XB) (3.19)

El espacio del pardmetro es

Q= {(,8702) 102>0,—c0< B < 00301, 2, .0y D} (3.20)

Para hallar los valores de 3y o2 en {2 que maximizan la funcién de verosimilitud se iguala
a cero las derivadas parciales con respecto a 3y o2.

Antes de derivar se reescribe la ecuacion

n n 1
log L = 5 log (27) — 5 log (02) — @(y’y -y Xp-/8Xy+p8X'Xp3)

HaciendoV =y’ X yW = X'X

n n 1
log L = 3 log (27) — 5 log (02) — m(y'y -V'B-8V+8Wg)

Derivando con respecto a 3y o e igualando a cero (ver ??), se obtiene

OlogL 1 o1
98~ 2 VTV AHIWE) = —o5(R2V 4 2Wh)
1 1 / /
= S(V-Wp) =5 (X'y-X'XB)=0 (3.21)
Olog L n 1 1 ,
—af’z = ~53 53— XB)(y-XB)=0 (3.22)

Sean 3y 52 las soluciones de las ecuaciones para 3 y o2 cuando las derivadas son en
conjunto iguales a cero. Entonces

1 - . ~
X'y - X'XB)=0=X'y-X'XB=0=X'X=X"y (3.23)

n 1 1 - 1 ~ ~
—555 = oW XP) (y-XB) =5 = —(y-XB)(y-XB) (324
a 204 n
Ahora como X es de rango p, entonces X’ X es también de rango p la cual es su dimen-
sién. Asi, X' X es invertible. (ver 22y ??)
Por lo tanto, los estimadores mdximos verosimiles de 3 y a2 son
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B = (X'X)'X'y (3.25)

7= % [y - X(X'X)"'X'y] [y - X(X'X) ' X"y]
= Ly -y X[(XX) X [y - X(X'X) X'y
= % [V -y X(X'X)'X'] [y- X(X'X) ' X'y]
= %y' I-X(X'X)'X'|[1-X(X'X)'X']y (3.26)

Sea K = X (X'X)~1X’. Se puede notar que K es idempotente (ver ??), pues
1
—_—N—
KK=X(X'X)'X'X(X'X)"'X' =X(X'X)"'X' =K
Entonces,
_ 1
7= Ly - Kya- Ky

Ademas,

I-K)YQ-K)=1-K-K+KK=1-K-K+K=I1-K

Haciendo M =1 — K se tiene que

1
52 ="y'My
n

Para demostrar que 3 y &2 son los estimadores maximo verosimiles de 3 y o2 se debe

demostrar que ellos maximizan la funcién de verosimilitud (La prueba esta dada en la
seccion 9.3 del Graybill).

3.1.3.1 Propiedades de los estimadores maximo verosimiles Ahora se examinan las
propiedades de los estimadores 3 y 2 y se determinan sus distribuciones.

3.1.3.2 Suficiencia Primero se demostrara que los p + 1 estimadores 31, 32, s Bp, 52
son estadisticos suficientes. Para ello se usa el siguiente teorema

Teorema 3.7 Seaf,(y; ) la fdp de una muestra observable yy,ysz, ..., yn. Los estadisticos
S1,S2, ..., Sy son estadisticos suficientes si y solo si la fdp puede factorizarse como

fr(y;8) = g(S1,S2,..., 5r;0)h(y)
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donde g(S1, Sa, ..., Sr; 0) es una funcién no negativa de solamente los estadisticos S1, Sa, ..., Sy
y el pardmetro 0, y h(y) no es una funcion de 0.

Entonces se quiere demostrar que la fdp de y, lldmese f(y : X;3; 02), se puede factor-

izar como_g(,@, 52 : 3;02)h(y) donde g(B3,52 : 3; 02) contiene las observaciones y en la
forma de 3 y 62 solamente, y h(y) no contiene los pardmetros 3 y 2.

La fdp de y estd dada por

1
2ma?

n/2
fw Xipiot) = (5o ) e |-zl XB)w-X)| G2

Trabajando con una porcién del exponente se obtiene que

(y—XB)(y—XB) = (y—-XB+XB-Xp)(y—XB+XB-XB)
[(w—xp)+xB- X8| |- XB)+ X5 - Xp]
= [w-x8)-x6-p)| [w-x5)-xB-5)
(y—XB) - (8- By X'] [(w—XB) - X (B~ B)]
= (y—XPB)(y—XB)—(y— XB)X (8- P)
—(B- BA),X,(’!/ - {(/é) + (B N BYX'X (3 N B)
= (y-XP)'(y-XB)+(B-P'X'X(B-P)
= n&"+(B-B)X'X(B-B) (328)

ya que,
(y-XB)X = yX-FX'X=yX-[(X'X)'Xy'X'X
= YX-yXX'X)'X'X=yX-yX=0

y de la misma manera, X' (y — X,@) =0.

Sustituyendo 3.28 en 3.27 se obtiene

fly:X;B;0%)

n/2 ~ ~
(302)  eon |-yl + (8- BYX'X(5- B
= (8,57 : B;0%)h(y)

donde h(Y') = 1. Por lo tanto, By 62 son estadisticos suficientes.

3.1.3.3 Completitud. Ahora se probard que By 52 son completos. Para ello es nece-
sario recordar la siguiente definicidn y el subsiguiente teorema

Definicion 3.1 (Familia Exponencial de Densidades) Sea f,(y;#),0 € € la fdp con-
Jjunta de una muestra observable y1,ys, ..., yn; donde 8" = 01,02, ...,0k]. Lafdp f,(y;0)
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se define a pertenecer a una familia exponencial de densidades si esta puede escribirse
como

fy(y;8) = h(0)g(y) exp 257(y)P7(9) a; <y <bzi=1,2,...n (3.29)

donde
1. a; y b; no dependen de los 0;, a; puede ser —co y b; puede ser 4-oco.

2. ), el espacio del pardmetro, contiene un espacio K -dimensional no degenerado (rec-
tangulo).

3. h(B) y los P;(#) no dependen de los y;.
4. g(y) ylos S;(y) no dependen de los 8;; g(y) es no negativa.

Teorema 3.8 Sea Y1,Ys, ..., Y,, una muestra observable con fdp fy (y;8), 8 € Q. Supdn-
gase que fy (y;0) pertenece a una familia exponencial, esto es, fy (y;0) puede escribirse
en la forma dada en la ecuacion 3.29 y satisface a,b,c y d. Supongase que las siguientes
condiciones también se satisfacen

1. Los S;(y) son funcionalmente independientes para j = 1,2, ...,k
2. 0[S;(y)]/0y; existe y es continua para todos los j = 1,2,....,kyi=1,2,...,n
3. P;(9) es una funcion continua de 9 para j = 1,2, ...,k

4. Si se define v' = [P1(9), P2(9),..., Py(9)], entonces el conjunto de valores de -
(Como 0 varia sobre ()) contiene un rectdngulo K dimensional no degenerado.

Entonces el conjunto de K estadisticos S1(y), S2(y), ..., Sk(y), es un conjunto de estadis-
ticos minimo suficientes.

Ahora, para establecer la completitud se enuncia el siguiente teorema

Teorema 3.9 Sean y1,ys, ..., Yn una muestra observable con fdp fy (y;0), 0 € Q. Si
fy (y;0) pertenece a una familia exponencial como se define en 3.1y si las condiciones
a,b,c,d del teorema 3.8 se satisfacen, entonces los K estadisticos S1(y), S2(v), .., Sk (y),
son estadisticos suficientes completos.

Por lo tanto, para probar la completitud primero se debe probar que f(y : X;3;02)
pertenece a una familia exponencial, es decir, f(y : X; 3; o%) debe tener la forma

fly: X;8;0%) = h(B,0%)g(y, X) exp [S1(y, X)P1(B,0°) + Sa(y, X) Pa(B, 0%)]
(3.30)
Lafdp deyes
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n/2
‘ 1 1
fly: X;8;0%) = <27T02> exp {—@(y—Xﬁ)'(y—Xﬁ)}
_ 1 ””m Yy WXB_FXXB
2ro? “Lp 202 202 202
B 1 n/2 1 n/2 _ﬁ/X/X,@ _y’y+2y’Xﬁ
- 2 o2 erp 202 erp 202 202
B 1 n/2 1 n/2 _ IBIX/X,B
= 27[_ 0_2 Ell’p 20_2
2t 'X(X'X)T'X'X p
exp |—y y@ +1y' X ( ) 72
n/2 n/2 /5!
1 1 8X'Xg3 1 2 vt B
- <E> <a—> ep {_T} ep {_y/yﬁ TEXX S
Asi,

}L(/B70'2) _ (#)nﬂ exp [_'B/};;E}(B}’g(yyX) _ <%>n/2’sl(y) =qy'y, Pl(,@702) _
—552. 5(Y) = By Po(B,0%) = X' X 5.

Por lo tanto, y'y y ,@ son completos.
3.1.3.4 Distribucion de 3 y 2

Distribucién de 3. Para hallar la distribucién de 3 es necesario primero enunciar el
siguiente teorema

Teorema 3.10 Sea X un vector aleatorio p x 1 que se distribuye N (y1,3), donde .
tiene rango k, Sea B cualquier matriz ¢ X p de constantes, y sea b cualquier vector
q x 1 de constantes. Entonces el vector y q x 1 definido pory = BX + b (Y es una
funcion lineal de X ) se distribuye N (B + b, BY.B')

Como 3 = (X'X) ' X'y, donde y ~ N(X3;0°1) y haciendo B = (X'X) ' X’
(B es una matriz p X n) y b = 0, entonces ~,6‘ = BY es una funcion lineal de Y, por
lo tanto, por el teorema 3.10 se tiene que 3 se distribuye normal, cuyos pardmetros
son

EB) =E[(X'X)"'X'Y]=(X'X)'X'E(Y)=(X'X)"'X'XB=3
(3.31)

lo cual indica que B es un estimador insesgado de 3,
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Cov(B) = El(B~E(B))(B~ E(ﬁ))} E[(B~B)(B~p)]

= EBB -66 -p8 +86)=EBR) B8 - 88 +66)
= E(BF)-BF = E(X'X) ' X'YY'X(X'X) |- 6@
= (X’X X'BYY)X(X'X) ' -3

"[Cou(Y) + E(y)E(y )’}X(X’X)*l—ﬁﬁ’

X0 2I+(Xﬁ)(Xﬁ)} (X' xX)"' - 8g

= 02(X’X) IX'X(X'X)™! (X X)) ' X'XpRX'X(X'X) - 858
(X'X)'0?+ 88 - BB = (X'X) "o (3.32)

Por lo tanto,

B~ N(B,(X'X) 'o?)
Distribucién de 52. Para hallar la distribucién de 52 se usa el siguiente teorema

Teorema 3.11 Sea y un vector aleatorio n x 1 que se distribuye N(u,>.), donde
Y. tiene rango n. Entonces la forma cuadrdtica U = y'Ay ~ x2(p,)\), donde
A= % W Ap, siy sdlo si cualquiera de las siguientes 3 condiciones se satisfacen:

1. A>l es una matriz idempotente de rango p.
2. Y A es una matriz idempotente de rango p.

3. Xl es una c-inversa de A 'y A tiene rango p.

Como &2 estd dado por
2

1
7=~y My
n

donde y ~ N(N(XB;0%I)) y M es una matriz simétrica e idlempotente n X n cuyo
rango es

r(M)=r(I-K)=tr(I— K)=tr(I) —tr(K)=rI) —r(K)=n—p

entonces por el teorema anterior

donde,
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[E(y)) M[E(y)] = %(Xﬁ)’(l - K)(XB)

= BXT-X(X'X)'X'|1X3

= %ﬁ’[X’X - X'X(X'X)'X'X]
- %ﬁ’[X’X -X'X|B=0

N =N =

Por lo tanto,

5= ~x*(n—p)

Dado que el primer momento de la distribucién chi-cuadrado central son sus grados
de libertad, entonces E(U) = n — p, asi

1 1
E(U)=E <;y’My> =F <§n&2> =n—p

entonces,

2

lo cual indica que &2 es un estimador sesgado de ¢2. Por lo tanto,

1
52 = n 52 — y' My
n—p n—p

es un estimador insesgado de o2

Nota 3.2 62 tiene distintas formas de calcularse

162 = (y—XB)(y— XB)donde = (X'X)"'X'y=X"y
2. 62 = n_ipy/My donde M =1-K =1-X(X'X)'X'

7 =Lyy- Xy

3.1.3.5 ,3 y 62 son independientes Para demostrar la independencia se hace uso del
siguiente teorema

Teorema 3.12 Sea y un vector aleatorio n x 1 que se distribuye N (11, 3), donde 3. tiene
rango n. Si B> A = 0. La forma cuadrdtica y' Ay es independiente de la forma lineal
By, donde B es una matriz q X n.

Como
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B = (X'X)'X'y=X"y

]

y' My

Q>
I

n—p

Entonces haciendo B = X, Y. = ¢21 y A = M entonces,

BYXA = X ¢’IM =+*(X'X)"'X'(1- K)
= JZ[(X'X)'X' - (X'X)'X'X(X'X) ' X']
0_2 I:(X/X)71X/ _ (X/X)flxl]
= %0)=0

Por lo tanto, 3 y &% son independientes.

3.1.3.6 [3 y &2 son estimadores insesgados de minima varianza Se puede probar
que By 62 son estimadores insesgados de minima varianza pero se escapa del objetivo de
este curso la demostracion de este resultado.

Las propiedades de 3 y 62 se resumen en el siguiente teorema

Teorema 3.13 Sea y = X3 + € donde € ~ N(0,02I). Se cumplen las siguientes
propiedades

1. ,@ = (X'X) X'y = Xy es el estimador de mdxima verosimilitud de 3.
2. 62 = n—ipy’My es el estimador de mdxima verosimilitud de 2.

3. B~N(B, (X' X)'0?)

-2

4. SE= ~ P (n—p)
5. ,@ y &2 son independientes.
6. ,@ y &2 son estadisticos suficientes.

7. By &2 son estadisticos completos.

La prueba de este teorema se desarrollo durante toda la seccion.

A continuacién se muestra un resultado muy importante sobre las propiedades de los esti-
madores, previo es necesario enunciar el siguiente teorema

Teorema 3.14 Sea Y1,Ys, ..., Y, una muestra observable con fdp fy (y : ) perteneciente
a una familia exponencial, si las condiciones a, b, ¢ y d del teorema 3.8 se satisfacen,
entonces los K estadisticos s1Y, S2Y, ..., Sk Y son estadisticos suficientes completos.

Teorema 3.15 Seay = X 3 + €, donde € se distribuye N (0, 02I), dado en la definicion
??2. Sea t(3,02) cualquier funcién de los pardmetros 3 y a2 para los cuales un estimador
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insesgado existe. Entonces existe una funcion de los estadisticos suficientes ,3 y &2, dig-
amos q(3,52), que es también un estimador insesgado de t(83,02). En adicion, q((3,52)
es el estimador insesgado uniformemente de varianza minima para t(3, o2).

Nota: Por la condicién (6) del teorema 3.13 se sabe que no se necesita el vector y ni
la matriz X excepto para obtener los estadisticos suficientes ,@ y 62 Yaque los p + 1
variables aleatorias 31, 32, s Bp, &2 son estadisticos suficientes, ellos contienen toda la
“informacion” acerca del modelo (para el caso 1) que esta contenida en los n+ np elemen-
tos de y y X. Ya que se conoce la distribucién conjunta de las p + 1 variables aleatorias
B, B, ..., Bp, &2, se puede usar esa distribucién para la estimacién puntual, estimacién por
intervalo y prueba de hipdtesis, sin sacrificar “informacién” por no usar las observaciones
originalesy y X.

3.1.4 Propiedades de los estimadores para muestras grandes

Teorema 3.16 Considere una sucesion de modelos lineal general
Yy, =X.B+e, €n~N(0,,0°L,) n=p+1,p+2,..

donde y,, es un vector n x 1 de variables aleatorias observables, X ,, es una matriz de
rango p (para cada n) de variables no aleatorias observables, (3 es un vector p/times1 de
constantes no observables, y €,, es un vector n x 1 de variables aleatorias no observables.
Sean Bn y 62, respectivamente, los estimadores de mdxima verisimilitud (52 ajustado por
sesgo) de bee y o2 en el n-esimo modelo. Por lo tanto,

>E>

1. Silim, (X', X )~ " = 0, entonces la sucesion de estimadores {€'(3,)} es un esti-
mador consistente en media cuadrdtica ( 'y simple) de {€'3,} (donde £ es un vector
p X 1 de constantes).

2. La sucesion de estimadores {62} es un estimador consistente en media cuadrdtica (
y simple) de 2.

Prueba 3.1 Hay que demostrar que 62 y Z',@n son insesgados en el limite y que las vari-
anzas de 62 y'[3,, son cero en el limite. Se dejan los detalles como ejercicio.

Corolario 3.3 Bajo las condiciones del teorema 3.16, cada elemento de [3,, es un esti-
mador consistente en media cuadrdtica (y simple) del correspondiente elemento en (3.

3.1.5 Estimacion Puntual de funciones lineales de los parametros

Para un vector x en el dominio D, se sigue que
P
/
plx)=Br=> B
i=1

y esta es una combinacién lineal dad de los ;. Por lo tanto por las partes 6 y 7 del teo-
rema 3.13, y més especificamente por el teorema 3.15, se puede hacer ¢(3, o2) igual a
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B'x, y se sigue que el estimador insesgado de varianza uniformemente minima de j:(x) es

alx) = ,@lm para cualquier vector x en el dominio D, donde 3 estd dado como en la parte
1 del teorema3.13.

Para cualquier vector de constantes £p x1,el EIVUM de ¢ 3, cualquier combinacion
lineal de 3, estd dado por £'B. Esto es,

ep=1p
Por supuesto, z«(x) es un caso especial de £'3, como se puntualizard en el siguiente ejem-
plo

EJEMPLO 3.5

Considere el ejemplo 2?2, donde p(z) = Bp+ B1x para z en el intervalo 50 < x < 300
millas. Si se recolectan los datos y se usan las formulas del ejemplo 3.1, se puede
estimar 3y y 31. Suponga que se desea estimar la media de la variable aleatoria Y40),
es decir, ££(60). Ya que (60) = 8y + 51, el EIUVM de 1+(60) es

1(60) = Bo + 603,
Por otro lado, suponga que el investigador quiere estimar 308y — 80531, lo cual se
denota por £83 donde ¢ = [30,—80]. De acuerdo con el modelo de la situacién
del mundo real, 305y — 80/ no es la media y(z) de cualquiera de la distribuciones
guajiras. Sin embargo, se puede estimar £'3, y por el teorema 6.2.2 el EIVUM es

23 =308 — 80/3.

3.2 Valores Ajustados y Residuales

Una vez obtenido el estimador ,@ de 3. Si sustituimos esos valores en la ecuacién del
modelo

Ely] = X8
obtenemos la ecuacién de regresion estimada

e ~

Elyl=Xp (3.33)

—

que por costumbre usamos Y en vez de E[y].

Cuando sustituimos los valores observados en la ecuacion 3.33, obtenemos el vector de
valores ajustados, representado por yJ. Otra manera de representar el vector de valores
ajustados es

y=X(X'X)"'X'y=Hy (3.34)

donde
H=XX'X)'Xx' (3.35)

La diferencia entre el vector de valores observados y y el vector de valores ajustados g es
conocido como el vector de residuales o simplemente residuales, y se representa con la
letra e, es decir
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e=y—g (3.36)

el cual se puede escribir como

e=y—Hy=(1-H)y (3.37)

3.3 Evaluacion del Modelo

La regresion lineal calcula una ecuacion que minimiza la distancia entre la recta ajustada y
todos los puntos de los datos. Técnicamente, el método de minimos cuadrados minimiza la
suma de cuadrados de los residuos. En general, un modelo se ajusta bien a los datos si las
diferencias entre los valores observados y los valores predichos (ajustados) son pequefios
e insesgados.

Antes de mirar las medidas estadisticas para evaluar la bondad del ajuste, se deben chequear
los grificos de los residuos. Los mismo pueden revelar patrones que indican resultados
sesgados de manera mas eficaz que los nimeros. Cuando los grafico de residuos pasan la
prueba, se deben usar nimeros y comprobar las estadisticas de bondad de ajuste.

3.3.1 Particion de las Sumas de Cuadrados

La variacién de un conjunto de datos es convencionalmente medida en términos de las
desviaciones de los y; alrededor de la media y. Estas desviaciones se muestran por la linea
vertical en la figura 3.3.

®

Desviacién Total

b A

Figure 3.3 Desviacion Total

La medida de la variacién total, denotada por SCT, es la suma de las desviaciones al

cuadrado, es decir
n

SCT = (y: —7) (3.38)
i=1
Aqui SCT denota la suma de cuadrados total. Si todas las observaciones y; son las mis-
mas, SCT = 0. Cuanto mayor es la variacién entre las observaciones y;, mayor es SCT.
Por lo tanto, SCT es la variacion de las observaciones y; cuando no se toman en cuenta
las variables explicatorias.
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Cuando utilizamos la variable predictora z, la variacién que refleja la incertidumbre con
respecto a la variable y es la de las observaciones y; alrededor de la regresion ajustada:

Yi — Ui

Estas desviaciones se muestran en la linea vertical en la figura 3.4.

Figure 3.4 Desviacion de las observaciones con respecto a la regresion

La medida de la variacién en las observaciones y; que estd presente cuando la variable
predictora x se tiene en cuenta es la suma de las desviaciones y; — ¢; al cuadrado, es decir

SCE = (yi — i)? (3.39)
=1

Aqui SC'E denota la suma de cuadrado del error. Si todas las observaciones y; caen sobre
la recta de regresion ajustada, SCE = 0. Cuanto mayor sea la variacion de las observa-
ciones y; alrededor de la recta de regresion ajustada, mayor serd la SCE.

La diferencia entre estas dos medida también es una suma de cuadrados, la cual esta dada
por

SCR=> (3 —7)° (3.40)
=1

Note que la SC'R es una suma de desviaciones al cuadrado, las desviaciones son

Ui —y

Estas desviaciones se muestran por la linea vertical em la figura 3.5. Cada desviacién es
simplemente la diferencia entre el valor ajustado de la recta de regresion y la media de las
observaciones (la cual es la misma media de los valores ajustados). Si la recta de regresion
es horizontal de manera que §; — y = 0, entonces SCR = 0, de lo contrario, SC'R sera
positiva.

La SCR puede considerarse como una medida de la parte de la variabilidad de los y;
la cual estd asociada con la recta de regresion. Cuanto mayor sea SC'R en relacién a la
SCT, mayor serd el efecto de la relacién de regresion para explicar la variacion total de
las observaciones ;.
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J=bot+bix Desviacién

b= -5

<

Figure 3.5 Desviacion de la regresién con respecto a la media

3.3.1.1 Desarrollo Formal de la Particion La desviacion total, usada en la medida de
la variacidn total de las observaciones y; — ¢, usada en la medida de la variacion total de
las observaciones y; sin tomar en cuenta la variable predictora, se puede descomponer en
dos componentes:
Yi—Y=0—9+Y% Y (3.41)
Los dos componentes son:
1. La desviacién del valor ajustado ¢; alrededor de la media g, (9; — 9)

2. Ladesviacion de la observacién y; alrededor de la recta de regresion ajustada, (y; — ;)

Es una propiedad remarcable que la suma de cuadrados de estas desviaciones cuadrados
tienen la misma relacién:

n

SNwi—)?=> G-+ (v — i) (3.42)
i=1 i=1 i
0, usando la notacién en (3.44), (3.39) y (3.40):

SCT =SCR+ SCE (343)

Para probar este resultado procedemos de la siguiente manera:

(5 — ) + (yi — 90)]?

(]
s

|

S
=

(V)

Il
(3=

=1

-
Il
—
-
Il

(9 — ) + (yi — 9:)% + 205 — ) (yi — 9:)]

[
hE

1

o
Il

[
hE

(9 —9)° + Z(yz —;)* +2 Z(ﬁz — )Y — Us)

1

o
Il

Se puede probar facilmente que el tercer termino del lado derecho (la suma cruzadas es
igual a cero).
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3.3.1.2 Sumas de cuadrados en términos matriciales En la ecuacion (3.44) tenemos
una expresion de la SCT, pero la misma se puede escribir como

n n n N2
SOT =3y — )t = 3y - =t (3.44)

‘ 5 n
i=1 i=1
Pero >, y? se puede escribir en términos matricial como y'y. Ademds
n 2
(i1 ¥i) _ <l> y'Jy
n n

donde J es una matriz de unos. Por lo tanto

1 1
SCT =y'y — <E> yJy=1 {I — <E> J} Y (3.45)

Asi mismo, la SC'E esta dada por la ecuacién (3.39). Si denotamos e; = y; — g; entonces

SCE = %", €2, 1o cual en terminos matriciales serfa

SCE=¢ee=(y—XB)(y—Xp) (3.46)

que también se puede escribir como
SCE =éee=vy'y— B/X'y (3.47)

Finalmente, la suma de cuadrados de regresion se puede escribir como

SCR=f'X'y— <1>y’Jy (3.48)

n
3.4 Coeficiente de Determinacion

El coeficiente de determinacién, denotado por R? es una medida estadistica de cuan cerca
de los datos estd la ecuacién ajustada. La definicién de R? es muy simple, este es el
porcentaje de la variacion de la variable respuesta que es explicada por el modelo lineal, es

decir,
Variacién Explicada

R? =
Variacion Total

De acuerdo con lo estudiado anteriormente la variacion explicada estd dada por la suma de
cuadrados de regresion, SCR = > (4; — y)?, y la variacién total estd dada por la suma
de cuadrados total, SCT = Y_""_, (y; — §)?. Por lo tanto,

_SCR _ i (i = 9)?
SCT 3y —v)°

Forma matricial: En la seccién anterior se llegé a las siguientes expresiones de las sumas
de cuadrados en forma matricial

R2

(3.49)

= SCT =y [1-(3)J]y

» SCE=¢€ee=(y—X0)(y—XpP)
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» SCR=GX"y— (1) y'Jy

Por lo tanto el coeficiente de terminacién en forma matricial estd dado por

SCR  BX'y—(L)y'Jy B X'y—np?
SCT ~ y - (L) Jy Yy -

R? = (3.50)

3.4.1 Propiedades del coeficiente de determinacién

Algunas propiedades de R? se listan a continuacién.

1. Elrango de R?es 0 < R? < 1. Si todos los Bj fuesen cero, excepto Bo, R? deberia
ser cero. Si todos los valores de y caen sobre la superficie ajustada, es decir y; =
9i,1 = 1,2, ...,n, entonces r2 deberia ser 1.

2. Adicionar una variable x al modelo incrementa (nunca decrementa) el valor de R2.
3. Sif =By =--- =B =0, entonces
k

n—1

E(R?) =

(3.51)

Note que los ﬁfj no serfan 0 cuando los 5; son 0.

4. R? es invariante a transformaciones lineales de rango completo sobre los = y a un
cambio de escala sobre y (pero no invariante a transformaciones lineales conjuntas de
yy las ).

En las propiedades 2 y 3 vemos que si k es una fraccion relativamente grande de n, es
posible tener un valor grande de R? que no es significativo. En este caso, los x que no con-
tribuyen a predecir y pueden aparecer para hacerlo en un ejemplo particular, y la ecuacién
de regresion estimada puede no ser un estimador ttil del modelo poblacional. Para corregir
esta tendencia, un R? ajustado, denotado por R2 fue propuesto por Ezekiel (1930), el cual
veremos mds adelante.

3.4.2 Observaciones sobre el coeficiente de determinacién
1. No permite determinar si los coeficientes estimados y las predicciones sos sesgadas.

2. No indica si un modelo de regresion es adecuado. Se puede tener un valor bajo de R>
para un modelo bueno, o una valor alto de R? para un modelo que no se ajusta a los
datos.

(a) R? bajos no necesariamente son malos. En algunos campos, es completamente
esperado que el valor de R? sea bajo. Por ejemplo, al intentar predecir el com-
portamiento humano, tal como en psicologfa, tipicamente se tienen valores de R?
por debajo del 50%. Los humanos simplemente son mds dificiles de predecir que,
digamos, los procesos fisicos.

Si el valor de R2 es bajo pero se tienen predictores estadfsticamente significativos,
se pueden sacar conclusiones importantes sobre como cambios en los valores de
los predictores estdn asociados con cambios en la variable respuesta. Independi-
entemente del R?, los coeficientes significativos atin representan el cambio medio
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en la respuesta por el cambio en una unidad en el predictor mientras los otros pre-
dictores se mantienen constantes. Obviamente, este tipo de informacion puede ser
extremadamente valiosa.

Por lo tanto, no debe sorprendernos tener resultados con R? bajos y p — valor
bajos.

(b) R? altos no necesariamente son buenos. Un R? alto no necesariamente indica
que el modelo tiene un buen ajuste, esto puede ser una sorpresa. Pero existen
situaciones en las que se puede observar graficamente que la linea ajustada (mod-
elo de regresion lineal simple) tiene un comportamiento alejado de los datos y atn
asi el R? puede ser alto. Esto es posible por muchas razones, una de ellas es que
la mejor manera de modelar la variable respuesta es a través de regresién no lin-
eal; otra es que en la construccion del modelo no se estdn usando los predictores
importantes o que se han incluido muchos predictores. Existen otras razones que
se dejan como tema de investigacion a los estudiantes.

3. Una pregunta comun al realizar un andlisis de regresion es ;Qué tan alto debe ser el
R??. Larespuesta a esta pregunta es... depende.. Depende del objetivo principal que
se tenga al realizar el andlisis. Dos objetivos frecuentes en el andlisis de regresion son

(a) Describir la relacion entre los predictores y la variable respuesta, o

(b) Predecir la variable respuesta

Si el principal objetivo es determinar cuales predictores son estadisticamente signi-
ficativos y como cambios en los predictores se relacionan a cambios en la variable
respuesta (objetivo (a)), entonces el valor de R? es irrelevante. Por ejemplo, suponga
que se modela la relacion entre X y Y, se encuentra que el p—valor para X es signi-
ficativo, ademds que su coeficiente es 2 y que los supuestos se cumplen, estos resul-
tados indican que un incremento de una unidad en X esta asociado a un incremento
promedio de 2 unidades en Y. Esta interpretacién es correcta atin si el B2 es 0.95 o
0.25. Por lo tanto preguntarse ;cuén grande debe ser el R2? en este contexto no tiene
sentido porque este no es relevante. Un R? bajo ni niega un predictor significativo,
ni cambia el sentido de su coeficiente. El R? es simplemente cualquier valor, y no
necesita ser un valor particular para permitir una interpretacién vélida.

Por el contrario, si el objetivo principal es producir predicciones precisas, el valor de
R? es importante. Lasa predicciones no son tan simples como solo predecir un valor,
ya que ellas incluyen un margen de error, predicciones mds precisas tienen menos
error. El R? entra en escena porque un R? bajo indica que el modelo tiene mucho
error. Por lo tanto, un R? puede advertir de predicciones imprecisas. Sin embargo, no
se puede usar el R? para determinar si las predicciones son lo suficientemente precisas
para las necesidades.

3.4.3 Coeficiente de determinacidn ajustado

Hemos visto que una de los propiedades que tiene el R? es que este aumenta (o por lo
menos no disminuye) a medida que se van afiadiendo variables al modelo. En conse-
cuencia un modelo con mas coeficientes puede parecer tener un mejor ajuste simplemente
porque tiene mds terminos, situacién que no necesariamente es cierta.
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El coeficiente de determinacién ajustado es una versién modificada del R? que se ajusta
por el nimero de predictores en el modelo. El R? ajustado se incremente solo si el nuevo
termino mejora al modelo mds lo que se esperaba por azar . Este disminuye cuando cuando
un predictor mejora al modelo por menos de los esperado al azar. Siempre es mas bajo que
el R2.

Para obtener R2, primero restamos k/(n — 1) en 3.51 desde R? para corregir por el sesgo
cuando 8 = B2 = ... = B = 0. Esta correccién, sin embargo, deberfa hacer R? mads
pequeiia cuando los /3 son grandes, por lo que una modificacién adicional se hace para que
R? =1 cuando R? = 1. Por lo tanto R2 es definido como

(R? =) (n—=1)  (n—1)R2—k

n—1

a™ n—k—1 T on—k-1

(3.52)



