Capitulo 3

MODELOS DE REGRESION

PRUEBA DE HIPOTESIS E INTERVALOS DE CONFIANZA

En esta parte se desarrollan las pruebas de hipétesis e intervalos de confianzas referentes
al modelo lineal general, en primer lugar se discute la prueba de la hipétesis H3 = h, la
cual es la hipdtesis mds general y a partir de ella se desarrollan algunas pruebas de hipétesis
particulares. También proveemos un intervalo de confianza para 2. Asumiremos en todo
el capitulo que y ~ N(X3,0%1),donde X esn x p, p =k + 1, de rango p < n.

3.1 Prueba de la Hipétesis H3 = h

En esta seccion se deriva y discute una prueba de la hipétesis H 3 = h para el modelo lin-
eal general. En las secciones siguientes se discuten varios casos especiales de esta prueba.
Las pruebas que son generalmente de interés son aquellas que envuelven funciones lineales
de los pardmetros desconocidos 3;. A continuacién algunos ejemplos

EJEMPLO 3.1

Considere un modelo lineal simple
K:60+6X2+52 7;:1727"'7’”’
los siguientes son ejemplos de pruebas que pueden ser de interés:

1. Bo = 0 (0 By = by, donde by es una constante dada); esta es una prueba de que el
intercepto es cero (o igual a una constante by).
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2. 8 =1( B = b, donde b es una constante dada); esta es una prueba de que la

6. B1— 282 =483

pendiente es uno (o igual a una constante b).

EJEMPLO 3.2

Considere un modelo lineal simple
Y= Bo+ BiXin + PoXio+ B3 Xiz + BaXiau+e; 1=1,2,..,n

los siguientes son ejemplos de pruebas que pueden ser de interés:

. B1 = B2; una prueba de que j; sea igual a 3, ignora los valores de los ; restantes.

. B1 = B2y B3 = B4, una prueba de que 3, seaigual a B2 y B3 seaigual a 8, ignorando

el valor de 3y

. B1 = P2 = 6; esta es una prueba diferente a la 1, aqui la prueba es que 51 y B2

son ambos iguales a 6; en la parte 1 la prueba es que 51 y 52 son ambos iguales sin
establecer cual es el valor comun.

. Bo = B1 = B2 = P3 = B4 = 0; una prueba de que los 3; son simultaneamente

iguales a cero.

. B1 = P2 = 3 = B4; una prueba de que todos los j3; (excepto 3y) son iguales, pero

no se establece cual es el valor comun.

una prueba de 2 relaciones lineales especificas entre los j3;.
Bi+28,=6

Una cosa a notar es que cada hipétesis es un caso especial de

HB=h

donde H es una matriz ¢ X p 'y h es un vector ¢ x 1. A continuacién se muestra H y h
para cada hipétesis del ejemplo 3.2. El vector 3" = [0, 81,32, 83, B4]

L}I:@ 1 -1 00}h:0

1 -10 0]
0 1 -1

o
o
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01 -2 -4 0 0
6. H = ch =
0 1 2 0 0 6
Nota 3.1 Las matrices H y h no son necesariamente tinicas. Por ejemplo considere la
matriz del item 5. La misma puede escribirse como

01 -1 0 0 0 -1 0 0 1
H=(0o 1 1 -2 0|6H=|[0 0 -1 0 1
0 1 1 1 -3 0 0 -1 1

Las tnicas restricciones que se consideran sobre H y h son la siguientes:
1. HB = h es un conjunto consistente de ecuaciones.

2. La matriz H ., tiene rango g. (esto es conveniente para que H H' sea de rango
completo).

A continuacién se deriva una prueba de HB = h para el modelo lineal general Y =
X3+ & donde € ~ N(0,52I). En primer lugar se construye el estadistico de prueba,
luego se identifica la distribucién de dicho estadistico y por dltimo se calcula la potencia
de dicha prueba. Todo se resume en el teorema 3.1.

3.1.1 Calculo del Estadistico de Prueba

Para calcular el estadistico de prueba se usa la razén de verosimilitud generalizada. Esta
metodologia compara el valor méximo de L(3, o2) restringido por Hy : HB3 = h con el
valor mdximo de L(3,c?) bajo la H; : HB3 # h, la cual en esencia no esta restringida.
Por lo tanto, la razén de verosimilitud generalizada estd dada por:

max [L(B, 0% : y)]

B,02)ew L(w
o) =4 ma)x L(B.0%y) LEQ; G-D
(B,O'Z)GQ ? .
donde los espacios muestrales {2 y w estan dados por:
0 = {(B,0%):B€Eyo”>0)
w = {(B,0°):B€E;HB=hio® >0} (3.2)

Es decir, € es el espacio de los pardmetros bajo la hipdtesis alternativa (sin resctricciones),
y w es el espacio de los pardmetros bajo la hipétesis nula (restringido a que H3 = h).

Si H 3 es igual o cercano a h, entonces L(@) debe ser cercano a L(2). Si L(w) no es

cercano a L(£}) concluimos que la muestra, yv = (y1, ..., yn)’ aparentemente no viene de
una N,,(X3,52I) con HB = h.

Recordemos que la funcién de verosimilitud L(3, o2 : y), esta dada por

L(B,0% : y) = (2m) "/2(02) "2~ (v XB) (u=XB)/20° (3.3)

El denominador, L(£2), se obtiene facilmente, ya que este es la funcién de verosimilitud
evaluada en el valor de mdxima verosimilitud de los parametros 3 y o2, cuando estos
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pueden variar en €. Dichos estimadores se obtuvieron en el capitulo anterior, representados
por las ecuaciones 2.1.3 y 2.26 pero que en este caso se van a denotar por 3q y 63,
respectivamente. Por lo tanto sustituyendo estas dos ecuaciones en la ecuacién 2.18 se
obtiene que

L(Q) = (2m) "/2(63) "2 /2 (34)

Para hallar el numerador, L(&), se debe encontrar el méximo de la funcién de verosimilitud
L(B,0? : y; X) con respecto a 3 y o2 cuando estos parametros pueden variar en w. Esto
puede hacerse por dos métodos:

1. Alresolver H3 = h para 3, sustituyendo la restriccion en la funcién de verosimilitud
y maximizando la funcién resultante.

2. Al usar Multiplicadores de Lagrange y maximizar la funcién de verosimilitud sujeta
a la restriccion H3 = h.

1. Método de Sustitucién. Este método consiste en sustituir la restricciéon, H3 = h,
en el modelo y = X 3 + €, obteniéndose de esta manera un modelo nuevo conocido
como el modelo reducido por la hipétesis. La cuestién ahora a resolver es como
introducir la restriccion en el modelo. Si la matriz H fuese una matriz cuadrada de
rango completo, entonces tuviese inversa, con lo cual H ' H = Iy asi

y=XB+e=XIB+e=XH 'HB+e=XH 'h+e

con lo cual se tendria el modelo nuevo con la restriccién incluida. El problema es que
la matriz H no es invertible. Para solucionar esto, se completa a H con otra matriz

G, de manera que la matriz completa {G} tenga inversa. Recordemos que la matriz

H es q x p, de rango ¢, por lo tanto la matriz G debe ser (p — ¢) x p de rango p — ¢,
0 < ¢ < p, que ademds cumpla con la condicién de que tal HG' = 0, es decir que

G es una completacién ortogonal de H. Siendo asi, se tiene que la matriz {G} es

p X p de rango p. Por lo tanto se cumple que

—1
H H| [
G G
Recordemos que si una matriz A es invertible se cumple que A~* = A~ ademés
por propiedades de inversa se tiene que

Por lo tanto se tiene que

] - e g
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Reescribiendo el modelo

-1
H H
XB+e=X
G G
= XH HB+XG GB+e

Y Bre=XH H+G G)B+e

sustituyendo H3 = h , el modelo serd
Y=XH h+XG GB+e¢
lo cual es equivalente a

Y -XH h=XG GB+e¢

Haciendo Z =Y — XH h, B = XG  y~ = G, el modelo se escribe como
Z = B~ +¢,elcuales el modelo Y = X 3+ € con la restriccién impuesta por Hy.

Este es un modelo lineal general ya que Z es un vector aleatorio n x 1 observable, B
es una matriz n X (p — g) no observables de rango p — ¢ (falta probarlo) y -y es un
vector (p — ¢) x 1 de pardmetros desconocidos y puede ser cualquier vector en E,_,
y e~ N(0,5°1).
El modelo reducido significa:”El modelo completo reducido por las restricciones de
la hipétesis Hy”.

Solo fata probar que B = X G~ es una matriz n X (p — ¢) de rango p — q. Como
G es una matriz de rango (p — q) x p de rango p — g, entonces G~ = G'(GG') 1,
lo cual implica que G~ es p X (p — q), y por consiguiente X G~ es una matriz
n % (p — q). Para el rango usamos el hechode queel r(G™) =p—¢, X X =1y
que r(AB) < r(B), entonces

p—q=r(G7)=r(X"XG ) <r(XG )<r(G)=p—q
porlotanto r(XG ™) =p—gq
Usando el nuevo modelo Z = B~y + ¢, los estimadores maximo verosimiles de <y y

o2 estdn dados también en las ecuaciones 2.1.3 'y 2.26 con B reemplazandoa X y Z
reemplazando a Y. Ellos son denotados por ¥,, y 62, y estén dados por

4, = B Z (3.5)
1
62 = -Z'1-BB)Z (3.6)
n
Entonces,
L(@) = (2m) "/2(62) "/?e ) 3.7)

Por lo tanto, el estadistico de prueba de la razén de verosimilitud generalizada es

~2 N\ n/2
Viy) =V = <U—Q> (3.8)
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Nota 3.2 Siq = p, entonces B = 0y el modelo reducido es Z = €, donde Z =Y —
X H 'hy el espacio del pardmetro w es w = {(B8,02) : B = H'h = b;0> > 0}.
Ademds L(®) = (2r)™"/2(62)~"/2e /2 donde 6% = L Z'Z = L (Y — Xb)'(Y —
Xb).

En lugar de V' se usa un estadistico que es una funcién monétona de V/, esto es, se usa
W, donde W = (V 2/ — 1)£n—;pz, lo cual da:

W <n—p> <&3—&?Z> <n—p> {Z'(I—BB)Z—Y'(I—XX)Y
q 62 q YI-XX)Y
3.9
Terminologia: Se llama IV al estadistico de prueba de la razén de verosimilitud gen-
eralizada.(Aunque estrictamente deberia ser es una funcién del estadistico de prueba
de la razén de verosimilitud generalizada)

2. El método de Lagrange

Este método consiste en construir una nueva funcién, llamada funcién de lagrange,
la cual estd formada por la funcién que se quiere optimizar y las restricciones que
esta contiene. Una vez construida dicha funcién, el objetivo es hallar los valores que
alcanzan el 6ptimo de la misma. En éste caso la funcién de lagrange estd dada por:

L = L(B,o?:y;X)—N(HB-h)
(v~ XB)(y - XB)| - X(HB - )

202

202

= (2n0?) ™ %exp {
= (2r0%) " ?exp { Wy-yXp-6'X'y+ ﬁ’X'Xﬁ)} ~XN(HB-h)

Derivando esta expresién con respecto a 3,52 y A respectivamente se obtiene

oL

B L(B,0%  y; X) [-(20*) ' (—y X - X'y+ X'XB+ B X'X)|—H'X
= L(B,0%:y; X) [-(20°) 1 (—2X'y +2X'XB)] — H'X
= L(B,0%:y; X) [-(20°) ' (2X'XB - 2X"y)| — H'A (3.10)
oL -1
Sos = 5 2ret) e |5y~ XB) (y - XB)
+L(B,0%  y; X)(20") ' (y — XB) (y — XB)
= —nn(2r0”) T L(B,0”%) + (20") T (y - XB) (y — XB)L(B,07) (3.11)
oL
- —(HB —h) (3.12)

Igualando esta derivadas a cero y denotando como 3, 52 y A como las soluciones a
23
GoA

las ecuaciones resultantes, se obtienen las siguientes expresiones (sea A* = L(T:h’
0103y,



PRUEBA DE LA HIPOTESIS H3 = H 49

y note que L(3,02% : y,x) > 0):

{XX H ﬁj X'y G13)
H 0 A h
1 - -
7 = —(y-XB)(y-XB,) (3.14)
Resolviendo estas ecuaciones se tiene que
A = [H(X'X)"'H'|"Y(HB, — h) (3.15)
B, = Pa+X'X)'H'HX'X)'H'|"Y(HB, —h) (3.16)
72 = G+ ( ) (HB, —h)[H(X'X)"H'|""(HB, —h) (3.17)

donde ,39 = XY es el Estimador mdximo verosimil de 3 en el modelo completo,
&2 es el estimador maximo verosimil de o2 en el modelo completo. Si se sustituye
,@w y &2 en la ecuacién 3.9 y realizando ciertas operaciones algebraicas se obtiene la
siguiente expresion para IW.

" <n—p> {(Hﬁ—h)’[H(X'X)1H'}1(Hﬁ§_h)} (3.18)

q Y(I-XX )Y

3.1.1.1 Equivalencia de los 2 estadisticos A continuacién se demuestra que la for-
mula para el estadistico de prueba obtenido con el método de seleccidn, ecuacién 3.9, es
igual al obtenido con el método de Lagrange, ecuacién 3.18. Para ello sélo basta con
probar que

Z(I1-BB)Z-Y'(I1-XX"Y (3.19)
en la ecuacién 3.9 seaigual a
(HB - h)'[H(X'X) 'H'| '(HB - h) (3.20)

en la ecuacién 3.18.
Para ello es necesario realizar algunas transformaciones en las dos ecuaciones. Comence-
mos con la ecuacion 3.9, en la cual sustituyendo Z =Y — X H h, B = XG endicha
ecuacion y simplificando se obtiene que
Z(I-BB)Z-Y'(I1-XX)Y =Z'XX - (XG)(XG)|Z @321
Para obtener este resultado se procede de la siguiente manera. En principio note que como
Z =Y — X H  h, entonces
I-XX7)Z = (I-XX")
= I-XX")Y-XH h-XX XH h
)

= I-XX")Y-XH h—-XH h
I-XX")Y
y como (I — X X ™) es idempotente y simétrica entonces
Z(1-XX)Z = Z'(I1-XX )(I-XX )z

= [(I-XX)Z)[1- XX )Z]
= [(I—XX*)Y}’[(I—XX )Y
= YI-XX)(I-XX)Y
= YI-XX)Y

(Y-XH h)=(I1-XX)Y—(I-XX )(XH h)
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Por lo tanto,

Z(I1-BB)Z-Y'(I-XX)Y = Z(-BB )Z-Z'(1-XX)Z
= Z(I-BB —-1+XX)Z
= Z(XX —-BB)Z

Ahora sustituyendo B = X G en la ecuacién anterior se obtiene la ecuacién 3.21.
Con respecto a la ecuacién 3.20, al sustituir 3 = X~ Y y realizando algunas simplifica-
ciones se obtiene que

(HB - h)[H(X'X) 'H'|"W(HB-h)=Z'(HX )" (HX )Z (3.22)
Para obtener dicho resultado es necesario notar que
. HX )(XH ) =1L
2. HX ' Y-h=HX (Y-XH h)=HX Z,
3. [HX'X)'H'|"'=(HX ) (HX ).
4. (HX )~ (HX ™) es simetrica e idempotente.

Dichos resultados se muestran a continuacion: Para el inciso 1., como la matriz H es ¢ X p
de rango g y X es n x p, entonces H X~ es una matriz ¢ x n de rango ¢, lo cual implica
que es de rango por filas y se cumple que (HX " )(XH ™) = I. Elrango de HX ™~ se
obtiene de la siguiente manera

g=r(H)=r(HX X)<r(HX ) <r(H)=q
para el inciso 2., se procede de la siguiente manera

HX'Y-h = HX Y-HX XH h
= HX (Y-XH h)
HX Z
para el inciso 3., se tiene que

H(X'X)"'H"' = [H(X'X) H| =[HX X H] =[(HX (X" H)"

(HX)(HX")]" =(HX )" (HX )"

y para el inciso 4., a continuacién se evalua la simetria y la idempotencia.
= Simetrfa: Note que
(HX")"(HX )] = [(HX V(HX )HX )] (HX")/
= (HX)[(HX )(HX )]"(HX )= (HX ) (HX")
= Idempotencia: Observe que:

(HX )" (HX )(HX ) (HX)=(HX )" (HX")
I
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Entonces

(HB —h)[H(X'X)""H'|"}(HB ~ h)

(HX Z)(HX ) (HX ) (HX Z)

Por lo tanto, para probar que el estadistico en las ecuaciones 3.9 y 3.18 son los mismos, se
debe mostrar que las ecuaciones 3.22 y 3.21 son las mismas, y esto significa que se debe

probar que

XX - (XG )XG ) =(HX ) (HX")

lo cual es equivalente a probar que

XX =(XG)(XG ) +(HX ) (HX")

Haciendo

N=(XG )(XG ) +(HX ) (HX")

(3.23)

(3.24)

(3.25)

entonces lo que hay que probar es que IN = X X . Es fécil ver que la matriz IN es una
matriz n X n, simetrica, idempotente y de rango p. A continuacién se demuestran cada una

de las caracteristicas de IV.

= Simetrfa: Observe que

N = [(XG)XG) +(HX ) (HX )]
= [(XG)(XG )| +[(HX ) (HX )

yase demostré que [(HX )" (HX )] = (HX )~ (HX ™) solo falta probar que
(XG)(XG ) ) =(XG )(XG™ )™, paraello es necesario tener en cuenta que
X G esunamatrizn X p — ¢ de rango p — ¢ lo cual se muestra a continuacion.

p—q=r(G)=r(X XG )<r(XG)<r(G )=p—q

Por lo tanto, X G~ es de rango por columnnas y asi tiene las siguientes propiedades
(XG)"XG =1y (XG ) =[(XG )(XG )] 1(XG ). Entonces para

la simetria se tiene que

(XG)(XG)] =

(XGH(XG ) (XG ) (XG)T

= (XG)(XG)(XG ) '(XG) =(XG )(XG )~
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» Idempotencia: Se debe probar que NIN = IN, veamos

NN =

(XG)(XG)” + (HX™)"(HX)|(XG™)(XG™)” +(HX") (HX")]

= (XG)(XG ) (XG)(XG ) +(XG ) (XG ) (HX ) (HX")
N——— ——

+(HX ) (HX )(XG")(XG") +(HX ) (HX")(HX ) (HX")

(XG)(XG™)™
HXG)(XG)(XGT ) MXG)HX)[(HX )HX )| {(HX")
+(HX )YHX XG (XG ) +(HX ) (HX")

(XG ) (XG)~
HXGH(XGY(XG) '@ X'X"H'[(HX )(HX )] " HX")
+HX ) HG (XG ) +(HX ) (HX")
0
(XGT)(XG™)~
HXGH(XG)(XG)'G™ (X X) H'[(HX )(HX )| '(HX")
I
+HHX ) (HX)
(XG ) (XG )™
HXG)[(XG )(XG )™ (HG )[(HX )(HX )] 7'(HX ")

0
HHX )" (HX")
(XG)XG) +(HX ) (HX )=N

= Rango de N. Como NN es una matriz simétrica e idempotente entonces

r(N) = 7[(XG)(XG ) +(HX ) (HX)
[

= tr[(XG")
tri(XG™)

T+ HXT)T(H X))

(XG
(XG )]+ tr[(HX )~ (H X))

Ademids, como (XG)(XG )~ y (HX )~ (H X ™) son matrices simétricas e
idempotentes de rango p — ¢ y ¢ respectivamente, entonces

r(N) = r[(XGT)XG) |+ r[(HX")" (H X7)]
= p—qtq=p

Para probar que IN = X X~ es necesario definir la siguiente matriz

A= (X'X)"'"H'HX ) +G (XG )~ (3.26)

la cual tiene las siguientes caracteristicas
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1. XA=N;

2. A tiene rango p;

3. XAX =X.

A continuacién se comprueban las 3 caracteristicas.
1. XA = N. Veamos que
XA = XX'X)'H'HX )" +XG (XG)~

= [(X'X)"'XVTH'(HX )" +XG (XG )~
= X"H'HX ) +XG (XG )
= HXYHX ) +XG (XG)~
= [(HX ) HX ) +XG (XG )~
= (HX )" (HX )+ XG (XG") =N

2. A tiene rango p. En este caso
p=r(N)=r(XA)<r(A)=r(X"XA) <r(XA) =r(N)=p
3. XAX =X.

XAX = XAXAA"  =NNA =NA =XAA =X
Por lo tanto, se puede probar que N = X X~ ya que

XX~ = (XX ) =[(XAX)X | = [(XA)(XX )] = (XX )(XA)
(XX )N =(XX )N=XX XA=XA=N

Esto prueba que W en la ecuacion 3.9 es el mismo W en la ecuacion 3.18.

3.1.2 Distribucion del Estadistico de Prueba

La distribucién del Estadistico de Prueba puede ser la distribucion del estadistico obtenido
con el método de sustitucion o con el método de Lagrange, pues como estos dos estadisticos
son equivalentes, la distribucion es la misma. A continuacién se calcula la distribucién del
estadistico obtenido con el método de sustitucion. Recuerde que el estadistico de prueba
por dicho método estd dado por la ecuacién 3.9. Ya que

Y(I-XX)Y=Z'(1-XX)Z
Entonces el estadistico de prueba se puede escribir como
r[sam]s ()rar (o

L) (e ()

Dado que
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* Z~N(XB—-XH h;d)
= A;(c?) = XX — BB esidempotente de rango ¢, y
= Ay(a?l) =1 — X X esidempotente de rango n — p

se cumple que

= U; ~x?(q,)), donde

- 3 E2) (XX~ BB )[E(2)]
como E(Z)=XB—-—XH hyXX — BB =(HX ) (HX") entonces
A = %ﬂXﬁ—XH?WKHXWWHX?mXﬁ—XH?m

= Uy ~ x%(n — p, A2) Claramente el pardmetro de no centralidad es cero pues
1

N = S lEZ)/0- XX )[E(Z)
= ;%Mﬂ—XHVWO—XXjMﬁ—XHVQ
= Ss(X(B- H R (I- XX )X(8~H h)=0

I
——

yaque(I- XX ) X=X-XX"X=X-X=0
Adémas, es facil demostrar que U; y Us son independientes, (Tarea), entonces
WN F(Q7n_p7)\)

donde )
A= 55 (HB—h)[H(X'X) 'H|"|(HB—h)
o

yA=0siysélosi H3 — h =0, esto es si y s6lo si Hy es cierta ya que H (X' X)) 1H’
es una matriz definida positiva.
Teorema 3.1 En el modelo lineal general Y = X3 + € donde € ~ N(0,0%I), W es un
estadistico de prueba de la razén de verosimilitud generalizada para probar la hipotesis

Hy : HB=h

H, : HB#h

donde W estd dado en las 2 formas siguientes

Forma 1
L(HB —h)[Cov(HB—h)]" (HB - h)

52

<n—p> {(Hﬁ“— h)[H(X'X)'"H'| " (Hj - h)}
1
q

Y(I-XX )Y

(HB — h)[Coo(HB — h)] "' (HB — h) (3.27)
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donde 3 =X"Y y52 = n%pY'(I— X X )Y sonlos EIMV de By o2, respectivamente.

_ A2 a9
W= <” p) <U“A2”Q> (3.28)
q 79

1 1 .
=Y (I-XX )Y = -(Y'Y - BX'Y)

Forma 2

donde

es el estimador mdximo verosimil de a* en el modelo completo Y = X3 + €, y donde
~2 1 / — / 1 / AU
65 =—-Z'(I1-BB)Z'=—-(Z'Z-4%B'Z)
n n

es el estimador mdximo verosimil de o2 en el modelo reducido Z = B~y + €, (donde
Z = By + € es el modelo completo reducido por Hy)

Ademds, W ~ F(q,n — p, \) donde

_ 1
T 252

A (HB—h)[H(X'X)"'H'|"(HB - h)

La prueba de la razén de verosimilitud generalizada es como sigue: Rechazar H| si y sélo
si w satisface que w > F, , ,_, donde F,, ; ,,_, es el punto de la distribucion F' cuya
cola derecha es o con g y n — p grados de libertad; w es el valor calculado de .

Las ecuaciones 3.27 y 3.28 son las férmulas bdsicas para hallar pruebas estadisticas, y atin
m4s importante, para hallar intervalos de confianza sobre funciones lineales de los §;.

3.1.3 Potencia de la Prueba

Recuerde que la potencia de una prueba, II()), se define como la probabilidad de rechazar
la hipétesis nula cuando ella es falsa, es decir

IT(\) = PJ[Rechazar Hy|H es falsa]

por lo tanto, la potencia de esta prueba estd dada por

II(A) = P[Rechazar Hy|H, es falsa] = P[W > F, 4 n_p/H 3 # h]
= / F(w:q,n—p,\)dw
FO‘)‘Z)”*P

Por lo tanto, para determinar la potencia de la prueba es necesario conocer P[W >
Foqmn—p|H B # h]. Existen diversas maneras de obtener dicha probabilidad

= Usando los grificos de las cartas de Pearson-Heartley, las cuales se encuentran en
Stapleton (1995).

= Usando las tablas de la distribucién F no central disponibles en Graybill (1976).

= Usando cualquier paquete estadistico (en este caso se recomienda R).
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En cualquiera de los dos primeros casos es necesario calcular la siguiente cantidad

2A
¢=1/—=
qg+1

Para las tablas en Graybill y Para los graficos en Stapleton.
Para hacerlo en R se usa la siguiente instruccion

pf(q=qf(p=c, df1=, df2=, lower.tail = FALSE, log.p = FALSE), dfl=, df2=, ncp=A,
lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
3.1.4 Expresion alterna para W

Una expresion alterna para W se obtiene al definir 8 = HB — h. Con esta definicién
entonces la hipétesis a probar es

HO : 0=0
H1 . 0 §£ 0
Por el teorema 2.13 el estimador maximo verosimil de 8 es § = H ,3 — h. Ademas

6~ N@,02H(X'X) 'H').
Por lo tanto, el estadistico de prueba obtenido por le método de Lagrange se puede

escribir como
_ ~ , 1 14
W <n p> {0 [H(X'X) 'H'| 0} (329)

q Y(I-XX )Y

En cambio, el estadistico obtenido por el método de sustitucién permanece sin cambio.

3.2 Pruebas de hipdotesis comiinmente usadas

A continuacién se presenta el desarrollo de las pruebas de algunas hipdtesis que son
comuinmente usadas en el andlisis de un conjunto de datos.

3.2.1 Prueba sobre un subconjunto de 3

De manera general, supongamos que se desea probar la hipdtesis de que un subconjunto de
los  no son usados en la prediccién de y. Un simple ejemplo es Hy : 3; = 0 para un solo
Bj. Si Hy es rechazada, deberfamos mantener a 3;x; en el modelo. Como otra ilustracion,
considere el modelo

y=Bo+ Prx1 + Baxa + B3x] + Baxi + Psaima + €

para el cual deseamos probar la hipétesis Hy : 83 = 84 = 85 = 0. Si Hy es rechazada,
debemos seleccionar el modelo completo de segundo orden en vez del modelo reducido de
primer orden.

Matricialmente la hipétesis es planteada de la siguiente manera:

B3
Ho:By={fs| =0
Bs
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Por lo tanto la hipétesis esta particionando al vector 3 en dos partes como se muestra a
continuacién

Bo
B
B2
Hy:B8=1|.--| =
B3
Ba
Bs

Dicha particién genera la siguiente particion de la matriz X

B
By

2 2

1 1 ®i2 027 T{y T11T12
2 2

1 o1 a2 |, T5; T35 T21T22

|

|

|

1 .2 2

X=|1 =3 $32|$31 T39 T31T32 :<X1 X2>

- . .

|

|

2 2
1 Tnl Tp2 ' Ty Tpo TplTn2

Por lo tanto dicha hipotesis esta generando la siguiente particion en el modelo

Xpre=(X1 X) gl +e

2
= XuB + X6, +e (3.30)

Volviendo a la generalidad, supongamos que se desea probar la hipétesis Hy : B, = bo,
donde 3, es un vector que contiene los ultimos ¢ elementos del vector 3, 0 < ¢ < p.
Dicha hipétesis genera entonces la siguiente particion del vector 3

<
I

Bo

b1
B=|Bpq1|= gl

Bo—qg ?

By

Dicha particién genera la siguiente particion de la matriz X

L2 o Bipego1) | Tipeg) T
|
Lowar o0 Zop—g—1) | T2(p—q) " T2p
X=|1 @ - 3p-qg-1) | Tap-q 7 Tap | = <X1 X2>
R )
|
Loxor o Zapgo1) : L2(p—q) 7 T2p



58 MODELOS DE REGRESION PRUEBA DE HIPOTESIS E INTERVALOS DE CONFIANZA

Sin pérdida de generalidad, asumamos que los 3’s incluidos en la hipétesis se pueden
ordenar de mas manera que sean los tltimo elementos del vector 3, con su correspondiente
arreglo de la matriz X. Nota: Esto debe quedar claro, por lo tanto hay que mostrar
algunos ejemplos en clases. Entonces 3 y X se pueden particionar convenientemente, y
por lo tanto el modelo seria el siguiente

y = Xﬁ+e:<X1 X2> (gl>+e

2
= XuB, + X6, +e (3.31)

donde 3, contiene los /3 a ser probados. El intercepto 3, por lo general se incluye en 3;.

La hipétesis de interés es Hy : 3, = 0. Si designamos el niimero de pardmetros en 3, por
h, entonces Xoesn x h, By es (k—h+1) x1,y Xy esn x (k— h+ 1). Por lo tanto,
By = (Bo,B1, »Br—n) Yy By = (Bk—n+t1, -+ ,Bk) . En términos de la ilustracién al
inicio de esta seccidn, deberfamos tener 3, = (8o, 51,52)"y By = (83,84, 85)’. Note que
(3, en esta seccion es diferente al 3, de la seccién anterior, en el cual 3 fue particionado

B

Para probar Hy : B, = 0 versus H; : B, # 0, usamos una técnica modelo-completo-
reducido. El modelo completo esta dado por (3.40). Bajo Hy : B, = 0, el modelo
reducido seria

como B = (6()) y 3, constituido por todos los 3 excepto por 3.

y =X 18 *+ex (3.32)

Usamos la notacién 37 y €%, ya que en el modelo reducido, 37 y €* serén tipicamente
diferentes a 3, y € en el modelo completo (a menos que X; y X2 sean ortogonales, ver
teorema 7.9a y su corolario, Rencher). El estimador de 37 en el modelo reducido (3.41) es

B = (X} X1) ' Xy, el cual es, en general, no el mismo como los primeros k — f + 1
elementos de 3 = (X'X)~! X'y del modelo completo (3.40)(a menos que X1y Xo
sean ortogonales, ver teorema 7.10, Rencher)

Para comparar el ajuste del modelo completo (3.40) con el ajuste del modelo reducido

(3.41), sumamos y restamos B/X'y y BIX'ly a la suma de cuadrados total corregida
oy —y)” = — ny~ de manera de obtener la particion
Y- 9’ =y'y—ny*d de obtener la partici6

~l ~l ~k/ ~k/
Yy-ny’=@Wy-BXy) +(BXy-5 Xy + (B Xy—ny®) (333

SCT = SCE + SC(B,|8,) + SC(reducido) (3.34)

donde SC(B,|8,) = B/X'y - BIIX’ly es la suma de cuadrados de regresién “extra”
debido a B3, luego de ajustar por 3,. Note que SC(3,|3;) puede también ser expresada
como

~ akl!
SO(B.1B) = BX'y—ny’ — (B Xiy —ni)
SCR(completo) — SCR(reducido)
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lo cual es la diferencia entre la suma de cuadrados de regresién para el modelo completo y
la suma de cuadrados de regresion para el modelo reducido.

3.3 Prueba General de la regresion

La prueba de hipétesis es una herramienta formal para, entre otras cosas, seleccionar entre
un modelo reducido y un modelo completo asociado. La hipétesis H, expresa el modelo
reducido en términos de valores de un subconjunto de los 5; en 3. La hipétesis alternativa,
H,, esta asociada con el modelo completo.

Para ilustrar esta herramienta comenzamos con una prueba comiin, la prueba de la hipétesis
general de regresion de que ninguna de las x predice a y. Esta hipdtesis (que conduce al
modelo reducido) puede expresarse como Hy : 3; = 0, donde 8, = (81,82,...,5:)".
Note que deseamos probar Hy : 3, = 0, no Hy : 3 = 0, donde

()

Ya que By es usualmente diferente de cero, no es de interés incluir 5y = 0 en la hipétesis.
El rechazo de Hy : 8 = 0 podria ser debido solamente a 3y, y podria no dejarnos conocer
si las variables x predicen a y.

Procedemos proponiendo un estadistico de prueba que se distribuye como una F' central
si Hy es cierta y como una F' no central en el caso contrario. Nuestro procedimiento para

obtener un estadistico de prueba.

La suma de cuadrados total corregida SCT = Y7, (y; — §)? se puede particionar como

Styi-9)?= (3.35)

3
3

SNwi—-9° = Xyt |S -9 -5Xly

=1 i=1

- A'X'X.8, +SCE = SCR+ SCE (3.36)

donde SCE = Y"1 | (y; — §)* — 3, X"y. La suma de cuadrados de regresién SCR =
B;X;Xc,él es claramente debido a 3, .

Para construir una prueba F', primero expresamos las sumas de cuadrado en (3.36) como
formas cuadréticas en y y demostramos que SC' Ry SC R tienen distribuci6n chi-cuadrado
y son independientes. Usando >_7" (v, — 9)? = y'I— (2)Jy. B, = (X.X.) ' Xy,
ySCE =" [ (vi—9)* — ,@;X::y, podemos escribir (3.36) como
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SCR+ SCE

@\
TN
.
|
SR
<
~——
<
Il

1
= YX (X X) ' Xy+y <I - 5J> ' X (X X)Xy
1
= yHuy+vy <I——J—Hc>y (3.37)
n
donde H, = X .(X.X.)~*X..

En el siguete teorema establecemos algunas propiedades de las tres matrices de las formas
cuadréticas en (3.37)

Teorema 3.2 Las matrices I — (1/n)J, H. = X (X, X.) ' X, yI— (1/n)J — H.
tienen las siguientes propiedades

1. H I-(1/n)J] = H,

2. Hm, es idempotente de rango k.

3. I—(1/n)J — H_ es idempotente de rangon — k — 1.

4 H. [I-(1/n)J —H]=0
Prueba: Hacerla en clase
Las distribuciones de SCR/a? y SCE/a? son dadas en el siguiente teorema
Teorema 3.3 Siy ~ N(X3,02I), entonces SCR/a? = ,é/Xch,él/a2 ySCE/q? =
> (v —9)? — B;Xéy]/a2 tienen las siguientes distribuciones

1. SCR/c? ~ x*(k, M), donde i = p' Apj20% = B;X;y]/Qa%

2. SCE/o? ~ x*(n—k—1)
Prueba: Hacerla en clase
La independencia entre SCRy SC'E es dada en el siguiente teorema

Teorema 3.4 Siy ~ N(X3,0%I), entonces SCRy SCE son independientes.
Prueba: Hacerla en clase

Ahora podemos establecer una prueba F para Hy : 8; = 0 versus H; : 8; # 0.
Teorema 3.5 Siy ~ N(X 3, aI), la distribucion de

SCR/(ko?) SCR/k

F = B/ n=k=1)07 ~ SCE/(n—k=1)

(3.38)
Es como sigue
1. Si Hy : B, = 0 es falsa, entonces F ~ F(k,n —k — 1, A1) donde,

M= B'X XpB /207
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2. Si Hy : B, = 0 es cierta, entonces F ~ F(k,n—k — 1)
Prueba: Hacerla en clase

La prueba para Hy : 3; = 0 es llevada a cabo como sigue. Rechazamos Hj si F' >
Fo kn—k—1donde F, ;11 €s el punto por encima del cual se encuentra el o por ciento
de la distribucion F' central. Alternativamente un p valor puede ser usado para llevar a
cabo la prueba. Un p valor es el drea de la cola de la distribucién F' central perteneciente
al valor calculado F, es decir, la probabilidad de exceder el valor calculado F’, asumiendo
que Hy : 8, = 0 sea cierta. Un p valor menor que « es equivalente a F' > Fy, j n——1.

La tabla de andlisis de varianza (ANOVA) resume los resultados y los cdlculos llevados a

cabo en la prueba F'. Los cuadrados medios son las sumas de cuadrados divididos por los
grados de libertad de las distribuciones chi-cuadrado asociadas.

Table 3.1 Tabla ANOVA para la pruebaFde Ho : 8, =0

Fuente de variacion gl Suma de cuadrados Cuadrado Medio Cuadrado medio esperado
Debido a 3, k SCR:,éllecy:,@'X'y—ngz SCR/k o+ 181X X — B,
Error n—k—1 SCE:Z?:I(yi—g)Z—BllX'Cy SCE/(n—k—1) a”
Total n—1 SCE=3%" (yi—9)°

Las entradas en la columna para el cuadrado medio esperado en la tabla son simplemente

E(SCR/k)y E[SCE/(n -k —1)].

Si Hy : B, = 0 es cierta, los valores esperados de los cuadrados medios son iguales a a2,

y esperamos que el valor de F sea cercano a 1. Si 3; # 0, entonces E(SCR/k) > 02 ya
que X!, X es definida positiva, y esperamos que F' exceda a 1. Por lo tanto rechazamos
Hj para valores grandes de F'.

La prueba de Hy : B3; = 0 ha sido desarrollada usando el modelo centrado. También
podemos expresar SCRy SCE en terminos del modelo no centrado y = X 3 + ¢,

SCR=03X'"y, SCE =y'y— 03Xy (3.39)

EJEMPLO 3.3

Usando los datos del capitulo anterior, ilustramos la prueba de Hy : 3; = 0 donde, en
este caso, 3; = (B1,52). Anteriormente encontramos que X'y = (90, 482,872)" y

3 = (5.3754,3.0118, —1.2855)". Las cantidades y'y, A/X'y, ng? son dadas por
y p
1
Yy=> 27 =22 132 4. + 142 =840

=1

90

FxX'y= <5.3754 3.0118 —1.2855> 482 | = 814.5410
872
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ng® = 675

Asi, obtenemos
SCR = B'X'y — ny* = 139.5410

SCE =y'y — B X'y = 25.4590

n

Y i—9)*=y'y—ny® =165
i=1

La prueba F' esta dada en la tabla 3.2. Ya que 24.665 > Fy g52,9 = 4.26, rechazamos

Hy : 8; = 0y concluimos que al menos uno de 31 o 82 no es cero. El p valor es
0.000223.

Table 3.2 ANOVA para la prueba de la regresion general

Fuente gl SC CM F
Debidoa 3, | 2 139.5410 69.7705 24.665
Error 9 25.4590 2.8288
Total 11 165

3.4 Prueba de un Subconjunto de los 3

De manera mas general, suponga que deseamos probar la hipétesis de que un subconjunto
de los x no es titil para predecir 3. Un ejemplo simple es Hy : 3; = 0 para un solo 3;. Si
Hyj es rechazada, debemos mantener 3;z; en el modelo. Como otra ilustracion, considere
el modelo

y=Bo+ Prx1 + Boxa + B3x] + Baxi + Pswima + €

para el cual deseamos probar la hipétesis Hy : 83 = 84 = 585 = 0. Si Hy es rechazada,
deberfamos seleccionar el modelo de segundo orden completo por encima del modelo re-
ducido de primer orden.

Sin perdida de generalidad, asumamos que los 3; a ser probados son los tltimos en el
vector 3, con un correspondiente arreglo de las columnas de X. Entonces 8y X pueden
ser particionadas convenientemente. De esta manera el modelo puede escribirse como

XB+e= <X1 X2> (?) te

2
= X8, +X.8,+¢€ (3.40)

<
I

donde 3, contiene los 3 a ser probados. El intercepto 3, por lo general se incluye en 3.

La hipétesis de interés es Hy : 3, = 0. Si designamos el niimero de pardmetros en 3, por
h, entonces Xoesn x h, By es (k—h+1) x1,y Xy esn x (k— h+ 1). Por lo tanto,
By = (Bo,B1, »Br—n) Yy By = (Bk—n+t1, -+ ,Bk). En términos de la ilustracién al
inicio de esta seccidn, deberfamos tener 8, = (8o, 51, 52)"y B2 = (83,84, 85)’. Note que
3, en esta seccion es diferente al 3, de la seccidn anterior, en el cual 3 fue particionado
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B

Para probar Hy : B, = 0 versus H; : B, # 0, usamos una técnica modelo-completo-
reducido. El modelo completo esta dado por (3.40). Bajo Hy : B, = 0, el modelo
reducido seria

como B = (6()) y 3, constituido por todos los /3 excepto por 3.

y = X106 * +ex (3.41)

Usamos la notacién 37 y €%, ya que en el modelo reducido, 37 y €* serén tipicamente
diferentes a 3, y € en el modelo completo (a menos que X; y X2 sean ortogonales, ver
teorema 7.9a y su corolario, Rencher). El estimador de 37 en el modelo reducido (3.41) es

B = (X} X1) ' Xy, el cual es, en general, no el mismo como los primeros k — f + 1
elementos de 3 = (X'X)~' X’y del modelo completo (3.40)(a menos que X1y Xo
sean ortogonales, ver teorema 7.10, Rencher)

Para comparar el ajuste del modelo completo (3.40) con el ajuste del modelo reducido

(3.41), sumamos y restamos B/X'y y BIX'ly a la suma de cuadrados total corregida
" (y; —9)? = y'y — ng? de manera de obtener la particién
Y —9)? =y'y—ny p

~l ~l k! k!
Yy-ny’=@Wy-BXy) +(BXy-5 Xy + (B Xy—ny®) (342

SCT = SCE + SC(B3,|3,) + SC(reducido) (3.43)

donde SC(B,|8,) = B/X'y - BIIX’ly es la suma de cuadrados de regresién “extra”
debido a B, luego de ajustar por 3,. Note que SC(3,|3;) puede también ser expresada
como

~ ak!
SO(B.1B) = BX'y—ny — (B Xiy —ni)
SCR(completo) — SCR(reducido)

lo cual es la diferencia entre la suma de cuadrados de regresién para el modelo completo y
la suma de cuadrados de regresion para el modelo reducido.

Si Hj es verdadera, debemos esperar que SC/(3,|3,) sea pequeiia de manera que SCT en
3.43 este compuesta en su mayor parte de SC R(reducido) y SCE. Si B, # 0 esperamos
que SC(B,) sea grande y represente mas a la SCT". Asi estamos probando Hy : 8, = 0
en el modelo en el cual no hay restricciones sobre 3;. No estamos ignorando 3, (asum-
iendo B, = 0) sino que estamos probando Hy : B, = 0 en la presencia de 3, esto es,
mucho mds alld de de lo que 3, contribuye ala SCT.

Para desarrollar un estadistico de prueba basado en SC/(3,|8, ), escribimos primero 3.42
en términos de formas cuadréticas en y. Usando 3 = (X'X) "1 X'yy 8, = (X, X 1)1 Xy,
la ecuacioén (3.42) queda como
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1
Y <I——J>y = Yy-¢yXX'X) ' X'y+yX(X'X) X'y

1
—y' X1 (XX )T Xy ' X (X X)) T Xy -y Ty
— Y- X(XX) Xy + o [X(XX) X - X (XX ) Xy
1
+H[X (X[ X)X — EJ]Z/

1
= y’(I—H)y+y’(H—H1)y+y’ <H1 — EJ> Yy

donde H = X(X'X) !Xy H; = X;(X|X;) !X ,. Lamatriz I — H se demostr6
que es idempotente con rango n — k — 1, donde k£ + 1 es el rango de X (k + 1 es también
el numero de elementos en 3). La matriz H — H; se demuestra a ser idempotente en el
siguiente teorema.

Teorema 3.6 Lamatriz H—H; = X(X'X)"1X'— X (XX 1) 1 X/ es idempotente
con rango h, donde h es el niimero de elementos en 3.

Prueba: Premultiplicando X por H, obtenemos
HX =X(X'X)"'X'X=X

0
X =[X(X'X)'X'|1X (3.44)
Farticionando X en el lado izquierdo de (3.44) y la iiltima X del lado derecho, obtenemos
(X0 %) = XXX)'X)(x X)

- [X(xX'X) XX X(X'X) XX

Por lo tanto,

X = X(X'X)'X'X,

X, = X(X'X)'X'Xx, (3.45)
Simplificando HH, y H1 H por (3.45) y su transpuesta, obtenemos

HH, =H, HH=H, (3.46)
Las matrices H y H1 son idempotentes. Por lo tanto,

(H-H,? = H>-HH,-H H+H?
= H-H,-H,+H,
H-H,,

y H — H, es idempotente. Para el rango de H — H,, tenemos que
r(H—-—H,) = tr(H—-H,)
= tr(H)—tr(Hy)
= [ X(X'X) X' —tr[ X1 (X X)X
[X'X(X'X) ™ = tr[ X X0 (X1 X))
= t’r‘(lqul) — t’r‘(Ik,thl) =k+1-— (k‘ —h+ 1) =h

= ir
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Hallamos ahora las distribuciones de y'(I— H)y y y'(H — H 1)y en (??) y demostramos
que ellos son independientes.

Teorema 3.7 Siy ~ N(XB3,0%I) y H y H, estdn definidos como en (?)y (2?), en-

tonces.

1. y(I—H)y/o%esx*(n—k—1)
2. y'(H — Hy)y/o? es x?(h)\1), donde

A= B5[X5X 5 — X5 X (X)X 1) ' X X,]B,/207

3.y (I - H)yyy' (H — Hy)y son independientes

Prueba: Agregando y'(1/n)y/o? a ambos lados de (??), obtenemos la descomposicion
yy=y'(I-H)y+vy (H—-H,)y+ vy Hy. Las matrices] - H, H — H, y H,
son idempotentes. Por lo tanto los item se obtienen de manera de directa. Solo faltaria la
derivacion de \1.

SiA; = O enel teorema 3.7(ii), entonces y' (H — H )y tiene la distribucién chi-cuadrado
central x —2 (k). Yaque X5 X, — X5 X1 (XX 1) 1 X | X es definida positiva, A\; =0
siysélosi B, =0.

Una prueba F' para Hy : B, = 0 versus H; : B, # 0 esta dada en el siguiente teorema.

Teorema 3.8 Seay ~ N(X3,02I) y definamos un estadistico F como sigue:
o _WH-H)y/h __ SC(@,8)/h
yI—-—H)/(n—k-1) SCE/(n—k—1)
~ ~x!
__Bxy B Xy G
~l .
(y'y—BX'y)/(n—k-1)

donde B = (X' X) "' X'y es del modelo completoy = XB+ey ,3: = (X X)Xy
es del modelo reducido y = X137 + €. La distribucion de F en (3.48) es la siguiente:

(3.47)

(i) Si Hy : B4 = 0 es falsa, entonces
F~F(hn—k—1,\)
donde Ny = B5[X5X 2 — X5 X1 (X|X1) 1 X X2]B,/25>
(ii) Si Hy : By = 0 es cierta, entonces \y =0y

F~Fhn—k—-1)
Prueba: Hacerlo en clase.

La prueba de la hipétesis Hy : B35 = 0 es llevada a cabo de la siguiente manera: Rechazar
HysiF > Fypn_t—1 donde F, 1 es el punto de la distribucion F' central cuya
area derecha es «. Alternativamente, rechazamos Hy si p < «, donde p es el p-valor. Ya
que X5HXo — X'2X1(X'1X1)*1X'1X2 es definida positiva, A\; > 0si Hy : 85 = Oes
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falso. Esto justifica el rechazo de H) para valores grandes de F'.

Los resultados para esta prueba se resumen en la tabla anova (TTTTT), donde 3, es
(k—h+1)x1,8eshx1,X;esnx(k—h+1),B8,esn x h.

Las entradas en la columna para los cuadrados medios esperados son E[SC(3,|8,)/h]
y E[SCE/(n — k — 1)]. Note que si Hy es cierta, ambos cuadrados medios esperados
son iguales a o2, y si Hy es falsa, E[SC(8,|8,)/h] > E[SCE/(n — k — 1)] ya que
X,X, — X5X1(X[X1) 1 X X es definida positiva. Esta desigualdad provee otra
justificacién para rechazar H, para valores grandes de F'.

Aqui viene la tabla

EJEMPLO 3.4

Considere la variable dependiente y> en la data de una reaccién quimica en la tabla
7.4 (Rencher). Para chequear el uso de terminos de segundo orden en la prediccion de
Y2, usamos un modelo completo, y» = By + G171 + Bozo + B33 + Bax? + Psx3 +
6613% +67ZZ}1ZZZ2 + 6811311133 + 6911}211}3 + e y la prueba de HO . 64 = 65 =...= 69 =0.
Para el modelo completo, obtenemos B/X 'y — ny? = 339.7888, y para el modelo
reducido yo = B + B7x1 + 8512+ G573 + €7, tenemos BIIX’ly —ngy? = 151.0022.

La diferencia es B/X'y - BIIX’ly = 188.7866. La suma de cuadrados del error es
SCE = 60.6755, y el estadistico F' serfa

F = fracl88.7866/660.6755/9 = 4.6671

el cual tiene un p — valor de 0.0198. Por lo tanto los términos de segundo orden son
usados en la prediccién de y2. De hecho, la F' general del modelo reducido en (??) es
3.27 com p = 0.0623, de manera que z1,x2 y x3 son inadecuados para predecir yz.
La F' general para el modelo completo es 5.600 con p = 0.0086.

En el siguiente teorema, expresamos SC/(B3,|3;) como una forma cuadratica en ,@2 que
corresponde a A; en el teorema 3.7(ii).

Teorema 3.9 Si el modelo es particionado como en (3.40), entonces
~ ~x!
SC(By|B,) = B X'y — 81 Xy
se puede escribir como
-~/ ~
50(52‘181) = /82[X/2X2 - X/2X1(X/1X1)71X/1X2}/82 (3.49)

donde ,32 es de la particion de ,@ en el modelo completo

8= (51> = (X'X)"'X'y (3.50)
B



