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Capitulo 1

MODELOS DE REGRESION

PRUEBA DE HIPOTESIS E INTERVALOS DE CONFIANZA

En esta parte se desarrollan las pruebas de hipdtesis e intervalos de confianzas referentes
al modelo lineal general, en primer lugar se discute la prueba de la hipétesis H3 = h, la
cual es la hipdtesis mds general y a partir de ella se desarrollan algunas pruebas de hipdtesis
particulares. También proveemos un intervalo de confianza para o2. Asumiremos en todo
el capitulo que y ~ N(X3,02I), donde X esn x p,p = k + 1, de rango p < n.

1.1 Prueba de la Hipétesis H3 = h

En esta seccién se deriva y discute una prueba de la hipétesis H3 = h para el modelo lin-
eal general. En las secciones siguientes se discuten varios casos especiales de esta prueba.
Las pruebas que son generalmente de interés son aquellas que envuelven funciones lineales
de los parametros desconocidos (3;. A continuacién algunos ejemplos

EJEMPLO 1.1

Considere un modelo lineal simple
}/;ZBOJV_BXZ'_‘_E’L' i1=1,2,..,n
los siguientes son ejemplos de pruebas que pueden ser de interés:

1. By = 0 (0 By = by, donde by es una constante dada); esta es una prueba de que el
intercepto es cero (o igual a una constante by).
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2. 8 =1( B8 = b, donde b es una constante dada); esta es una prueba de que la

6. B1 — 2Pz = 4f33

pendiente es uno (o igual a una constante b).

EJEMPLO 1.2

Considere un modelo lineal simple
Yi = Bo + B1Xi1 + BoXio + B3 Xiz + BaXia +e; i=1,2,...,n

los siguientes son ejemplos de pruebas que pueden ser de interés:

. 1 = [2; una prueba de que (; sea igual a 3, ignora los valores de los 3; restantes.

. B1 = B2y B3 = P4, una prueba de que (31 seaigual a 5 y [3 seaigual a 84 ignorando

el valor de 3y

. 1 = P2 = 6; esta es una prueba diferente a la 1, aqui la prueba es que (1 y (o

son ambos iguales a 6; en la parte 1 la prueba es que 51 y 2 son ambos iguales sin
establecer cual es el valor comun.

. Bo = p1 = B2 = P = B4 = 0; una prueba de que los 5; son simultaneamente

iguales a cero.

. B1 = B2 = B3 = f4; una prueba de que todos los 3; (excepto By) son iguales, pero

no se establece cual es el valor comun.

una prueba de 2 relaciones lineales especificas entre los ;.
P1+262=06

Una cosa a notar es que cada hipétesis es un caso especial de

HB=h

donde H es una matriz ¢ X py h es un vector ¢ X 1. A continuacién se muestra H y h
para cada hipétesis del ejemplo 1.2. El vector 8’ = [Bo, 1, B2, 83, 4]

1.

2.

H=[0 1 -1 0 0];h:0
0 1 -1
a0 0 0], _[o
00 0 1 -1 0
g0 1000, o
00100 6
H=1I:h=0
01 -1 0 0
H=1]0 1 -1 sh= |0
0 1 0 -1 0
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01 -2 -4 0 0
6. H = s h =
01 2 0 0 6
Nota 1.1 Las matrices H y h no son necesariamente tinicas. Por ejemplo considere la
matriz del item 5. La misma puede escribirse como

01 -1 0 0 -1 0 1
H=|0 1 1 =2 0H = |0 -1 1
01 1 1 -3 0 0 0 -1 1

Las tnicas restricciones que se consideran sobre H y h son la siguientes:
1. H3 = h es un conjunto consistente de ecuaciones.

2. La matriz H ;«, tiene rango g. (esto es conveniente para que H H' sea de rango
completo).

A continuacién se deriva una prueba de H3 = h para el modelo lineal general Y =
X3 + e donde € ~ N(0,0%I). En primer lugar se construye el estadistico de prueba,
luego se identifica la distribucién de dicho estadistico y por tultimo se calcula la potencia
de dicha prueba. Todo se resume en el teorema ??.

1.1.1 Calculo del Estadistico de Prueba

El célculo del estadistico de prueba se puede realizar a través de dos metodologias, bien
sea usando la prueba de la razén de verosimilitud generalizada o lo que algunos autores
han llamado el modelo completo-reducido.

1.1.1.1 Razon de Verosimilitud Generalizada En esta metodologia se compara el valor
méximo de la funcién de verosimilitud, L(3, o2), restringido por la hipétesis, Hy : H3 =
h, con el valor maximo de L((3, 02) bajo la Hy : HB3 # h, la cual en esencia no esta
restringida. Por lo tanto, la razén de verosimilitud generalizada estd dada por:

max [L(B,0° : y)]

(B,0?)€w L(w)
v(y) = = — = (1.1)
(ﬁ{gg%)ég[L(ﬁa ry)] L(Q)
donde los espacios muestrales €2 y w estan dados por:
QO = {(8,0%):B€Ey;0°>0)
w = {(B,0°):B¢€E,;HB=h;o” >0} (1.2)

Es decir, €2 es el espacio de los pardmetros bajo la hipdtesis alternativa (sin restricciones),
y w es el espacio de los pardmetros bajo la hipétesis nula (restringido a que H3 = h).

Si Hp3 es igual o cercano a h, entonces L(w) debe ser cercano a L(£2). Si L(&) no es

cercano a L(2) concluimos que la muestra, y = (y1, ..., y»)" aparentemente no viene de
una N,,(X3,0°I) con HB = h.

Recordemos que la funcién de verosimilitud L(3, 02 : y), estd dada por

L(B,0%:y) = (QW)—”/Q(02)—"/26—(y—XB)'(y—XB)/202 (1.3)
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Por lo tanto para hallar el estadistico de prueba debemos hallar L(£2) y L(&). En el caso de
L(Q) la cuestién es facil, ya que como no existen restricciones la funcion de verosimilitud
alcanza el maximo cuando esta es evaluada en los estimadores de mdxima verosimilitud
de By o2, los cuales fueron calculados en el capitulo anterior y estdn dados por B =
(X'X)'X'yy6? = L(y — XB)'(y — X3), que en este caso se van a denotar como
BQ y 63, respectivamente. Por lo tanto sustituyendo estas dos ecuaciones en la ecuacién
1.3 se obtiene que

L(Q) = (2n) " /2(63) "/ 2e /2 (1.4)

Para hallar L(&) se debe encontrar el maximo de la funcién de verosimilitud L(3, 02 :
y; X) con respecto a 3 y o2 cuando estos pardmetros pueden variar en w, es decir cuando
tienen que cumplir la restriccién impuesta por la hipdtesis. Esto puede hacerse por dos
métodos, bien sea por el método de sustitucién o por el método de los multiplicadores de
Lagrange. A continuacién se desarrollan ambos casos.

1. Método de Sustitucion. Este método consiste en sustituir la restriccion, H3 = h,
en el modelo y = X 3 + €, obteniéndose de esta manera un modelo nuevo conocido
como ¢l modelo reducido por la hipétesis. La cuestion ahora a resolver es como
introducir la restriccién en el modelo. Si la matriz H fuese una matriz cuadrada de
rango completo, entonces tuviese inversa, con lo cual H ' H = Iy asi

y=XB+e=XIB+e=XH 'HB+e=XH 'h+e¢

con lo cual se tendria el modelo nuevo con la restriccién incluida. El problema es que
la matriz H no es invertible. Para solucionar esto, se completa a H con otra matriz

. H . .
G, de manera que la matriz completa tenga inversa. Recordemos que la matriz

H es g x p, de rango g, por lo tanto la matriz G debe ser (p — ¢) x p de rango p — g,
0 < ¢ < p, que ademds cumpla con la condicién de que tal HG' = 0, es decir que

G es una completacion ortogonal de H. Siendo asi, se tiene que la matriz lG] es

p % pde rango p. Por lo tanto se cumple que

-1
H H| I
G G|
Recordemos que si una matriz A es invertible se cumple que A~' = A~, ademds
por propiedades de inversa se tiene que

ER

Por lo tanto se tiene que

] ]



PRUEBA DE LA HIPOTESIS H3 =H 7

Reescribiendo el modelo

—1
v - Xﬁﬂ:xﬂ [H
G G

= XH HB+XG GB+e

Bre=XH H+G G)B+e

sustituyendo H(3 = h , el modelo sera
Y=XH h+XG GB+e
lo cual es equivalente a

Y -XH h=XG GB+¢

Haciendo Z =Y — XH h, B = XG  y~ = G, el modelo se escribe como
Z = B~y +e¢€,elcualesel modelo Y = X 3 + e con la restricciéon impuesta por Hy.

Este es un modelo lineal general ya que Z es un vector aleatorio n X 1 observable, B
es una matriz n X (p — ¢) no observables de rango p — ¢ (falta probarlo) y « es un
vector (p — g) x 1 de pardmetros desconocidos y puede ser cualquier vector en E,_,
y e~ N(0,0°1).
El modelo reducido significa:”El modelo completo reducido por las restricciones de
la hipétesis Hy”.

Solo fata probar que B = X G~ es una matriz n X (p — ¢) de rango p — q. Como
G es una matriz de rango (p — q) x p de rango p — ¢, entonces G~ = G'(GG') 1,
lo cual implica que G~ es p X (p — q), y por consiguiente X G~ es una matriz
n X (p — q). Para el rango usamos el hechode que el 7(G~) =p—¢, X X =1y
que r(AB) < r(B), entonces

p—q=r(G)=r(X"XG") <r(XG")<r(G")=p—q
porlotanto 7(XG ™) =p—¢q
Usando el nuevo modelo Z = B~ + ¢, los estimadores maximo verosimiles de ~y

y o2 estan dados también en las ecuaciones ?? y ?? con B reemplazando a X y Z
reemplazando a Y. Ellos son denotados por 4, y 2, y estdn dados por

4, = B Z (1.5)
1
62 = —Z'1-BB)Z (1.6)
n
Entonces,
L(@) = (2m) "/3(62) "/ 2e "2 (1.7)

Por lo tanto, el estadistico de prueba de la razén de verosimilitud generalizada es

Ao\ /2
V(y)=V = (7”) (1.8)
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Nota 1.2 Si ¢ = p, entonces B = 0y el modelo reducido es Z = €, donde Z =Y —
X H 'hy el espacio del pardmetro w es w = {(8,0%) : B = H"h = b;0> > 0}.
Ademds L(@) = (2m)~/2(62)~"/2e /2 donde 62 = 1 Z'Z = L(Y — Xb)'(Y —
X0).

En lugar de V' se usa un estadistico que es una funcién monétona de V, esto es, se usa
W, donde W = (V 2/ — 1)@, lo cual da:

W (n —p) (63) — 6?2> B (n —p) [Z’(I— BB )Z-Y'1-XX")Y
\ ¢ 6 ) \ ¢ Y(I-XX )Y

(1.9)
Terminologia: Se llama W al estadistico de prueba de la razén de verosimilitud gen-
eralizada.(Aunque estrictamente deberia ser es una funcién del estadistico de prueba

de la razén de verosimilitud generalizada)

2. El método de Lagrange

Este método consiste en construir una nueva funcién, llamada funcién de lagrange,
la cual estd formada por la funcién que se quiere optimizar y las restricciones que
esta contiene. Una vez construida dicha funcién, el objetivo es hallar los valores que
alcanzan el 6ptimo de la misma. En éste caso la funcion de lagrange estd dada por:

L = LB,d*:y;X)-N(HB-h)
ey~ XP) (v - XB)| - X(HB - 1)

202

252

= (2n0%) "2 exp [
= (2m0?) "% exp [ WYy-yXB-8X'y+ ﬂ’X'Xﬂ)} —~XN(HB - h)

Derivando esta expresién con respecto a 3,02 y A respectivamente se obtiene

g—g = L(B.o”:y: X)[-(20°) N~y X - X'y+ X'XB+ B X'X)] —H'X

= L(B,o”:y; X) [-(20°) 1 (—2X"y +2X'XB)] — H'X

= L(B,o%:y; X) [-(20°) ' (2X'XB - 2X"y)| — H'A (1.10)
oL -1
ot = —52m0?) e | oy~ XBY (y - XP)

+L(B,0% : y; X)(20") " (y - XB)'(y — XB)

= —nn(2r0®)'L(B,0%) + (20") " (y — XB)'(y — XB)L(B,0”) (1.11)
oL
= —(HB —h) (1.12)

Igualando esta derivadas a cero y denotando como 3_,, 52 y A como las soluciones a

w? w
~2 5
. . .. . X
las ecuaciones resultantes, se obtienen las siguientes expresiones (sea A* = W,
wiPw I
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y note que L(3,0? : y,x) > 0):

K
H of|Xx h
1 ~ ~
0o = ly-XB)(y-XB,) (1.14)
Resolviendo estas ecuaciones se tiene que
X = [H(X'X)"'H|"YHA, - h) (1.15)
B, = Ba+(X'X)'H'[HX'X) 'H'|""(HBg—h) (1.16)
52 = b+ (%) (HB, — h)[H(X'X) " H') " N(HBo — k) (1.17)

donde Bg = XY es el Estimador maximo verosimil de 3 en el modelo completo,
532 es el estimador méximo verosimil de o2 en el modelo completo. Si se sustituye
Bw y 2 en la ecuacién 1.9 y realizando ciertas operaciones algebraicas se obtiene la
siguiente expresion para W.

W(np> (HB—h)H(X'X) 'H'| "' (HB - h)
~\ ¢ YI-XX")Y

(1.18)

1.1.1.2 Modelo Completo-Reducido La idea se basa en la comparacién de 2 modelos,
el modelo completo el cual es el modelo Y = X 3+ ¢, y el modelo reducido el cual es el
modelo Y = X3 + ¢ sujeto a la hipétesis H 3 = h. Por ejemplo si el modelo completo
es

Yi = Bo + P1xi1 + Paxiz + P3xiz + Paxia + €5

y la hipétesis es Hy : 81 = [32, entonces el modelo reducido es

yi = Bo + Br(xi1 + Tiz) + Baxis + Bawis + €

Ahora bien, la comparacién de los 2 modelos se realiza comparando las sumas de cuadra-
dos de regresion (SCR) entre ambos modelos. Hemos visto que la SCR aumenta a medida
que ingresamos mds variables en el modelo, por lo tanto, bajo H, cierta, se esperaria que la
SCR del modelo completo sea mayor que la SCR del modelo reducido. De manera equiv-
alente, en lugar de comparar las SCR de los dos modelos se pueden comparar las sumas
de cuadrados del error de dichos modelos, en este caso si la Hy : H3 = h es cierta se
esperaria que la SCE del modelo completo sea mayor que la SCE del modelo reducido.

A continuacion se deriva una relacion existente entre las SCE de ambos modelos, para ello
usaremos la siguiente notacion:

» (3 es el estimador de 3 en el modelo completo, el cual estd dado por (X' X))~ 1 X'y

- ,@r es el estimador de 3 en el modelo reducido, es decir es el estimador de 3 bajo la
hipétesis nula, ‘que como se vio en la seccidn anterior, en el método de Lagrange, este
esta dado por 3,

Por lo tanto la SCE del modelo reducido estd dada por
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SCE(reducido) = (y—X8,) (y—X3,)

= (Yy-XB+Xp-XB,)(y-XB+XB-XB,)

= (y—-XPB)(y—XB)+(y—XB)(XB-XB,)

+ (XB-XB,)(y-XB)+(XB-XB,)(XB-XB,)

= SCE(completo) + (y — XB)X (8- B,) + (8- B,)X'(y — XB)

+ (B-B)X'X(B-8,)

= SCE(completo) + (X'y — XXB) (8- 8,) + (8- 8,)(X'y — X'XP)

+ (B-B)X'X(B-8,)

= SCE(completo)

+ {(X'X)"'H'[H(X'X)"'H'|""(HB - h)} X' X{(X'X)"'H'[H(X'X) 'H'|"'(HB - h)}

= SCE(completo)

+ (HB-h)'HX'X)'H|'"HX'X)'H'H(X'X) 'H'|"'(H3 - h)

= SCE(completo) + (HB — h)[H(X'X)'H'|"'(HB — h) (1.19)
Entonces

SCE(reducido)—SCE(completo) = (HB—h)'[H(X'X) *H'|"*(HB—h) (1.20)

A dicha diferencia se le conoce como la suma de cuadrados debido a la hipétesis y se
representa por SCH. Entonces la cantidad SCH nos dice cuanto se incrementa el error al
considerar el modelo reducido en vez del modelo completo, es decir de no rechazar Hy.
Intuitivamente si esta cantidad es grande implica el rechazo de Hy : H3 = h. Ahora la
pregunta es {cudndo consideramos que SCH es grande?. Para ello comparamos el valor de
SCH con el valor de SCE del modelo completo, lo cual se resume en el siguiente teorema.

Teorema 1.1 Considere el modelo lineal Y = X3 + €, esin N(0,X?I) y sea H una
matriz ¢ X p de rango q < p, entonces el estadistico de prueba de la hipotesis HB = h
esta dado por
SCH/q
W=—o--—-— 1.21
SCE/n—1p (1.21)

donde
SCH = (HB - h)[H(X'X) 'H'|"'(HB - h)
SCE=y'"I-XX")y

Se puede notar que el estadistico de prueba obtenido con el método de Lagrange es el
mismo que el obtenido con el método del modelo completo-reducido, pero estos a su vez
difieren con el obtenido por el método de sustitucién. A continuacién veremos que aunque
ellos difieren a la vista, realmente son equivalentes.

1.1.1.3 Equivalencia de los 2 estadisticos A continuacién se demuestra que la for-
mula para el estadistico de prueba obtenido con el método de seleccién, ecuacién 1.9, es
igual al obtenido con el método de Lagrange y el método del modelo completo-reducido,
ecuacion 1.18. Para ello s6lo basta con probar que

Z(1-BB)Z-Y'(I- XX")Y (1.22)
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en la ecuacién 1.9 sea igual a
(HB—h)[H(X'X)"'H'|" (HB - h) (1.23)

en la ecuacién 1.18.

Para ello es necesario realizar algunas transformaciones en las dos ecuaciones. Comence-
mos con la ecuacion 1.9, en la cual sustituyendo Z =Y — X H ™ h, B = XG™ endicha
ecuacion y simplificando se obtiene que

Z(1-BB)Z-Y'(I-XX )Y =Z[XX - (XG)(XG)|Z (124

Para obtener este resultado se procede de la siguiente manera. En principio note que como
Z =Y — X H ™ h, entonces

( WY -XH h)=(I-XX)Y-—(I-XX )(XH h)
( VWY-XH h-XX XH h

= I-XX )Y-XH h-XH h

( )Y

y como (I — X X ™) es idempotente y simétrica entonces

Z(0-XX)Z = Z(0-XX)1-XX)Z

= [I-XX")Z]'[01-XX")Z]
[(I-XX)Y)[I- XX")Y]
YI-XX )I-XX)Y
- Y(I-XX)Y

Por lo tanto,

Z(1-BB)Z-Y'(I-XX)Y = Z(1-BB)Z-Z'(1-XX)Z
= Z(-BB -1+XX)Z
- Z(XX -BB)Z

Ahora sustituyendo B = X G~ en la ecuacidn anterior se obtiene la ecuacién 1.24.
Con respecto a la ecuacién 1.23, al sustituir 3 = X~ Y y realizando algunas simplifica-
ciones se obtiene que

(HB—h)H(X'X)'H|"Y(HB—-h)=Z'(HX )" (HX )Z (1.25)
Para obtener dicho resultado es necesario notar que
. ( HX ) (XH ) =1
22 HX'Y-h=HX (Y-XH h)=HX Z,
3. HX'X)'H'|"'=(HX ) (HX ).
4. (HX ™) (HX"™) es simétrica e idempotente.

Dichos resultados se muestran a continuacién: Para el inciso 1., como la matriz H es ¢ X p
de rango g y X es n X p, entonces H X~ es una matriz ¢ X n de rango g, lo cual implica
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que es de rango por filas y se cumple que (HX ™~ )(XH ) = L Elrango de HX ™~ se
obtiene de la siguiente manera

g=r(H)=r(HX X)<r(HX " )<r(H)=q
para el inciso 2., se procede de la siguiente manera
HX"Y-h = HX ' Y-HX XH h

— HX (Y-XH h)
- HX Z

para el inciso 3., se tiene que
H(X'X)"'H)™' = [H(X'X) H) = [HX X" H|" = [(HX ) (X" H)"
(HXT)HX")]” =(HX")"(HX")"

y para el inciso 4., a continuacién se evalua la simetria y la idempotencia.

» Simetria: Note que

(HX7)"(HX7)] = [(HX )[(HX )(HX")]"'(HX")
— (HX )[(HX )(HX))"(HX )= (HX ") (HX")
= Idempotencia: Observe que:
(HX™)" (HX )(HX ") (HX")= (HX ) (HX")

I

Entonces
(HB — h)[H(X'X)"'H'|"(HB ~h) = <HX-Z>'<HX—>'—<HX—>—<HX—Z>
= Z( )’(HX_)'_(HX_)_HX_Z

= Z'[(HX")(HX")" H( X)) HX"|Z

= Z'(HX ) HX J[(HX ) HX |Z

= Z|(HX ) HX |(HX ) HX |Z
Z'(HX ) HX Z

Por lo tanto, para probar que el estadistico en las ecuaciones 1.9 y 1.18 son los mismos, se
debe mostrar que las ecuaciones 1.25 y 1.24 son las mismas, y esto significa que se debe
probar que

XX —(XG)(XG ) =(HX ) (HX") (1.26)
lo cual es equivalente a probar que
XX =(XG ) (XG™) +(HX ) (HX") (1.27)
Haciendo
N=(XG)(XG ) +HX ) (HX") (1.28)

entonces lo que hay que probar es que IN = X X . Es facil ver que la matriz IN es una
matriz n X n, simetrica, idempotente y de rango p. A continuacién se demuestran cada una
de las caracteristicas de IN.
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= Simetria: Observe que

N' = [(XG)(XG") +(HX ) (HX )
— (XG)(XG )| +[(HX ) (HX )

ya se demostré que [(HX ") (HX )] = (HX )~ (HX ") solo falta probar que
(XGT)(XG )] =(XG )(XG™ ), paraello es necesario tener en cuenta que
X G~ esunamatrizn X p — g de rango p — ¢ lo cual se muestra a continuacion.

p—q=r(G )=r(X"XG ) <r(XG)<r(G)=p—q

Por lo tanto, X G~ es de rango por columnnas y asi tiene las siguientes propiedades
(XG7)"XG =1y (XG)” =[(XG7)(XG)]"1(XG™)'. Entonces para
la simetria se tiene que

(XGT)(XG)T) = [(XG)(XG)(XG)(XG)T

= (XG)I(XG)(XG ) (XG) =(XG")(XG )~

» Idempotencia: Se debe probar que NN = N, veamos

NN =

(XGT)(XGT)” +(HX)" (HX)[(XG™)(XG™)” +(HX™) (HX™)]

= (XG)(XG ) (XG)(XG ) +(XG ) (XG ) (HX ) (HX")
| —

+HHX)T(HX )(XG )(XG )" +(HX )" (HX )(HX )" (HX")

I

(XG ) (XG )~
+HXG)[(XG)(XGT) MXG)HX ) (HX )(HX )| (HX")
+(HX )HX XG (XG ) +(HX ) (HX")
1

(XG)(XG )™
HXG)[(XG)(XG)''G " X'X"H[(HX ) (HX )] Y (HX")
+(HX )" HG (XG™)  +(HX )" (HX")

0

(XG)(XG™)"
HXGH(XG)(XG ) 'G™ (X X) H'|(HX ) (HX )| (HX ")
) |
HHX)"(HX")
(XG™)(XG™)"
HXGH((XG ) (XG )™ (HG ) [(HX )(HX Y| (HX ")
————

0
HHX) (HX")
(XG™)(XG ) +(HX ) (HX )=N
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= Rango de IN. Como N es una matriz simétrica e idempotente entonces
r(N) = r[(XG7)(XGT)” +(HX™) (H X7)]
= tr[(XG")(XG™)" +(HX") (H X7)]
tr(XG)(XG ) |+ tr[(HX™ ) (H X7)]

Ademds, como (XG™)(XG™ )~ y (HX ) (H X~) son matrices simétricas e
idempotentes de rango p — q y g respectivamente, entonces

r(N) = r[(XG")XG) ]+ r[(HX™)"(H X7)]
= P—qt+q=p

Para probar que N = X X~ es necesario definir la siguiente matriz
A= (X'X)"'H'(HX )" +G (XG)~ (1.29)

la cual tiene las siguientes caracteristicas

1. XA = N;

2. A tiene rango p;

3. XAX = X.
A continuacion se comprueban las 3 caracteristicas.

1. XA = N. Veamos que

XA = X(X'X)'H(HX ) +XG (XG™)~

(X'X)"'XTH'(HX)” +XG (XG™)~
X"HHX ) +XG (XG7)~
= (HX)(HX)  +XG (XG")~
(HX)"(HX )]+ XG (XG™)~
= (HX )" (HX )+ XG (XG)"=N

2. A tiene rango p. En este caso
p=r(N)=r(XA) <r(A) =r(X"XA) <r(XA)=r(N)=p
3. XAX = X.
XAX =XAXAA" =NNA " =NA =XAA" =X
Por lo tanto, se puede probar que N = X X~ ya que

XX~ = (XX ) =[(XAX)X | = [(XA)(XX )] = (XX ) (XA
= (XX )N'=(XX )N=XX XA=XA=N

Esto prueba que W en la ecuacién 1.9 es el mismo W en la ecuacién 1.18.
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1.1.2 Distribucion del Estadistico de Prueba

En esta seccién se determina la distribucién del estadistico de prueba. En la seccién an-
terior se obtuvieron dos estadisticos de prueba pero también se demostré que los dos es-
tadisticos son equivalentes lo cual implica que ellos tienen la misma distribucién, por lo
tanto es suficiente determinar como se distribuye uno de ellos. En el siguiente teorema
se enuncia la distribucién del estadistico de prueba obtenido por el método de Lagrange
(Modelo Completo-Reducido).

Teorema 1.2 Sea y ~ N(X3,0%I) y definamos un estadistico F' como sigue:

 (HB - hY[H(X'X)"'H'|N(HB — h)/q
W T I XXX Xy (n—p) (130

La distribucion de F en (1.31) es la siguiente:
(i) Si Hy : HB = h es falsa, entonces
W~ F(g,n—p,A)
donde \ = (HB — h)'[H(X'X)"'H'|"Y(HB — h)/20?
(ii) Si Hy : HB = h es cierta, entonces A =0y
W~ F(g,n—p)
Prueba: Para probar que el estadistico W tiene una distribucion F con los pardmetros

mencionados, debemos primero hacerle un cambio al estadistico W dado de la siguiente
manera:

W SCHg __(SCH/e)/a _ U/q
SCE/(n—p) (SCE/c?)/(n—p) V/(n—p)

y ahora es necesario que se cumplan tres condiciones

1. U ~x*q,A)
2.V~ x*(n—p)
3. Uy V son independientes

Veamos el cumplimiento de estas condiciones

1. U ~ x%(q,\) Para esta parte recordemos que si y ~ N(u,Y) entonces y' Ay ~
xX2(q, \), donde \ = 1’ Au/202, si'y solo si

a) AX es idempotente

b) r(A) =q

Entonces el estadistico

(HB — h)[H(X'X)"'H'|"\(HB — h)

o2

= (HB-h)A(HB-h)

U =
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se distribuye x?(q, \) si sélo si H ﬁ — h se distribuye normal y se cumplen las condi-
ciones a) y b).

Veamos la normalidad. Se sabe que 8= (X'X)"' X'y ~ N(B,0*(X' X)),y
como H 3—h es una combinacion lineal de 3 entonces H 3— h también se distribuye
normal, cuyos pardmetros son:

« (EHB—-h)=HEB)—h=Hp3—h
» Cov(HB —h) = HCou(B)H' = Ho*(X'X) 'H' = 0>H(X'X) 'H'

Por lo tanto, HB — h ~ N(HJ3 — h,o2H(X'X)"'H'). Ahora probamos las
condiciones a) y b)

a) AY = MUQH(X/X)_lH’ = I la cual es idempotente.

o2

b) r(A) no lo he hecho
Por lo tanto U ~ x?(q, \) donde

s = - nyEEXTHT (g gy

= (HB-h)[H(X'X)"'H'|"'(HB - h)/20?

V ~ x%(n — p). El estadistico V estd dado por

SCE y'I-X(X'X)"'X']ly ,

Vv

Siguiendo la misma idea se tiene que como y ~ N (X 3, c2I) solo basta con probar
las condiciones a) y b) de 1.

a) BY = H({;—frmozl =1— X(X'X) ' X' la cual es idempotente.
b) r(B) =r(I — X(X'X)"'X') = n — p. Demostrado anteriormente.
Por lo tanto V ~ x%(n — p) ya que

- X(X'X)"'x/)

v = (xpy XXX xg)
_ BX'XB-AX'X(X'X)'X'XP
h 202
_ BX'XB-BX'XB
- 202 o

U y V son independientes. Existen dos maneras de probar la independencia de vy

V.

= En el tema anterior se probo que ,é y SCE son independientes. Ademds se sabe
que funciones de variables aleatorias independientes también son independientes
y como SCH es una funcion de 3, entonces SCH y SC'E son independientes.

= La otra manera de probar la independencia es expresando SCH y SCE como
formas cuadrdticas con el mismo vector aleatorio normal.
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Escribamos a SCH de esa manera

SCH = (HB-h)[H(X'X) 'H|"'(HB-h)
= [HX'X)"'X'y-h'HX'X)"'HT'H(X'X)" ' X'y — h]

Ahora

HX'X)'X'y-h=H(X'X)'X'[y- XH (HH') 'h]

entonces

SCH = {HX'X)'X'ly—-XH'(HH) 'hR)Y[HX'X)'H'|™!
{H(X'X)"'X'ly - XH'(HH')"'hl]}
= [y-XH'(HH) 'h'X(X'X)"'H'HX'X)"'H'|!
H(X'X)"'X'[y—- XH'(HH') 'h]
= [y—-XH'(HH') 'h|Aly - XH'(HH') 'h|

Escribamos ahora a SCE de igual manera

SCE = '[I-X(X'X)"'X'ly=vy'By
= y'By—-yBXH'(HH')'h—-h'(HH' ) 'HX By

+
+

[XH'(HH')"'hB[XH' (HH') 'h]
vBXH'(HH') 'h+h' (HH')"'HX'By

(XH'(HH')"'h]B[XH'(HH')"'h]

Pues

yBXH' (HH') 'h

h(HH') 'HX'By

[y— XH' (HH')'h'Bly — XH'(HH') 'h)]

Y[ - X(X'X)"'X'|XH' (HH') 'h
Y[ XH' (HH) ' - X(X'X)'X'XH' (HH') 'h
Y[ XH'(HH')™' - XH'(HH')"'|h =0

h(HH)'HX'[I - X(X'X) ' X'y
R(HH)'HX - (HH)'HX'X(X'X)'X'ly
W[(HH)'HX' - (HH' ) 'HX'ly =0

[ XH'(HH')"'hB[XH'(HH')"'h] = AW (HH)'HX'l - X(X'X)'X'|XH' (HH')'h

= KW(HH)'HX'XH (HH)'h-h'(HH)'HX'X(X'X)™!
= KW(HH)'HX'XH'(HH')'h-h(HH) 'HX'XH' (HH'

Por lo tanto SCE y SC'H son formas cuadrdticas del vectory— X H'(HH')™h, el
cual como es una funcion lineal de y también se distribuye normal cuyos pardmetros

son:

» Ely— XH'(HH')"'h] = X3 - XH'(HH')"'h
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*» Covly— XH'(HH')"'h] = oI
Asiy— XH'(HH')"'h ~ N(XB—-XH'(HH')"h,o2l). Entonces solo basta
con demostrar que AB = (0
AB = {(X(X'X)"'H'HX'X)"'H|"'"HX'X)'X'{I- X(X'X)"'X'}
XX'X)"'HHX'X)"'H"'"HX'X)"'X' - X(X'X)'"HHX'X)'"H|"HX'X)"' X' X
= X(X'X)'H'HX'X)'H|"'"HX'X)"'X' - X(X'X)"'"H[HX'X)"'H|'"HX'X)' X' =(

Con ello concluimos que SCE y SCH son independientes.

Por lo tanto el estadistico

(HB —h)'[H(X'X)"'H'|""(HB — h)/q

W T XX X)X g/(np)

(1.31)

tiene la siguiente distribucion
(i) Si Hy : HB = h es falsa, entonces
W~ F(g,n—p,A)
donde \= (HB — h)'H(X'X)"'H'|"Y(HB — h)/20?
(ii) Si Hy : HB = h es cierta, entonces A =0y

1.1.3 Potencia de la Prueba

Recuerde que la potencia de una prueba, II()\), se define como la probabilidad de rechazar
la hipétesis nula cuando ella es falsa, es decir

II(\) = P[Rechazar Hy|H, es falsa]

entonces la potencia de esta prueba estd dada por

II(\) = P[Rechazar Hy|H es falsa] = P[W > Fy, ¢ n,—p/HB # h]
= / F(w:q,n—pANdw
Fa,qn—p

Por lo tanto, para determinar la potencia de la prueba es necesario conocer P[W >
Fo.qn—p|HB # h]. Existen diversas maneras de obtener dicha probabilidad

» Usando los gréficos de las cartas de Pearson-Heartley, las cuales se encuentran en
Stapleton (1995).

= Usando las tablas de la distribucién F no central disponibles en Graybill (1976).

= Usando cualquier paquete estadistico (en este caso se recomienda R).
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En cualquiera de los dos primeros casos es necesario calcular la siguiente cantidad

2
o=
q+1

Para las tablas en Graybill y Para los graficos en Stapleton.
Para hacerlo en R se usa la siguiente instruccién

pf(q=qf(p=c, df1=, df2=, lower.tail = FALSE, log.p = FALSE), df1=, df2=, ncp=A,
lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

1.2 Pruebas de Hipdtesis Comunmente Usadas

En esta seccion se describen brevemente algunas pruebas de hipdtesis que son comtinmente
usadas en la préctica. Para el desarrollo de las mismas se usara el resultado obtenido en
la seccién anterior especificando la matriz H y el vector h dependiendo de la hipétesis a
probar.

1.2.1 Todos los coeficientes son iguales a cero

Se quiere probar la hipétesis de que todos los coeficientes son iguales a cero, es decir,

Hy: By = 1 =B = 0. Para ello vamos a escribir la hipétesis en la forma H3 = h.
La hipétesis Hy : Bp = 81 = -+ B = 0 esequivalentea Hy : By = 0,82, =0,--- , 8, =
0, lo cual en forma matricial se puede escribir como
0 --- 0 Bo 0
0 51 0
0 0 1 B 0

Por lo tanto,

H=1,, h=0 g¢=k+1
Dado que el estadistico de prueba para H3 = h esta dado por

(HB —h)[H(X'X)"'H'|" (HB —h)/q

s - XX X)X ly/(n—p)

entonces en este caso

s HB-h=13-0=7

[HX'X)T'H T = [[(X'X) )T = (XX) 7T = XX
Asi,
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1.2.2 Los coeficientes son iguales a un valor cualquiera

Se quiere probar la hipétesis Hy : Sy = bg, 81 = b1, - , Br = bg. Procediendo como en
la prueba anterior se tiene que la hip6tesis en forma matricial se puede escribir como

0\ [Bo bo
0 B1 B by
0 0 1) \g. b
Por lo tanto,
!
H =1Tiq h=<bo by bk) =b g=k+1

entonces en este caso
s HB3-h=183-b=8-0b
« [H(X'X)'H'|"' = [I(X'X)" 1!

Asi,

1.2.3 Un subconjunto de 3 es cero.

Supongamos que se desea probar la hipétesis Hy : 3;, = 0, donde 3;, es un vector que
contiene los primeros h elementos del vector 3, 0 < h < p. Dicha hipétesis se puede
escribir en forma matricial de la siguiente manera

1
0 0 0 i 0
Bs
0 0 0 0 0
0 0 0 0 ) =10
: Bi
) Br+1
0 0 O 10 0 0
Br
Donde la Matriz H se puede escribir de manera particionada como
10 0 010 0
01 0 0,0 - 0
H=|0 01 0'0 0 :(Ih 0)
oo D :
oo . :
0 0O 10 0
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y la siguiente particién del vector 3

f1
P2

o (s
S e (ﬁp—h>

6h+1

Bp
Tomaremos m =p — h
Entonces

HB—h— (Ih 0) (?) =B

lo cual implica que H B—h= Bh
Por otro lado, la particién de 3 genera la siguiente particion de la matriz X

X = (Xh Xm)

entonces
! X' X X' X
X'X — /h (prh Xm) _ /h h Ih
Xm Xth Xme
y asi
-1
(X’X)_l _ X;LXh X%Xm _ Tiwn Thm
X/th X;nXm Tmh Tmm
con lo cual

T T I
H(X/X)lel _ (Ih 0) hh hm h
Tmh Tmm 0

= (Thh Thm) (I(;L> =Thp

[H(X'X)"'H'|" =Ty,

y por consiguiente

Por lo tanto el estadistico de prueba seria

— B;LT}:f%Bh/h’
y'[I- X(X'X)"' Xly/(n - p)

Nota: Se deja como tarea probar la significancia de la regresion, la cual consiste en probar
que todos los 3; = 0 excepto By.
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1.2.4 Prueba de la hipétesis de una combinacion lineal de los 3;.

Ahora se quiere probar la hipétesis Hy : Z?:o a;B; = 0. Escribiendo la hipétesis en la
forma H3 = h se tiene en este caso H = a’ donde a es un vector p x 1y h = 0 es un
escalar. Entonces

- HB —h= a’B lo cual es un escalar
* [H(X'X)"'H'|"! = [@'(X'X)"'a]~! que también es un escalar

Por lo tanto

B XXX X/ —p)
_ (@B) (@)
&/ (X'X) Tay T X(X'X) 1 X Jy/(n — )
_ (0/6)2
o/ (X'X) Tay [T X(X'X) 1 X Jy/(n — )

—_— 1.32
a'(X'X) 1aS? (1-32)

donde S? = y/[I - X (X' X)) ' X"|y/(n —p)
Nota: Se deja como tarea probar la significancia de un pardmetro. Hy : 3; = 0.

1.3 Intervalos de Confianza

En esta seccién consideramos una regioén de confianza para 3, intervalos de confianza para
B;, @' B3, individuales y simultdneos, y 2. Asumiremos que y ~ N (X3, 0°I) .
1.3.1 Region de confianza para 3
Recordemos que el estadistico de prueba para la hipétesis H 3 = h esta dado por
(HB—h)H(X'X)'H'|"'(HB — h)

qS?
donde S? = y'[I - X(X'X)" ' X')y/(n — p).

W:

Como queremos hallar una region de confianza para 3, entonces H = Iy h = 3. Por lo
tanto podemos hacer la siguiente declaracion de probabilidad

(B-B)X'X(B~B)

P
qS?

SFagnop|=1-0a

Desde esta declaracion, una regién de confianza conjunta de 100(1—«) para 3o, 1, - - - , Bk
en 3 esta definida por todos los vectores de 3 que satisfacen

(B-B)X'X(B-B)<aSFaynp=1-0a (1.33)
Para ¢ = 2, esta region puede ser graficada como una elipse en 2 dimensiones. Para ¢ > 2,
la regidn elipsoidal es dificil de interpretar.
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1.3.2 Intervalos de confianza individuales

Existen ocasiones en las que el investigador esta interesado en hallar intervalos de con-
fianza para cada pardmetro individualmente o para solo una combinacioén lineal de ellos,
en dicho caso se habla de intervalos de confianza individuales, pues la construccién de
dicho intervalo no esta influenciado por los otros pardmetros. A continuacién veamos la
construccién de los intervalos.

1.3.2.1 Intervalo de confianza para cada 3; En la seccién **** se obtuvo que el
estadistico de prueba para la hip6tesis relacionada con cada j3; estaba dada por

t»:Bj_Bth_
J S\/@ p

donde g;; es el j ésimo elemento de la diagonal de (X'X)~!. Entonces

B; — B

P alpha/2,n—p§ S\/@

-1

< talpha/2,n—p] =1-«
Resolviendo la desigualdad para 3; se obtiene

P {37 B talpha/Z’nfpS\/% < ﬁj < Bj + talpha/2,n7p5\/,@} =1l—-«a

Antes de tomar la muestra, la probabilidad de que el intervalo aleatorio contenga a [3; es
1 — cv. Después de tomar la muestra, el intervalo de confianza de 100(1 — «)% para 3, es

/éj + talpha/2,nfp5\/ 9jj (134)

yano es aleatorio, y asi decimos que tenemos 100(1— )% de confianza de que el intervalo
contenga a f3;.

Note que el coeficiente de confianza 1 — « se obtiene sélo para un intervalo de confianza
para uno de los 3;. Para intervalos de confianza para todos los k + 1 elementos de 3 que
se obtienen simultdneamente con coeficiente de confianza total se verdn mds adelante.

~

1.3.2.2 Intervalo de confianza para cada a’(3 Sia’(3 # 0 podemos restar a’3 de a’(3
en (1.32) para obtener

_ (¢B-apy
W= axx) tase ~ Fhn—r)

lo cual es equivalente a

___dB-ap
Sya' (X'X) 1a

~t(n —p) (1.35)

Por lo tanto, un intervalo de confianza de 100(1 — «)% para un sé6lo valor de a’(3 estd

dados por
a'Bttlyon pSy/a (X' X)a (1.36)
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1.3.2.3 Intervalo de confianza para cada o> Hemos demostrado que
(n—p)S? o2
e X(n—p)
Por lo tanto,
2 (n—p)S* 2
P \Xi—aj2n-p S "3 S Xajzn—p| =10 (137)

2

donde xZ /2n—p

es el punto de la distribucién chi-cuadrado cuya érea derecha es a/2 y
X?_ a/2,n—p €8 el punto de la distribucién chi-cuadrado cuya érea izquierda es «/2. Re-

solviendo la desigualdad para o2 se obtiene el intervalo de confianza de 100(1 — a)%

—p)S? - p)S?
(7127@ < o2 < (;17]@ (1.38)
Xa/2,n—p Xl—a/2,n—p
un intervalo de confianza de 100(1 — «)% para o estd dado por
(1.39)

1.3.3 Intervalos de confianza simultaneos

El objetivo de los intervalos de confianza presentados en la seccidn anterior es proveer con-
clusiones con un nivel prefijado de confianza sobre cada uno de los parametros 3y, 51, ..., Bk
por separado. La dificultad es que éstos no proporcionan el nivel de confianza fijado de que
las conclusiones de los p intervalos son correctas. Si las inferencias fueran independientes,
la probabilidad de que los p intervalos construidos cada uno con un nivel de confianza de
1 — «, contengan al verdadero pardmetro serfa (1 — «)?, el cual es menor a 1 — a.. Sin
embargo, las inferencias no son independientes, ya que son calculadas a partir de un mismo
conjunto de datos de la muestra, lo que hace que la determinacion de la probabilidad de
que todas las inferencias sean correctas sea mucho mas dificil.

En esta seccién propondremos intervalos de confianza de nivel conjunto 1 — «, esto
quiere decir que nos gustarfa construir una serie de intervalos para los cuales tengamos
una garantfa sobre la exactitud de todo el conjunto de intervalos de confianza. Al conjunto
de intervalos de confianza de interés lo llamaremos familias de intervalos de confianza de
nivel conjunto o simultaneo (o regiones de confianza de nivel simultdneo).

Supongamos que la familia se compone de p estimaciones, para 3, 31, ..., Bp—1. Po-
driamos estar interesados en construir regiones de confianza para una cantidad g entre 1
y p de estos pardmetros, con g prefijado. Distingamos entre un intervalo de confianza de
nivel 1 — « para un pardmetro, y una familia de intervalos de nivel simultdneo 1 — o, para
g parametros. En el primer caso, 1 — « es la proporcién de intervalos construidos con el
método en cuestién que cubren al verdadero pardmetro de interés cuando se seleccionan
repetidamente muestras de la poblacion de interés y se construyen los intervalos de confi-
anza para cada una de ellas. Por otro lado, cuando construimos una familia de regiones o
intervalos de confianza de nivel simultdneo 1 — « para g pardmetros, 01, 0, ..., 04, €l valor
1 — a, indica la proporcién de familias de g intervalos que estdn enteramente correctos
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(cubren a los g pardmetros de interés, simultdneamente) cuando se seleccionan repeti-
damente muestras de la poblacién de interés y se construyen los intervalos de confianza
especificos para los g pardmetros en cuestion, o sea

PO e hi}n{boeL}n..n{ly,el})=1—ac

si I,...,14 son los g intervalos construidos usando los mismos datos. Luego el nivel
simultdneo de una familia de regiones o intervalos de confianza corresponde a la probabil-
idad, calculada previa al muestreo, de que la familia entera de afirmaciones sea correcta.

En general es sumamente deseable contar con un procedimiento que provea una familia de
intervalos de confianza de nivel simultdneo cuando se estiman varios pardmetros con una
misma muestra de datos, ya que le permite al analista entrelazar varios resultados juntos
en un conjunto integrado de conclusiones con la seguridad de que todo el conjunto de in-
ferencias es correcto.

Para obtenerlos hay basicamente dos herramientas estadisticas disponibles. Una de ellas es
el estudio matematico en detalle del fendmeno en cuestion, en este caso, estudiar matemati-
camente las propiedades de los estimadores Bo, . Bp_l de manera de poder obtener la
distribucion exacta de alguna medida numérica que los resuma, como el maxg 0 < k <

p— 1}\beAtak\ o las descripciones matemadticas del elipsoide p dimensional mas pequefio
que los contenga, con probabilidad 1 — .. La otra herramienta consiste en construir in-
tervalos de confianza con nivel simultdneo a partir de ajustar el nivel de confianza de cada
intervalo individual a un valor mds alto, de modo de poder asegurar el nivel simultdneo de
la construccién. Esto es lo que se conoce como el método de Bonferroni para la construc-
cién de intervalos de nivel simultdneo.



