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Capitulo 2

MODELOS DE REGRESION LINEAL

Un modelo de regresién es cualquier modelo lineal general Y = X 3 + € en la cual X' X
es no singular. X’ X es no singular si y sélo si la matriz X nxp tiene rango p. En modelos
de regresidn, el vector de parametros 3 es estimable. Veamos formalmente su definicién.

Definicion 2.1 (Modelo de Regresion Lineal) Un modelo de regresion lineal es un mod-
elo lineal

y=XB+e @.1)

donde y es un vector n X 1 de observaciones, X es una matriz n X p de rango p de
constantes conocidas, [3 es un vector p X 1 de pardmetros no observables, y € es un vector
n x 1 de variables aleatorias no observables.

2.1 Modelo de Regresion Lineal Simple

En esta seccién se considera el modelo de regresién lineal simple. El modelo de regresién
lineal simple para n observaciones se puede escribir como

yi:60+61xi+6i7 1= 1727...771 (22)

La designacién simple indica que existe solamente una variable explicatoria x para predecir
la respuesta y, y lineal significa que el modelo (2.3) es lineal en By y 31. Asumimos que y;
son variables observables, los z; son constantes conocidas (lo cual significa que los mismos
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14 MODELOS DE REGRESION LINEAL

valores de x1, x5, ..., x, deben ser usados en muestreos repetidos), las €; son variables
aleatorias no observables, 3y y 31 son constantes desconocidas y son los pardmetros del
modelo.

Para completar el modelo en (2.3), hacemos los siguientes supuestos adicionales

1. E(e;) = O0paratodoi = 1,2,...,n, o, equivalentemente, F(y;) = o + B1;.

2. Var(e) = o? paratodo i = 1,2, ..., n, o, equivalentemente, V ar(y;) = o>.

3. Cov(e;,€;) = 0 paratodo i # j, o equivalentemente, Cov(y;,y;) =0

El supuesto 1 establece que el modelo (2.3) es correcto, implicando que y; depende so-
lamente de x; y que toda la otra variacién en y; es aleatoria. Fl supuesto 2 asegura que
la varianza de ¢; o y; no depende de los valores de z; (este supuesto es conocido como
el supuesto de homocedasticidad, varianza homogénea o varianza constante). Bajo el
supuesto 3, las variables ¢; o y; estian descorrelacionadas unas de otras.

2.1.1 Modelo de Regresién Lineal Simple en Términos Matriciales

En esta seccidon desarrollamos el modelo de regresion lineal simple en términos matriciales.
Recordemos que el modelo de regresion lineal simple para n observaciones se puede es-
cribir como

yi:60+61xi+6i7 7= 1727...771 (23)
Esto implica
y1. = Po+pPizi+e
y2 = BotPirzate 2.4
Yn — 60 + ﬁlxn + €n

lo cual se puede escribir como

Y1 1 = €1
Y2 1z €
o e RGN
: Do 81 :
Haciendo
Y1 1 = €1
Y2 1 x €2
u= |7 x=| 7| s=(7), =" 2.5
: Do 81 :

se tiene que las ecuaciones 2.8 se pueden escribir de manera compacta como

y=XB+e (2.6)
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el cual es la ecuacién de un modelo lineal como el estudiado en el capitulo anterior.

Note que la columna de unos en la matriz X puede verse como consistente de la constante
zo = 1 en el modelo de regresién alternativo:

Yi = betagxo + 61%2‘ + ¢ dondexpg=1

Por lo tanto, la matriz X puede ser considerada a contener un vector columna de unos y
otro vector columna que contiene las observaciones z; de la variable predictora.

En cuanto a los supuestos, el supuesto 1 el cual establece que £(¢;) = Oparai = 1,2,...,n
se puede escribir como F(e) = 0. Y los supuestos 2y 3, Var(e1) = o2 y Cov(es, e5) = 0
para i # j, se pueden resumir como C'ov(g) = o1 ya que

a2 0 0

0 o2 0
Cov(e) = 0’1 = .

0 0 a?

EJEMPLO 2.1 Tomado de Rencher 2008

Estudiantes en una clase de estadistica expusieron que hacer la tarea no ayudaba a
prepararlos para el examen a mitad del periodo. El puntaje y del examen y el puntaje
x de la tarea (promediados hasta la mitad del periodo) para los 18 estudiantes en la
clase fueron los siguientes

M x Yy x Yy X

95 96 72 89 35

80 77 66 47 50 30

0 0 98 90 72 59
90 93 55 77

79 78 0 18 75 74

77 64 95 86 66 67

Vamos e representar matricialmente las observaciones de los primeros 6 estudiantes.
Por lo tanto se tiene

95 1 96 €
80 177 e
y 0 Cx 1 0 7 ﬁ(50>7 e
0 1 0 81 €4
79 178 es
77 1 64 €
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2.1.2 Principio Basico del Modelo de Regresion Lineal Simple

Como en este caso sobre la variable respuesta y solo “influye” una variable predictora X,
se quiere determinar la ecuacién de una recta (linealidad) la cual se ajuste lo mas posi-
ble a los datos. Un diagrama de dispersion ofrece una idea bastante aproximada sobre la
existencia o no de una relacién lineal entre dos variables, ademds puede utilizarse como
una forma de cuantificar el grado de relacién lineal existente entre dos variable: basta con
observar el grado en el que la nube de puntos se ajusta a una linea recta.

Ahora bien, aunque un diagrama de dispersién permite formarse una primera impresion
muy répida sobre el tipo de relacién existente entre dos variables, utilizarlo como una
forma de cuantificar esa relacion tiene un serio inconveniente: la relacién entre dos vari-
ables no siempre es perfecta o nula; de hecho, habitualmente no es ni lo uno ni lo otro.

Supongamos que disponemos de un pequefio conjunto de datos como los que se muestran
en la tabla 2.1

Table 2.1 Datos
x1 Y1 X3 Ys
x1 Y2 X3 Yo
T2 Y3 T4 Y10
T2 Y4 Tz Y11
T2 Ys Tz Y12
T3 Ys Tz Y13

xr3 Yt

Primero observemos como para el mismo valor de = podemos obtener valores distintos de
y. Bs decir que una vez fijado el valor de = digamos en 1, se observaron tres valores de
la variable respuesta, y1, y-, y3. Como se comenté anteriormente un buen punto de partida
para formarnos una primera impresion de esa relacién podria ser la representacién de la
nube de puntos, tal como muestra el diagrama de dispersién de la figura 2.1.

Figure 2.1 Nube de puntos
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De la figura podemos observar que ademads de verse un comportamiento aproximadamente
lineal entre los puntos, se nota que la dispersién de los datos para cada valor de x es muy
parecida, el cual cual es el supuesto mencionado en la definicién del modelo (ver figura
2.2).
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Figure 2.2  Nube de puntos

Ahora bien, para obtener la recta que mejor se ajuste a los datos, dicha recta deberia pasar
por el promedio de las observaciones para cada valor de x, como se muestra en la grifica
de la figura 2.3. En el préximo capitulo veremos como calcular dicha recta.

et

v

Figure 2.3 Nube de puntos y recta de regresion lineal

En la siguiente figura se muestra el grafico de dispersion de los datos del ejemplo 2.1. En
dicho grifico se aprecia una aparente relacion lineal entre las variables.
Podriamos trazar diversas rectas que pasen cerca de un gran numero de puntos como se
observa en la figura 2.5, pero la idea es conseguir aquella que se ajuste mejor a los datos.
El célculo de dicha recta sera nuestro objetivo en el siguiente capitulo.
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Figure 2.4 Diagrama de dispersion para los datos de tarea y puntos en el examen
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Figure 2.5 Mudltiples rectas para los datos de tarea y puntos en el examen

2.2 Modelo de Regresion Lineal Multiple

En regresion miltiple, intentamos predecir una variable dependiente o respuesta y sobre
la base de una relacién lineal asumida con varias variables independientes o predictoras
T1,Zo,...,Tn. Ademds de construir un modelo para la prediccidn, se establecen algunas
medidas o técnicas para medir el ajuste del modelo creado.
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2.2.1 El Modelo

El modelo de regresion lineal miltiple para k variables predictoras y n observaciones puede
ser expresado como

yi = Bo+ Brxzp + Powsn + -+ Bz + e, i = 1,2,..n 2.7

La designacién muiltiple indica que existen varias variable explicatorias x;, j = 1,...,k
para predecir la respuesta y, y lineal significa que el modelo (2.7) es lineal en 3y, 8y, ..., Bk
Asumimos que y; son variables observables, las z;; son constantes conocidas, las €; son
variables aleatorias no observables, g, 51, ..., Bx son constantes desconocidas y son los
pardmetros del modelo.

Al igual que para el modelo de regresion lineal simple, se tienen los siguientes supuestos
adicionales

1. E(e;) = Oparatodoi = 1,2,...,n, o, equivalentemente, F(y;) = Bo + Srxi +
62$i2 + .+ 6kxzk
2. Var(e) = o? paratodo i = 1,2, ..., n, o, equivalentemente, V ar(y;) = o2.

3. Cov(e;,€;) = 0 paratodo i # j, o equivalentemente, Cov(y;,y;) =0

2.2.2 Modelo de Regresién Lineal Simple en Términos Matriciales

En esta seccién desarrollamos el modelo de regresion lineal miiltiple en términos matri-
ciales. Recordemos que el modelo de regresién lineal miltiple para n observaciones se
puede escribir como

y; = Bo + betarx;) + betasxin + -+ - + betagxy + €, i =1,2,...,n

Esto implica

y1 = Bo+ Prwin 4 fowiz + o+ Branr Fa
y2 = Bo+ Prwar 4 Bowan + - A Brwor + e (2.8)
Yn = 60+61xn1+62xn2+"'+6kxnk+€n

Estas n ecuaciones se pueden escribir en forma de matriz como

Y1 1 z11 212 -+ 212 Bo €1
Y2 1 =z w2 -+ xop B1 €
=1. . ) . ) B s
Yn 1 Tnl Tnp2 o Tnk Bk €k
0
y—XB+e 2.9)

Los tres supuestos sobre €; se pueden expresar en términos del modelo en 2.9:

1. K(e) =06 E(y) = XB.
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2. Cov(e) = a216 Cov(y) = o°1

Note que el supuesto C'ov(e) = o2Iincluye ambos supuestos V ar(e;) = 02y Cova(e;, €5) =

Oparai £ j.
La matriz X en 2.9 es n x (k + 1). En este curso asumimos que » > k + 1y que
rang(X) = k+ 1. Sin < k+ 1 o si existe relacién lineal entre las x, poe ejemplo,

i ‘
x5 = )_;_, *;/4, entonces X no serd de rango completo por columnas.

EJEMPLO 2.2

Suponga que se tienen los siguientes datos [Ver Freund y Minton (1979, pp- 36 -39)]
de la tabla 2.2

Table 2.2  Datos del ejemplo

Observacién  y r1 X2
1 2 0 2
2 3 2 6
3 2 2 7
4 7 2 5
5 6 4 9
6 8 4 8
7 10 4 7
8 7 6 10
9 8 6 11
10 12 6 9
11 11 8 15
12 14 8 13

Vamos e representar matricialmente las observaciones. Por lo tanto se tiene

2 10 2 a

3 12 6 e

2 12 7 Fo e

=17 X512 5| PEA)] 7
Ba

14 18 13 €2

O

Los pardmetros 3 en 2.9 son llamados los coeficientes de regresion. Para enfatizar su efecto
colectivo, ellos algunas veces son referidos como coeficientes de regresion parcial. lLa
palabra parcial tiene un significado tanto matematico como estadistico. Matematicamente,
la derivada parcial de £(y) = Bo + B1x1 + Baxa + -+ + Bray con respecto a xy, por
ejemplo, es 31. Asf 31 indica el cambio en F/(y) a consecuencia de un incremento de una
unidad en z; cuando x», x3, ..., 2} se mantienen constantes. Estadisticamente, 3; muestra
el efecto de x1 sobre F/(y) en la presencia de las otras x. Este efecto deberfa tipicamente ser
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diferente del efecto de x; sobre £/(y) si las otras « no estuviesen presentes en el modelo.
Asi, por ejemplo, By v 51 en

y = Po+ Prx1 + Paza +€
serd usualmente diferente de 37 y 57 en
y=085+ Bz +e

Sélo si 1 y x5 son ortogonales entonces 3y = 37 y 31 = 7. El cambio en los pardmetros
cuando un z es borrado del modelo se ilustra (con estimaciones) en el siguiente ejemplo

EJEMPLO 2.3

Tomando los datos de la tabla 2.2 ejemplo anterior, se estimaron tres modelos, los dos
primeros tomando en cuanta solo una variable independiente en cada caso, y el Gltimo
tomando en cuenta la dos variable. LLos modelos estimados son los siguientes

§ = 1.86+ 1.30z1,
§ = 0.86+0.78x,,
§ = 5.37+3.0lx — 1.207,.

Como se esperaba, los coeficientes cambian del modelo con todas las variables (mod-
elo completo) a los modelos con una sola variable (modelo reducido). Incluso note
que el signo del coeficiente de x5 cambia de 0.78 a —1.29.

Los valores de y y x5 son graficados en la figura 2.6 junto con la ecuacién de predic-
cién § = 0.86 + 0.78z,. La tendencia lineal es evidente.
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Figure 2.6  Regresién de y sobre x> ignorando z;

En la figura 2.7 se muestra el grafico como en la figura 2.6, excepto que cada punto
es etiquetado con el valor de z;. EFxaminando los valores de y sobre x5 para valores
fijos de =1 (2,4,6, o 8) muestra una pendiente negativa para la relacién. Esta relacién
negativa son mostradas como regresiones parciales de y sobre x5 para cada valor de
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Figure 2.7 Regresion de y sobre z2 mostrando el valor de x; en cada punto y regresiones parciales
de y sobre x

x1. El coeficiente de regresion parcial 32 = —1.29 refleja las pendiente negativas de
estas cuatro regresiones parciales.
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