CAPITULO 1

ALGEBRA MATRICIAL

1.1. Introduccion.

Definicién 1.1.1 (Matriz) Definimos una matriz como un arreglo rectangular de elemen-
tos, llamados escalares, sobre un dlgebra F'. Mds que hacer referencia especifica al dlgebra F,
se asumird que ésta es el dlgebra de los nimeros reales a menos que se establezca lo contrario.

Por lo tanto, un escalar serd siempre un escalar a menos que se establezca lo contrario.

Notacion
1. Las matrices se denotan con letras maytsculas. Por ejemplo, A, B,C, X, ...

2. Los elementos de la matriz, escalares, se denotan con letras mintsculas con 2 subindices,
es decir, a;; donde ¢ se refiere a la fila y j a la columna. Algunas veces se escribe

A = aj]

3. El conjunto de los nimeros reales se denota con R o Ej.
4. La traspuesta de A se denota por A’
5. Si A tiene inversa, la inversa se denota por A1

6. El determinantre de A, se denota por |A| o det(A)
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7. La matriz identidad se denota por I. Se usa I,, para denotar una matriz n x n

8. El tamano de una matriz es el nimero de sus filas por el nimero de columnas. Por
ejemplo, la matriz A,,x,, €s una matriz con m filas y n columnas.

9. Sean A, ¥ Byxp, €l producto de A y B se denota como AB
10. Sean A,xn ¥ Bnxp, la suma de A y B se denota como A + B
11. Sean A,,«, y k un escalar, el producto de k y A se denota como kA.

12. La matriz diagonal D se define como una matriz cuadrada cuyos elementos fuera de la
diagonal son cero, esto es, si D = [d,;], entonces d;; = 0 si y sélo si i # j.

1.2. Inversa de una matriz

Definicién 1.2.1 (Matriz inversa) Sea A una matriz cuadrada. Si existe una matriz B
tal que BA = I, entonces B es llamada la inversa de A 1y se denota por A71. Si A tiene

nversa, A es llamada no singular; si A no tiene inversa, A es llamada singular.

Teorema 1.2.1 (La inversa A~' es tnica) Si A es una matriz que tiene una inversa, la

muersa es unica.

Prueba 1.2.1 Sea B la matriz inversa de A, entonces BA = I. Suponga que C es otra
inversa de A, entonces CA = I, lo cual implica que C = B.

Teorema 1.2.2 Si A tiene una inversa, entonces A™' tiene una inversa (A=) = A

Prueba 1.2.2 Sea B la matriz inversa de A, entonces B = A™' y BA = I. Sea C
la inversa de B entonces C = B™' y BC = I, por lo tanto C = (A™Y)™! y C = A,
asi A= (A-1)7!

Teorema 1.2.3 St A y B son matrices no singulares n X n, entonces AB tiene una inversa
(AB)™' = B™'A™': Esto puede extenderse a un nimero finito de matrices no singulares

n XxXn.

Prueba 1.2.3 Sea CD la inversa de AB, entonces (CD)(AB) = I, entonces C(DA)B =
I Si D es la inversa de A entonces DA = I, por consiguiente CB = I, asi D = A7 y
C = B™'. Porlo tanto, CD = B A~".



1.3 Determinante de una matriz 3

Teorema 1.2.4 Si A es no singular y k es un escalar diferente de cero, entonces

1
kA =-A"1
(kA4)™ =

1.3. Determinante de una matriz

Definicién 1.3.1 (Determinante de una matriz) FEl determinante es una funcion que a
cada matriz cuadrad An X n le asigna un numero, si los elementos de la matriz A son reales,

el numero que se asigna es un real y se denota por det(A) ¢ |Al.

1.3.1. Calculo del determinante de una matriz

Definicién 1.3.2 Si A es una matriz de tamano 1, es decir A = [a], entonces det(A) = a.

@11 Aa12

Definicién 1.3.3 Si A es una matriz 2 x 2, es decir A = < ), entonces det(A)

Q21 Q22
se define como

det(A) = ajjag — ajpa

Definicién 1.3.4 El determinante de una matriz 3 x 3 es

11 daiz2 A3
det(A) = | ag g a3 | = A11022033+012G23031 +013021A32 — Q13022031 — 1123032 — (12021 A33

a31 daz2 G33

Para calcular dicho determinante se usa comunmente la regla de Sarrus. La cual consiste en
copiar la primera y segunda columna de la matriz y colocarlas inmediatamente a la derecha
de la matriz. Luego se calcula la suma de los productos de las diagonales a la derecha menos
los productos de las diagonales hacia la izquierda.

Para calcular el determinante de matrices de tamanos superiores se deben tomar en cuenta
las siguientes definiciones.

Definicién 1.3.5 (Menor complementario) Sea A una matriz cuadrada y a;; el elemento

ubicado en la fila 1 y la colutmna j de A. El menor complementario de a;; se define como
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el determinante de la matriz que se obtiene al eliminar la fila ¢ y la columna j de A, y se

denota por M;;. Por ejemplo sea

@11 a2 13
det(A) = | ax axp as

31 dz2 (33

entonces

@11 A12

Mys = = 411032 — A31412

asy as2
Definicién 1.3.6 Sea A una matriz cuadrada, se define el cofactor de un elemento a;; como
el nimero C;; = (—1)"" M,;. Es decir, el cofactor no es mas que el menor complementario

correspondiente acompanado de un sigma mas o menos dependiendo de la fila y columna en

la que se encuentre el elemento en cuestion. Por ejemplo

Coz = (—1)° Moz = — My

1.3.2. Propiedades

Teorema 1.3.1 Si A y B son matrices n X n, entonces
det(AB) = [det(A)][det(B)]

Este resultado se puede extender a un numero finito de matrices.
Teorema 1.3.2 Sea A;; el cofactor de a;;, entonces
det(A) = Z aiinj
j=1
Para algin 1.

Teorema 1.3.3 Sea A una matrizn x n; |A| =0 si y sélo si A es una matriz singular.
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1.4. Traspuesta de una matriz

Definicién 1.4.1 Sea A una matriz. La traspuesta de A, denotada por A', es la matriz con
las filas y las columnas intercambiada. Si A tiene tamarno m x n, entonces A’ tiene tamano

nxm.

1.4.1. Propiedades

Teorema 1.4.1 St A y B son matrices m X n, y a y b son escalares, entonces
(aA) = (Aa) = A'a = aA’

(aA +bB) = aA' = bB'

Teorema 1.4.2 St A y B son matrices tales que AB estd definida, entonces
(AB) = B'A’

Teorema 1.4.3 Sea A una matriz cuadrad. La inversa de la traspuesta de A es igual a la

traspuesta de la inversa de A, es decir

(A)-1= (A7

1.5. Matriz Simétrica

Definicién 1.5.1 Si A = A’, entonces A es un matriz simétrica. Esto implica que A debe

ser cuadrada.

1.5.1. Propiedades

Teorema 1.5.1 Si A es cualquier matriz, entonces A’A y AA’ son simétricas.
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1.6. Rango de una matriz

Definicién 1.6.1 Sea A una matriz n x m, se dice que A es de rango r si el tamano de la

submatriz cuadrada no singular mas grande es r.

1.6.1. Propiedades

Teorema 1.6.1 S7 las matrices A y B son no singulares, entonces para cualquier matriz C,
las matrices C;, AC,CB y ACB tienen el mismo rango (Asumiendo que todo los productos
estdan definidos).

Teorema 1.6.2 Si A es una matrizmxn de rango r, entonces existen matrices no singulares
P y Q tales que

'I, m=n=r;
IO}, m=r <n;
1
PAQ = ], m>r=mn,
0
I 0
, m>ryn>r.
L | O 0]

donde I esr X r.

Corolario 1.6.2.1 Si A es una matriz m x n de rengo r > 0, entonces existen matrices Ay,
y AR de tamanos m X r yr X n, respectivamente, y de rangos r tales que A = A Ar. AL AR

es llamada la factorizacion de rango completo de A.

Teorema 1.6.3 FEl rango del producto de las matrices A y B no pueden exceder el rango de
A ni de B, es decir, r(AB) <r(A) ¢ r(AB) < r(B).

Teorema 1.6.4 Una matriz no singular A puede siempre reducirse a I por transformaciones

elementales de filas (columnas).
Teorema 1.6.5 Si A es una matriz n X n, entonces det(A) =0 si y solo si r(A) < n.

Teorema 1.6.6 Si C es una matriz m X n de rango r, entonces el rango de CC" y de C'C

es .



1.7 Matriz Idempotente 7

1.7. Matriz Idempotente
Definicién 1.7.1 Sea B una matriz n X n tal que
(1) B= B’
(2) B = B?

entonces B se define como una matriz idempotente si (2) se satisface y una matriz simétrica

idempotente si (1) y (2) se satisfacen.

1.7.1. Propiedades

Teorema 1.7.1 Si B es una matriz n X n idempotente de rango n, entonces B = I. Si
B es una matriz simétrica idempotente de rango menor que n, entonces B es una matriz

semidefinida positiva.

Teorema 1.7.2 Sea B una matrizn X n de rango p.

1. Si B es idempotente, entonces B tiene p raices caracteristicas distintas de cero y ellas

son cada una igual a +1.

2. 89 B es simétrica, entonces una condicion necesaria y suficiente para que B sea
idempotente es que esta tenga p raices caracteristicas distintas de cero y cada una igual
a +1.

Teorema 1.7.3 Sea An X n una matriz simétrica idempotente. Entonces
1. A’ es una matriz simétrica idempotente
2. P'AP es una matriz simétrica idempotente si P es ortogonal n x n.
3. PAP™' es una matriz idempotente donde P es no singular n x n.

4. I— A es una matriz simétrica idempotente.

Prueba 1.7.1 La prueba es como sigue
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1. Simetria: Como A es simétrica, entonces A’ = A. Ahora (A') = A’, entonces A’ es

simétrica.
Idempotente: AA' = AA=A=A
2. Simetria: (P'AP) = P'A'(P') = PPA'P = P'AP ya que A’ = A.
Idempotente: (P'AP)(P'AP) = P'APP'AP — P'AAP — P'AP ya que PP — I.

3. Idempotente: (PAP " (PAP')= PAP 'PAP ' = PAAP ' = PAP™" ya que
P'P=1

4. Simetria: (I— A) =1 —-A'=1— A.

Idempotente: (I— A)(I—A)=1-A—-—A+AA=T-A—-A+A=1-A.

1.8. Traza de una matriz

Definicién 1.8.1 La traza de una matriz An X n, la cual escribimos como tr(A) se define

como la suma de los elementos de la diagonal de A, esto es,

t’f’(A) = i (077
i=1

1.8.1. Propiedades

Teorema 1.8.1 Sean A y B matrices m X n y n X m respectivamente; entonces

tr(AB) =tr(BA)

Prueba 1.8.1 Sea AB = C, entonces cpq = Z?:l ap;ibiq es el elemento de la fila p y la
columna q. Sea BA = G, entonces g,5 = Zﬁl byiQis.

Pero,
n

tr(AB) = Z Cpp = Z apjbjp

p=1 p=1 j=1
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t'f’(BA) = igm‘ = i i briais haciendo i = b, T = j
r=1

r=1 i=1
m

= Z Z bipap; = Z Z ap;bjp = tr(AB)
7j=1 p=1 p=1 j=1
Teorema 1.8.2 Sea A una matrizn X n y P cualquier matriz n X n no singular, entonces
tr(A) = tr(P ' AP)

si P es una matriz ortogonal, entonces

tr(A) = tr(P'AP)

Prueba 1.8.2 Por el teorema anterior
tr(P'AP) = tr[P ' (AP)| = tr[(AP)P '] = tr(AI) = tr(A)
tgual con el otro.

Teorema 1.8.3 Sea A una matriz n X n con raices caracteristicas \i, Ao, ..., \p, entonces

tr(A) = i i

Esto es, la suma de los elementos de la diagonal de una matriz n X n es igual a la suma de

las raices caracteristicas de la matriz.

Prueba 1.8.3 Sea P una matriz no singular tal que P~"'AP =T donde T es una matriz
triangular con raices caracteristicas \; sobre la diagonal (P y T pueden no ser matrices

reales), entonces

tr(A) =tr(P'AP) = tr(T) = i i



10 Algebra Matricial

Teorema 1.8.4 Si A y B son matricesn X n y a y b son escalares, entonces

tr(aA + bB) = atr(A) + btr(B)

Prueba 1.8.4 Sea C = aA+bB, entonces tr(C) =", ¢; donde ¢;; = aa;; +bby; entonces
tr(aA +bB) = Z aai; + bby; = az a;; + bz by = atr(A) + btr(B)
i=1 i=1 i=1
Teorema 1.8.5 Si A es una matrizn x n y A2 = mA, entonces
tr(A) = mr(A)

Si A es idempotente, entonces m =1 y tr(A) = r(A).

Teorema 1.8.6 Sea A una matriz m x n, entonces tr(AA") = tr(A’A) =37"_ > a% y
tr(AA") =tr(A’A) =0 siy sélo si A=0

Prueba 1.8.5

aix Qg1 - Qml ayix aiz - Q1p

a1z Q22 - Qm2 A21 Q22 -+ Q2p
tr(A’A) = tr

A1p Ao2p - Amn am1 Am2 - Amn

( m 2
Zi:l Qp T
m 2 n m
a2 Zi:l L7 B 2
= 1r . . . = E E Qy;
m 9
\ T D

Por el teorema 1.8.2 tr(AA’) = tr(A’A).
Como tr(A'A) =370 | Y71, a7y = 0 sélo si a; =0,  Vij con lo cual A = 0.

Teorema 1.8.7 Si A es una matriz n x n, entonces tr(A) = tr(A’)
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Prueba 1.8.6 tr(A) =" a;. Sea B = A', entonces tr(B) = >_1_ by, como b; = al; =
ai;, entonces tr(A') =tr(B) =Y by =Y.+ a; = tr(A).

Teorema 1.8.8 Si A es una matrizn xn y A~ es la g-inversa de A, entonces

tr(A”A) =tr(AA™) =r(A)

1.9. Formas Cuadraticas

Definicién 1.9.1 Una funcion f(z1,x9,...,x,) de n variables reales 1, xs, ..., x, se define a

ser una forma cuadrdtica si la funcion es definida por
n n
/
f(l’l,[lfg, ,l’n) = E E a,-jatiatj =X'AX
i=1 j=1
La matriz A es definida a ser la matriz de la forma cuadrdtica.

Teorema 1.9.1 La matriz de una forma cuadrdtica puede seleccionarse siempre a ser

simétrica.

Debido a este teorema, toda forma cuadratica aqui sera considerada a tener una matriz
simétrica a menos que se establezca lo contrario.
En una forma cuadrética, X' AX, es a menudo necesario cambiar las variables x; por las
variables y; en el conjunto de ecuaciones lineales Y = C~' X, donde C™' es una matriz no
singular n x n. Cuando esto se hace, la forma cuadratica X' AX sera

X'AX = (CY)A(CY) =Y'C'ACY =Y'BY

donde B = C'AC. En este caso se dice que A y B son congruentes.

1.10. Derivada de funciones lineales y cuadraticas

Definicién 1.10.1 (Derivada de una funcién con respecto a un vector) Sea  f(x)

una funcion de n wvariables reales independientes x1,Ts,...,x,. La derivada de f(x) con
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respecto al vector x, donde

x
o)
€XTr =
Ty
es denotado por ag—(ﬁ) y se define por
of(x)
57(8)
0f(x) _ Ox2
T :

of ()
Ozn,

Ejemplo 1.10.1 Sea f(z) = 62?7 — 22,39 + 223, —00 < z; < 00, entonces

of(z)

Dy 121’1 — 2[13'2
of (x) a?f(é) _ 9
z | | 1
O3 6213'3

Teorema 1.10.1 (Derivada de una funcién lineal) Sea [(x) una funcion lineal de n

variables independientes definida por (x)> "  ax; = dx = a'a donde a' =
( ai Qs -+ Gp ) y los a; son constantes. Entonces
ol
(@) _
ox

Prueba 1.10.1

%Lgfl) a%l(alxl + aszy + ... + ayy) a;
ol(x) Ol(z) 2 (a111 + axy + ... + apy,) as

Oxa Ox2

ol(x) &)
T %(alxl + aszy + ... + ayy) ay,
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Teorema 1.10.2 (Derivada de una funcién cuadratica) Sea q(z) una forma cuadrdti-

ca en las n variables reales independientes x1, xs, ..., T, definida por
q(z) = X'AX

donde A es una matriz simétrica de constantes. Entonces

0q(x
( ) =2AX
ox
Prueba 1.10.2
aix Aaiz - Qip X1
A21 Qg2 -+ Qap T2
/
X'AX = <x1 Ty e xn)
ap1 Ap2 - Apn Tn
X1
= (ijlalﬂj Do Q2T v ijlanji’fj)
Tn

n n

n
= l’lg aljxj+x22 Clgjl’j—i""—i‘l’ng QAn;iT

j=1 j=1 Jj=1
n

n n n
= E I‘ZE Qi T5 = E g Q5 X5 L
=1

i=1 i=1 j=1
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O0XA'X 0 n n
T 1 D it Zj:l A Lil
! IXA'X 0 N n e
IXAX Ers - 923 > e Zj:l A Tilj
0X : :
IXA' X 6] n n
Dz Dz D ie1 Zj:l Qi il

s}
371(111190% + ai2x122 + ... + A1pX1Tn + a212221 + azzrg + ..+ a2nT1Tn + an1TnT1 + ... + annw%)

52— (a117} + 122182 + ... + a1 T1Tn + a210201 + a227F + .. + A20T1T0 + AT+ o + GnTd)
2&111’1 + a9y + ... + 1T, + Q2172 + 3173 + ... + A1 Ty
a;1xry + 2@22213‘2 + ...+ a9, + ag1x1 + 323 + ...+ apx,

A1n®1 + G2p2 + .o + 20pp Ty + 121 + Aoy + oo+ Qn—1)nTp-1

2&111’1 + 2&121’2 + 2&131’3... + 2a1nxn

2&21213‘1 —+ 2&22213‘2 —+ 2&231’3... -+ 2a2nxn

20,121 + 20,909 + 20,3T3... + 205,%n

ailz  aig A1n X1
ag1 Q22 -+  Q2p X2

= 2 ) , , , =2AX
Ap1 QAp2 - Apn Ty

1.11. Inversa Generalizada

En la seccion [I.2] se definié la inversa de una matriz y se discutieron varias propiedades. Se
establecid que si una matriz A tiene inversa, la matriz debe ser cuadrada y el determinante
debe ser cero. La teoria de modelos lineales, la cual incluye una gran parte de estadistica
tedrica y aplicada, envuelve las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales de la forma

AX =g (1.11.1)

y funciones de las soluciones.
Si A es una matriz n x n no singular, la soluciéon al sistema de ecuaciones de la ecuacion
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[LIT existe, es tinica y esta dada por X = A~1g. Sin embargo, hay casos donde A no es
una matriz cuadrada y otras situaciones donde A es una matriz cuadrada pero es singular.
En estas situaciones todavia puede haber una solucién para el sistema, y una teoria unificada
para tratar tales situaciones puede ser deseable. Una de tales teorias envuelve el uso de inversa
generalizada, la cudl es discutida en esta seccion.

Sea A una matriz m x n de rango r. Se investiga una matriz denotada por A~ la cual tiene
muchas de las propiedades que la inversa de la matriz A deberia si la inversa existe.

Definicién 1.11.1 (Inversa Generalizada) Sea A wuna matriz m x n. Si una matriz
denotada por A~ existe la cual satisface las 4 condiciones siguientes, serd definida como

una inversa generalizada de A
1. AA™ es simétrica;
2. A~ A es simétricas;
3. AATA=A;
4. ATAA- = A~

Se usa la terminologia ”g — inversa” para inversa generalizada.

Si A es no singular, es claro que A~! satisface las condiciones de una g — inversa. Sin
embargo, si A es una matriz cuadrada y singular, o si A es una matriz no cuadrada, entonces
el problema se trata como si una matriz A~ existe la cual satisface las condiciones de la
definicién[[LIT.1l A continuacién se demuestra que para cada matriz A, una matriz g—inversa
existe y es unica. También se establecen y se prueban varias propiedades de esta g —inversa.

Teorema 1.11.1 Si una g —inversa de una matriz A,,x, existe, esta tiene tamano n X m.

Prueba 1.11.1 La prueba se sigue del hecho de que AA™ es simétrica y por lo tanto
cuadrada, es decir, AA~ es una matriz m X m por lo tanto la columna de A~ debe ser

m y para que el producto este definido A~ debe tener n filas. Asi, A~ es un matriz n X m.

Teorema 1.11.2 Si A es la matriz nula de tamarno m X n, entonces A~ es la matriz nula

nxm.

Prueba 1.11.2 Claramente A~ = 0 satisface las condiciones de la definicion [LI1.1 si
A=0.
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Teorema 1.11.3 Para cada matriz A existe una matriz A~ que satisface las condiciones

de la definicion L1111, es decir, cada matriz tiene una g — inversa.

Prueba 1.11.3 Si A =0, entonces por el teoremalLI11.9 A~ = 0.
Asumamos A # 0. Usando el corolario[l.6.2.1, si A tiene rangor > 0, esta puede factorizarse

como, digamos
A=A, Ar=BC (1.11.2)

donde B es una matriz m x r de rango r y C es una matriz r X n de rango r. Note que B'B

y CC' son ambas no singulares. Si se define Av~ como
A~ =C'(cC)Y(B'B)"'B (1.11.3)
es facil mostrar que esta satisface las condiciones de la definicion[I.11.1. Note también que

si A es real, entonces A~ es real.

La factorizacién de A en [LT1.21 no es tunica; sin embargo, la g-inversa A~ es Unica, esto se
ve en el siguiente teorema.

Teorema 1.11.4 Para cada matriz A eziste una unica matriz A~ que satisface las

condiciones de la definicion[L.I11, es decir, cada matriz tiene una Unica g — inversa.

Prueba 1.11.4 Asumamos que A= y A7 9 son 2 g — inversas de una matriz A. FEsto
significa que A~y y A"y cada una satisface las condiciones de la definicion [L11.1. Se
demostrard que cuando este es el caso, se sigue que A71 = A7 5.

Primero se demostrard que AA] = AA, . Por el item 3 de la definicion[I.11.1 se tiene que
A =AA] A. Multiplicando a la derecha por A, se obtiene

AA; = AATAA;

Por el item 1 de la definicion L1111 AA] y AA; son simétricos y por lo tanto AAT AA;
es simétrico, es decir
AATAA; = (AATAATY

de alli se obtiene que

AA; = AATAA; = [(AAT)(AA;))] = (AA;))(AA]) = (AA;)(AA]) = (AAY)
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ya que de manera similar por el item 3 se obtiene que A = AA; A lo cual implica que
AvAT = AA, AAT.
Por lo tanto,
AA] = AA;
y por simetria A; A = AT A.

Por el item 4 se obtiene que

Al = ATAA] = AT (AA]) = AT (AA;y) = (AT A)A;
= (A;4)A; = A, AA; = A,

entonces A] = A, y esto completa la prueba.

Teorema 1.11.5 La g — inversa de la traspuesta de A es la traspuesta de la g — inversa
de A, es decir
(A)" =(A7)

Prueba 1.11.5 La prueba consiste en demostrar que (A~)" es la g — inversa de A’ y ya
que la g — inversa de A’ es tnica, se sigue que (A')™ = (A™)'.
Sea

A= BC

como en la ecuacion[l.11.3, se obtiene
A =C'(cCc)Y(B'B)'B (1.11.4)
ademds
A'=C'B
(A7) =(B)[B'(B))[(C)CT(C) =B(B'B)(CC)"'C
tomando la traspuesta de A~ en[1.11.7) se obtiene como en la ecuacion 113, se obtiene

(A7) =B(B'B)'(cC)'C
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por lo tanto,
()" = (A7)
y ya que la g-inversa de una matriz es unica, el teorema es probado.

Teorema 1.11.6 La g — inversa de A~ es igual a A, es decir (A7)" = A

Prueba 1.11.6 Por la definicion[L111 la g — inversa satisface los siguientes resultados

Pero si se sustituye A por (A7), las 4 ecuaciones anteriores son exactamente las de la
definicion [LI11. Por lo tanto, A es la unica g — inversa de A~, es decir (A7) = A

Teorema 1.11.7 El rango de la g — inversa de A es igual al rango de A.
Prueba 1.11.7 Si se aplica el teoremall.6.3 a AA~A = A, se obtiene que
r(A)=r(AA"A) <r(A7)
Pero como A—AA™ = A~, se obtiene que
r(A7)=r(ATAA™) <r(A)

por lo tanto,

Corolario 1.11.7.1 Si el rango de la matriz A es igual a r, el rango de cada una de las
matrices siguientes es iqual ar: A, AAT, ATAAATA ATAA™.

Prueba 1.11.8 Solo falta probar AA~— y A~ A
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= Para AA~. Se sabe que A = AA~ A entonces
r(A)=r(AA"A) <r(AA")
como r(A) =r(A7) se tiene que
r(A7)=r(ATAA7) <r(AA")
por lo tanto, r(AA™) =r(A).
= Jqual para A”A.

Teorema 1.11.8 Si A e una matriz simétrica, la g — inversa de A es también simétrica;
esto es, si A = A’ entonces A~ = (A7),

Prueba 1.11.9 Por el teorema[L.11.3, se obtiene que (A")™ = (A™), pero ya que A = A’,
se obtiene que A~ = (A™)".

Los préximos teoremas dan la forma de la g — inversa de matrices especiales
Teorema 1.11.9 Si la matriz A es no singular, entonces A= = A~

Prueba 1.11.10 Para probar que esto es cierto hay que ver que A~ cumple las condiciones

de la definicion 1111
1. AA=Y = I la cual es simétrica;
2. A7YA = I la cual es simétrica;
3. A ATIA=TA=A
/. A“LAA-1 = JA-1 - A1

Teorema 1.11.10 Si A es simétrica idempotente, entonces A~ = A, esto es, si A=Ay
A = A?, entonces A~ = A.

Teorema 1.11.11 Si A es una matriz m X n de rango m, entonces A~ = A'(AA")"! y
AA~ =1 Sielrango de A esn, entonces A~ = (A'A)'A' y A=A =1
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Teorema 1.11.12 Las matrices AA—, A-A, I — AA~, I — A~ A son todas simétricas

tdempotentes.

Prueba 1.11.11 Se probard primera la simetria y luego la idempotencia.

Simetria:

1. (AA7) = (A7)YA = (A) 1A = (A7) [(A7)7], se cumple por la condicidon 1 de
(L1711}

2. A” A es simétrica,
3. (I-AA™) =T—-(AA~) =1—AA~
4. I-AA)=T—-(AA)=1-A"A
Idempotencia:
1. (AA7)(AA7)=AA"AA = AA yaque ATAA~ = A—;
2. (ATA)(AA)=A"AA " A=A"Ayaque AATA=A;

3. (I-AA™)I-AA")=T-AA~—AA~—AA~+AA~AA~ = T-2AA~+ AA~ =
I— AA—;

4. (I-A—A)(I-A—A)=T-A~"A-A"A-A~A+A"AA~"A=T-2A"A+ A~ A=
I—-A—A.

Nota 1.11.1 No siempre es cierto que (GH)™ = H™ G~ para todas las matrices G y H .
Sin embargo, para ciertas matrices esta ecuacion es correcta. Ahora se establecen algunos

teoremas relacionados con este asunto.

Teorema 1.11.13 Sea B una matriz m X r de rango r, (r > 0), y sea C una matriz r X m
de rango r, entonces (CB)” = C~B™.

Prueba 1.11.12 Por el teorema [l T1.11], se obtiene que

Cc - =c'(cc)' y B =(BB)'B



1.11 Inversa Generalizada 21

Por lo tanto,

C B =C'(cC')(B'B)'B
Por la ecuacidn
c'(cC)Y(B'B)'B' =A" = (BC)”
Teorema 1.11.14 (A’A)~ = A= (A')™ para cualquier matriz A.

Teorema 1.11.15 (AA™)” = AA~ y (A~ A)” = A~ A para cualquier matriz A.
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