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Introduccién

Caracteristicas del curso

@ El curso comprende basicamente tres temas: el modelo lineal
general, el modelo de regresion y el modelo de disefio de
experimentos.

@ La teoria serd expuesta en clases, asi como algunos ejemplos
que contribuyan a su comprensién. Cuando sea pertinente, se
empleara el procesador estadistico R para la solucién de
problemas numéricos.

@ Algunos ejercicios selectos se dejaran al alumno para ser
resueltos como tarea y algunas de sus soluciones deberan
entregarse para ser evaluadas.

@ Los textos del curso son: Graybill, Franklin A. (1976) “Theory
and Application of The Linear Model”. Duxbury Press, Ma,
EEUU y Faraway, Julian J. (2009) “Linear models with R".
Chapman & Hall/CRC, FI, EEUU.



Introduccién

Evaluacion

Tabla : Evaluacién del curso

Concepto  Tema Aporte
1° Examen Modelo lineal general 25%
2° Examen Modelo de regresion 25%
3° Examen Modelo de disefio 25%
Ejercicios  Todos los temas 25%
Total 100 %
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Repaso matematico

Matrices

© La matriz A con n filas y m columnas, se denota Ap,xm. Sus
elementos son [aj] para i=1,2,---,nyj=1,2,--- , m.

© |/ se reserva para denominar a la matriz identidad (I, o I,xp
para sefialar su dimensién). Se trata de una matriz cuadrada,
con unos en la diagonal y ceros en el resto, esto es, [i] = 1 si
k=jeliy] =0si k#j.

© Para dos matrices cualesquiera Apxm, Y Bm,xp, €l producto
(escalar) AB = C esta definido si y sélo si m; = mp = m.

Crxp =lcjl 1 cij => k1 aikbyj, parai=1,---,ny
j=1,--,p.

Q /A=Ay Al = A, para matrices A e I de dimensiones
apropiadas.

Como en general el producto de matrices no es conmutativo,
en la operacién AB se dice que A pre-multiplica a B, o
equivalentemente, B post-multiplica a A.



Repaso matematico

Matrices

O Si A,xm = [aj] entonces A = AT = [a;] parai=1,--- ,n,
j=1,---,m. A se denomina la matriz traspuesta (o
transpuesta) de A.

@ La matriz A se dice simétrica si A = A’, esto es, si

[a;j] = [aji], para todos los i, j. Obviamente, la simetria sélo
puede establecerse en matrices cuadradas.

A'Ay AA’ son matrices simétricas.

(AB) = B'A’.

El determinante de la matriz A se sefiala como |A|. Sélo se

aplica a matrices cuadradas y se dice que A es una matriz
singular si'y sélo si |A| = 0.
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Repaso matematico

Matrices

@ Dado un conjunto de vectores {y;,¥5, - ,¥,} con y; € R"
para todo /, se dice que dicho conjunto es linealmente
independiente (LI) si para \; € R Vi, se verifica que
Zf‘zl Aiy; =04 \; =0Vi. En palabras, esto es que ninguno
de los y’s, puede ser escrito como combinacién lineal de los
restantes, excepto de forma trivial. En caso contrario (al
menos uno de los \'s# 0), el conjunto se denomina
linealmente dependiente (LD). Todo conjunto de vectores que
incluya al vector 0 se considera LD.

@ El rango de la matriz A, se sefiala como r(A) y se define
como el nimero de columnas (o filas) linealmente
independientes de A. Si n > p = r(A) < p, o bien, si
n<p=r(A) <n.Sir(A)=p sedice que A es de rango
completo por columnas. De igual forma, si r(A) = n se dice
que A es de rango completo por filas.



Repaso matematico

Matrices

@ Si A, es tal que r(A) = n entonces A es no singular, en
caso contrario (r(A) < n), A es singular. Si A,x, es de rango
completo por columnas, entonces A’A = B, , es no singular.

@ Si A es una matriz cuadrada no singular, entonces existe (y es
tnica) A™! tal que A"*A = 1. A! se llama la matriz inversa
de A. Una matriz singular no tiene inversa y sobre una matriz
que no sea cuadrada no esta definida.

@ Si Ay B son matrices equidimensionales que tienen inversa,
entonces (AB)~! = B~1A71,

@ Una matriz simétrica A,x, es semidefinida positiva si
y'Ay >0, paratodoy € R"y y’Ay = 0, para al menos un
y € R". Se verifica que:
a) r(A)<n.
b) aji Z 0 Vi.



Repaso matematico

Matrices

@ Una matriz simétrica A, es definida positiva si y’Ay > 0,
para todo y € R". Se verifica que:

a) r(A)=n.
b) a; > 0Vi.

@ Una matriz simétrica A es definida nonegativa si es definida
positiva o semidefinida positiva.

@ Una matriz P se dice ortogonal, si P71 = P'.

@ Dos vectores x e y son ortogonales, si y sélo si, X'y =0

Tarea 01

Luego de repasar los conceptos de espacio vectorial, valores y
vectores propios, espacio de columnas de una matriz, entre otros,
resuelva los ejercicios 1.7, 1.8 y 1.9 de Graybill (p.50-51).




Repaso matematico

Matrices

@ Inversa generalizada (de Moore-Penrose, o g-inversa):
debido a las condiciones que impone, la inversa de una matriz
no siempre existe (la matriz puede no ser cuadrada, o serlo,
pero de rango incompleto y por tanto singular). Un tipo de
inversa que aporta en la solucién de problemas del lgebra
lineal es la siguiente: sea A%, una matriz cualquiera. La
matriz A, ,, (Unica) se denomina la inversa generalizada de
A (g-inversa de A), si satisface:

o AA" es simétrica.
@ A" A es simétrica.

» AA A=A
e AAA =A".
@ Se le denomina “generalizada” ya que si A es no singular,
A =A1

10/29



Repaso matematico

Matrices
(A")~ ( )
(A7)~
r(A )— r("\)
= A’ entonces A~ = (A7)

i
i A= A’ (simetria) y A = A? (idempotencia) entonces
A = A

Si By Crxm son tales que r(B) =r(C) = r > 0, entonces
(BC)-=C B".

(AA)- =A(A)".

(AA")" =AA  y(A A =AA

@ Una matriz A® tal que AA°A = A se denomina inversa
condicional de A. A€ no es (nica para A y cuando se adopta
la convencién de llamar A" a la inversa generalizada de M-P,
se le denomina A~ a la inversa condicional, o simplemente
inversa generalizada (sin el apelativo M-P).

%)
Q
%)
@S
@S
2]
2]
Q
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Repaso matematico

Matrices

@ La traza de una matriz A,x, = [ajj] se define como
tr(A) = Z aji.
i=1
@ tr(AB) = tr(BA).
Q@ tr(aA + bB) = atr(A) + b tr(B).
@ Si A2 = mA entonces tr(A) = m r(A).
© Para Ay, = [aj], tr(A'A) = tr(AA") = 31, 2T &g
D tr(A') = tr(A).
@ tr(AA) = tr(AA°) =tr(A” A) = tr(AA7) = r(A).
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Repaso matematico

Matrices

@ Sean x y A un vector (columna) y una matriz de nimeros
reales, respectivamente. La funcién x'Ax = 311 3714 xja;x;
se denomina una forma cuadratica y a menos que se diga
otra cosa, se asumira que la matriz A es simétrica.

/
@ Derivada vectorial: sea x = [xl,xz, e ,x,,} , entonces si
f(X) = f(X17X27 e 7Xn):

of
Ox;
of
of  _ |ox
ox :
of
Oxn
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Repaso matematico

Matrices

d(a'x) o(x'a) 3
ox  Ox

@ Sea g(x) = x’ Ax una forma cuadratica, entonces

dq(x)

= 2A
ox x

@ Sea W = [Wj] una matriz aleatoria, esto es, una matriz
cuyos elementos son variables aleatorias (o funciones de
variables aleatorias), entonces E[W] = [ E[Wj;] ].
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Repaso matematico

Matrices

@ Sean A, B dos matrices reales apropiadas y V, W dos
matrices aleatorias, también apropiadas, entonces:

E[A] = A.

E[AV] = AE[V].

E[VB] = E[V]B.

E[AVB] = AE[V]B.

E[V + W] = E[V] + E[W].

@ Sean Y,, y Z, dos vectores aleatorios con vectores de medias
1y 1 respectivamente. Entonces:
Cov[Y, Z] = E[(Y — u)(Z — ¢)'] = Zmxp = [o], con
ojj = Cov(Yj, Z;) para todos los i, j.

©

¢ ¢ ¢ ¢
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Repaso matematico

Matrices

@ En particular,
VY] = Cov[Y, Y] = E[(Y — p)(Y — p)] = Zxm = [oj],

con
011 012 **+ O1p
g21 022 02n
> =
Onlt Op2 - Onnp

Con gji = 0? =V[Y]] Vi, 0j =0} Vi,j y X es una matriz
definida no negativa.



Repaso matematico

Matrices

@ Si Ay B son matrices reales, b un vector de escalares, y Y,
Z dos vectores aleatorios, entonces:
o Cov[AY + b] = A Cov[Y] A’ = AZA'.
o Cov[AY,BZ] = ACo[Y,Z| B
o Cov[AY + BZ] =
AV[Y| A"+ BV[Z]| B'+ ACov[Y,Z]| B' + B Cov[Z,Y] A".
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El ejercicio 1.8 de Graybill

El ejercicio...

Para A = le ;] encuentre Pyyo : PPAP = I.

Solucién:
Encontrando las raices del polinomio caracteristico de la matriz A
(|JA— M| = 0) es facil ver que \; =3+ 2y \p =3 — /2 son los
valores propios de A.
Ahora bien, como A = A’, el teorema 1.2.50 de Graybill (p. 17)
asegura que existe B : B'AB = D = Diag()\;). Ahora, sea
R = Diag[(v/A;)"], entonces:
BAB = D
R'BAB = R'D
R'BABR = R'DR
(BRYABR = 1
P = BR

18 /29



El ejercicio 1.8 de Graybill

El ejercicio...

Por supuesto, ahora el problema es jquién es B?. Pues bien, B es
la matriz cuyas columnas forman una base ortonormal a partir de
los vectores propios de A. Recuérdese que dos vectores son
ortogonales si su producto escalar es nulo, y un vector es normal si
el producto consigo mismo es unitario. Entonces una matriz
apropiada Z forma una base ortonormal si Z'Z = 1.

Encontrar esta base ortonormal es algebraicamente laborioso (y
tedioso): deben calcularse los vectores propios y emplear el teorema
de Gram-Schmidt para su ortonormalizacién, por lo tanto, el
ejercicio continta con R (ver programa anexo)...
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Continda el repaso matematico

@ Sea Y una variable aleatoria (VA) con f.d.p. dada por:
1 r—w)?
fly:p,0?) = ——e 22, c0<y<o0
(yip, 0%) o y

Entonces decimos que Y ~ N(u,o?).

Q@ Z=(Y—p)/o ~N(0,1), que se denomina normal estandar.

@ Sean Zy,---,Z, VA's independientes tales que
Z; ~ N(0,1) Vi, entonces:

n
X2 = Z 72 ~ X2,
i=1

@ Sean Yy,- -, Y, VA's independientes tales que
Y; ~ N(p, o) Vi, entonces:

—\ 2
n Y, —Y
X2 = Z( ) NX%—lv

i—1 g
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Continda el repaso matematico

@ Sean Z ~ N(0,1) y U ~ x?2 dos VA's independientes,
entonces T = Z//U/n ~ t,, que se denomina t-Student.

@ Sean Yy,- -, Y, VA's independientes tales que
Y; ~ N(p, o) Vi, entonces:
Y —p
T — ~t,_1, donde
(G/v/n)
n V)2
G = i:l()/' Y) )
n—1

@ Sean Z ~ N(0,1) y U ~ x2 dos VA's independientes, y § una
constante, entonces T = (Z +0)/\/U/v ~ t, 5 denominada
la densidad t no central.

@ Sean U; ~ X%l y Uy ~ X%z dos VA's independientes, entonces
F = (Ui/m)/(Ua/n2) ~ Fp, pn,, que se denomina
F-Snedecor, o simplemente la distribucién F.
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Continda el repaso matematico

@ Sean U; ~ X%M y Up ~ X%z' dos VA's independientes,
entonces W = (Uy/n1)/(Uz/n2) ~ Fp, 4, » denominada la
densidad F no central.

/
@ Sea Z = [Zl Zo - Zn] un vector de VA's

independientes, tales que Z; ~ N(0, 1) Vi, entonces
Z ~N(0,1) y su f.d.p. es:

NE0) = 1) TS
T
@ Sean Z ~N(0,/), v = {’yl Yoo oee- 'y,,}/ un vector de

constantes y 7o un escalar, entonces
X =~"Z+ v ~ N(x;70,7"7)-
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Continda el repaso matematico

@ Sean:
Y1 1 011 012 - Oln
Y> 2 021 02 -+ O2p
Y = s = .|, X=1 | .
Yn Hn Onl Op2 -+ Onpn

donde Y es un vector aleatorio, p es su vector de medias y X
su matriz de varianzas y covarianzas, tal que r(X) = n,
entonces Y ~ N(u, X) si su f.d.p. es:

1

IS 10 27 D >Rl (2T n
(27r)”/2|Z]1/2e 2 , YER

N(y; p, X)
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Continda el repaso matematico

Q

o

e 6

Sean Y ~ N(u, X), B una matriz de constantes y b un vector
también de constantes, entonces

W =BY +b~N(Bu+ b,BEB).

Sea Y, ~ N(u,X) y Y7, un vector aleatorio con sélo algunos
de los elementos de Y (m < n), entonces tomando los
elementos correspondientes de p para formar p*, y los
elementos de filas y columnas correspondientes de 3 para
formar X*, se tiene que Y7, ~ N(p*,3%).

En particular, si Y ~ N(u, X) entonces Y; ~ N(uj, 0ii = 0?),
para todo /.

Y,~N®O,I)= Y'Y ~

Y,~Nu,1l)=YY~ Xn)\ Esta distribucién se llama 2
no central y A = (1/2)p’p es el pardmetro de no centralidad.
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Continda el repaso matematico

@ Y.~ Np,X),r(Z)=n=Y'ZY ~ 2, con
A= (1/2)'E"1p es el pardmetro de no centralidad.

Q@ Y,~NO,I=YAY ~ 2= A=A A =Ar(A) =k

@ Y.~ N, l)= YAY ~ xi , con A = (1/2)u/Ap
& A% = A r(A) = k.

@ Y,~N(u,X) con r(X) = n, entonces YAY ~ Xl2w\ con
A= (1/2)u/Ap si 'y sélo si cualquiera de las siguientes
condiciones se satisface:

@ AY es idempotente de rango k.
@ YA es idempotente de rango k.
o ¥ es una c-inversa de A, con r(A) = k.

@ Si Y es un vector aleatorio con E[Y] = py V[Y] =X,
entonces E[Y'AY] = tr(AX) + p/Ap.
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Postulados afiadidos después

Después del repaso...

@ (Teorema 1.5.12) Si Apn i r(A)=m = A~ = A(AA")L,
AA  =1lysir(A)=n= A" = (AA)1A A A=1

@ (Teorema 4.5.2) Dado Y, ~ N(it,X) con r(X) = n, si
BXA = 0 entonces Y'AY es independiente de BY.

@ (Teorema 1.2.13) r(AB) < r(A) y r(AB) < r(B). Dicho en
otros términos, r(AB) < Min[r(A), r(B)].

@ (Ejercicio 1.20) Si Apxn, Bmxn, AB' =0y BA=0,
entonces: A AB=0, B A=0 AB =0, BA— =0,
(B)"A~" =0y (A)"B  =0.
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Postulados afiadidos después

Después del repaso...

@ Espacio vectorial (EV): es cualquier conjunto de vectores
que incluya al 0, cerrado frente a la suma y multiplicacién
vectoriales, y frente a la multiplicacién por un escalar.

@ El espacio de columnas generado por la matriz M, es el
espacio vectorial que producen las columnas de M
consideradas como vectores. Se simboliza como C(M). La
definicion del espacio de filas de una matriz R(M) es
completamente anéloga.

@ El rango de C(M) es el nimero de columnas linealmente
independientes de M, y por lo tanto r[C(M)] = r(M).

@ Si M, N son dos EV's tales que M C N entonces se dice que
M es un subespacio (vectorial) de V.

@ Sean M un EV y x un vector cualquiera. Se dice que x es
ortogonal a M (xL M) si para todo y € M, x'y = 0.
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Postulados afiadidos después

Después del repaso...

@ Si M C N sondos EV's, My, = {x € N': xLM}. My se
denomina el complemento ortogonal de M respecto a .
Si N = R" entonces M/L\[ = M y se denomina simplemente
el complemento ortogonal de M.

@ Sea N un EV y M un subespacio de \V, entonces M3 es un
subespacio de N. Si x € A/ entonces x = x1 + x», donde
x1 € My x2 € My Ademis, r(N) = r(M) + r(Myy).

@ Si M, N son dos EV's entonces M + N esun EV y
M+N={x=x1+xp:x1 € M,x2 € N'}.

@ C(A,B)=C(A)+C(B).

@ El conjunto de todos los x tales que Ax = 0 se denomina el
espacio nulo de Ay se simboliza como N(A).

@ Sir(Anxn) =r=rN(A)]=n-r.
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Postulados afiadidos después

Después del repaso...

@ (Teorema 4.5.3) Dado Y, ~ N(u,3X) con r(X) = n, si
AXB = 0 entonces las dos formas cuadraticas Y'AY y
Y'BY son independientes.

@ (Teorema 1.5.13) Las matrices AA~, A A, | — AA” ¢
I — A™ A son todas simétricas e idempotentes.

@ (Corolario 1.4.2) Si By, de rango r entonces: B'B'y BB’
son matrices no negativas, B'B es semidefinida positiva si
r < ny B'B es definida positiva si r = n.
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