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El ML basico (Caso 1)

ML, Caso 1

Caso 1

Iniciamos la discusion de los modelos lineales generales, con el caso
mas simple que reviste interés: Y ,x1 = X;xpBpx1 + €nx1, donde
r(X) = p, € ~ N(0,021) [luego Y ~ N(XB,2I)].

| \

Estimacion de 8y o°

De la proposicion (prp.) 59, la funcién de verosimilitud de la
muestra es:

L(B, 0% Y, X) = (1)n/2 e 22 (Y=XBY (Y=Xp)

2102

y tomando logaritmo (log(L) = /):

(B.%) = — 2 log(2m) — 1 log(0?) ~ 55(¥ — XBY(Y — Xp)

v
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El ML basico (Caso 1)

Estimacion de los parametros

Estimacion de 8 y o

Ahora, derivando e igualando a cero:

X'Xg = XY (1)
2 = (Y- XBY(Y - XB) )

Consecuentemente, los estimadores maximo-verosimiles de los
pardmetros son By &2 que satisfacen (1) y (2) (provisto el anélisis
de las segundas derivadas). Ahora bien, de las prp’s. 13 y 70:

B = XY
1
5 = ;Y’(I—XX‘)Y
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El ML basico (Caso 1)

Estimacion de los parametros

Algunas propiedades de B y 52

@ By 52 son estadisticos suficientes (y completos).
@ E[f] = 5.

Q V[B] = s3(X'X) L.

Q E[¢?] = (=p),2,

Luego, como buscamos estimadores insesgados, trabajaremos con
los estimadores derivados de los maximo-verosimiles:

B=B = XY
2 N A L v xx)y
T T o )
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El ML basico (Caso 1)

Estimacion y pruebas de hipdtesis sobre los parametros

Distribuciones de ,3 y 62

Ademis, B y 52 son independientes.

ot
Pruebas de hipotesis lineales sobre 3

Estamos interesados en contrastar hipétesis del tipo Hy : HB = h
versus Hy : HB # h, donde Hgyx, y hp, son respectivamente una
matriz y un vector de constantes conocidas (en general, g < p).
Ademas, supondremos que r(H) = g y que el sistema de
ecuaciones HB = h es consistente (esto es, estd garantizada una
solucién al menos).
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Veamos algunos ejemplos para el modelo Y, = X,x585 + €,:

Q Ho:51=0
Q Ho:pB3=4,75
Q Ho:Bo=p3

Q Ho:B=83yBa=ps
QHo:B1=5=8=5=8=0
QO Ho:Bo=83=54=p5

Q Ho:

B2 +383 =B
463, — 3683 =5
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Pruebas de hipétesis lineales sobre 3

Para probar las hipétesis sobre los pardametros, emplearemos la
prueba de la razén de verosimilitud generalizada (), como sigue:

MéXIszL(,B,U2; Y) |k,

Maxg ,2L(8,02;Y) (3)

En (3), el numerador es la funcién de verosimilitud evaluada en los
estimadores maximo-verosimiles, considerando la restricciéon que
impone la hipétesis nula, esto es, considerando que 3 debe
satisfacer HB = h. Por su parte, el denominador es la funcién de
verosimilitud evaluada en los estimadores maximo-verosimiles del
modelo, sin restricciones.
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Pruebas de hipétesis lineales sobre 3

Entonces, por una parte el denominador (digamos \y) es el
siguiente:

1 n/2 iy v
Ay = ( > (Y XN Y XB)|

_ (L \"? - L(v-xB)(v-XB)
2752 €

= (215%e) "

Y, por otra parte, el numerador (digamos \,,) es el siguiente:

An = (2752e)~"/2, donde &2 es el estimador méaximo verosimil de

o2 en el modelo restringido, inducido por la hipétesis nula. Luego

A= (32/52)""”.
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Demostracion de A\,

Recordamos, Y = X8 + €, € ~ N(0,021), Hy : HB = h con Hgxp,
y r(H) = q.

Ahora, sea R(H) el espacio de filas de la matriz H y sea G(,_q)xp
una matriz tal que R(G) = R(H)*. Como R(H) + R(H)* = RP
entonces r(H) + r(G) = r(lpxp), luego, r(G) = p — q. De manera

que la matriz es cuadrada, de rango completo y por lo tanto

H
G
no singular.

Por otro lado, R(G) = {x" : xX’ LH}, x’ es un vector fila de
dimensiones 1 x p, luego x'(y’) = 0si y’ € R(H), con y’ vector
fila de dimensiones 1 x p. Entonces X'y =0, y'x =0y

GH = HG = 0. Asi, HG™ = HG'(GG')™! =0, ya que G es de
rango completo por filas (prp. 70).
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Demostracion de )\,

-1 —
L |H| | H| - _
También, lG] = lG] = [H G } veamos: ya que la

g-inversa es Unica, sera suficiente demostrar que {H‘ G_} es en
realidad una g-inversa, a la luz de la definicién. Entonces

Hl . [HH- HG HH- 0
M H™ 6] = |gn- GG] _[ 0 GG]’
es simétrica.
_ 1 [H _ _
[H G}G]_HHJFGG,

es simétrica.
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Demostracion de )\,

A e[t - [ o)

Y, por ultimo,

woa |l e - [wHie g 6]
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

= HH‘H+ G—G} H- [H—H+ G—G} G_]
- [H*HH* + G GH™ H HG + G*GG*}
= [H—+0 0+ G—} - [H— G—}

Luego, [H_ G_] es la g-inversa de l’cﬂ
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Demostracion de )\,
Ahora, el modelo Y = X3 + € puede reescribirse como

=il
H H
=Y=XH HB+XG GB+e=Y=XH h+ XG GB +¢€
=Y - XH h=XG GB+e¢€, yhaciendo Z=Y — XH h,

B = XG ™ y 6 = G}, se obtiene el modelo “reducido” bajo Hy,
Z = B + €, con € ~ N(0,021).

B+ e

B+e= Y:X[H* G*} [g
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Demostracion de )\,

Ahora bien, jqué tipo de modelo es el modelo reducido?, veamos:
Q Notese que si Hyxp = H, . En efecto,

/ / e
H =H Xq(HH )qu = H .,
g Z = Yn><1 - Xn><pHp><qhq><1 = zn><1-

O B= X”XPG;X(p q) ”X(P—CI)'
Q6= G (p—q)xpBpx1 = O(p—q)x1-
© Obviamente, €,x1.

Q Por dltimo, r(B) = p — q, como demostramos a continuacién:
r(B) = r(XG™), ahora bien, X~ X = (X'X)"1X'X = I,
entonces X~ XG~ =G .
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Demostracion de )\,

Y de la prp. 25, r(G~) = r(G) y considerando la prp. 72,
p—qg=r(G)=r(X"XG ) <r(XG )<r(G )=p—gq

en consecuencia, r(B) = p — q. Luego, el modelo reducido

Z = B + ¢, con € ~ N(0,021) es un ML, del caso | que nos
ocupa.

Por lo tanto, 8 = B~Z y 2 = (1/n)Z'(I — BB™)Z, donde 52 es
el estimador maximo verosimil de la varianza para el modelo
reducido.

De todo lo anterior se desprende que \, = (2752e)~"/2, y en
consecuencia, A = (52/&2)"/2.
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Distribucion de una funcién monétona de \
Sea

~2

W = (A"~ 1)(n — p)/q = (n ; p) <0r~_252>

entonces W ~ Fg n_p 4, con ¢ (parametro de no centralidad) dado

por:
V= 55(HB — hY[H(X'X) " H (HB — h)

Ahora bien, 1» = 0 < HB = h, luego la distribucién de W
corresponde a una F central, si y sélo si la hipotesis nula es
cierta.
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Y por iltimo, el test

Asi, el test de la razén de verosimilitud generalizada de tamano «
es

rechace Ho & w > Fo.qn—p

donde w es el calculo de W a partir de la muestra.
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Demostracion

W = A\ —1)(n-p)/q

(1/mZ'(1— BB~)Z — (1/n)Y'(I — XX")Y
A/m Y (I—XX)Y

-
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

3 (n = p) (Z’(I - BB )Z-Y'(lI- XX)Y)

q Y(I-XX)Y

Ahora bien,

Y(I—-XX)Y = (Z+XH h)(I-XX")(Z+XH h)
= (Z' = Z'XX™ + (XH h) — (XH h)XX")
x(Z + XH™ h)
= Z'Z-Z'XXZ+(XH h)Z
—(XH hYXX~Z+Z'XH h
—~Z'XX"XH h+ (XH hYXH h
—(XH hYXX~XH h

-
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Demostracion

= Z2'Z-Z'XX"Z+(XH h)Z
—(H hYX'X(X'X)'X'Z+Z'XH h
~Z'XH h+(XH h)XH h
—(XH h)YXH h
= Z'Z-Z'XX"Z+(XH hYZ—-(H h)X'Z
27 -7Z'XX"Z
= Z'(1-XX")Z

Asi,

_ (n—p\ (Z(1-BB)Z-Y'(I-XX")Y
v ( q )( Y'(I-XX7)Y )
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Demostracion

Asi,
_ (n—p\ [(Z(1-BB)Z-Z'(I-XX")Z
W ( q )( Z'(1-XX7)Z )
_ (n—p\ [(Z(-BB —I1+XX)Z
- ( q ) Z(I- XX)Z

(n — p) Z'(XX~ -BB")Z

q Z'(l - XX")Z
Pero, jes XX~ — BB~ idempotente? (recordamos que I — XX~
efectivamente lo es).
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Demostracion

Notemos en primer lugar que, atendiendo a la prp. 86, XX~ y
BB~ son simétricas e idempotentes. Entonces:

(XX~ —BB™)> = (XX — BB )(XX —BB")
= XX XX~ —BB XX — XX BB~
+BB BB~
= XX —(BB7)(XX") - XX BB~
+BB~
= XX — (XX BB~) — XX BB~
+BB~
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Demostracion

— XX — (XX XG B ) - XX XG B +BB"
XX~ —(XG B")Y —XG B + BB~

XX~ —(BB")Y — BB~ + BB~

XX~ - BB~ — BB + BB~

— XX — BB~

Luego, XX~ — BB~ es idempotente.
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Demostracion

Consecuentemente,

(XX~ —BB™) = tr(XX —BB ) =tr(XX")—tr(BB")
= r(XX7)—r(BB™)=r(X)—r(B)
= p—r(XG )=p—(p—q)=gq
Y, hemos probado con anterioridad que r(/ — XX~ ) =n— p. En
resumen, hasta ahora:
@ XX — BB~ es idempotente de rango q.
© I — XX~ es idempotente de rango n — p.
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Demostracion

Multiplicando y diviendo por (1/0?) tenemos:

W Z'(1/o?)( XX~ —BB)Z/q = Z'AZ/q
Z'(1/0?)(1 - XX)Z/(n—p)  Z'AZ/(n— p)
__U/q
Ua/(n—p)
Entonces,

Ai¥Y = XX — BB~
A = |- XX

ambas idempotentes.

26 /46



El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Demostracion

Ademas, es claro que Z ~ N(XB — XH™h,o?1). En consecuencia,
se satisfacen las condiciones de la prp. 68. Asi, U; ~ X‘?L’%Z’l y

Up ~ X%—pﬂbz' con 11,1, parametros de no centralidad a construir.
También, por la prp. 85, U; y U> son independientes, ya que:

AiZA; = (1/6®) (XX~ — BB~ )(c?)(1/0?)(1 — XX )

(
= (1/0®)(XX™ —BB7)(I - XX")
= (1/0®)(XX~ — XX XX~ — BB~ + BB~ XX")
= (1/0®)(XX~ — XX~ — BB~ + BB")
= 0
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Parametros de no centralidad

(21 )E[Z] (1— XX)E[Z]

(XB— XH hY (I — XX )(XB — XH h)

V2

(B—H h)X'(I — XX™)X(8 — H™ h)
(B—H h)(X'X —X'XX~X)(8—H h)

(B—H h)(X'X —X'X)(8—H h)

Luego, Uy ~ X%_p central.
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Parametros de no centralidad

v = (52 ELZI(XX™ — BBO)ELZ]
_ (;2) (X8 — XH™hY(XX~ — BB~)(X8 — XHh)
— () (- myxxx —BB)X(8—H B

Nétese que en este caso buscamos disponer las ecuaciones de
manera que se vea claramente qué ocurre con el pardmetro de no
centralidad, cuando se satisface la hipétesis nula. Para ello,
comencemos por preguntarnos:

?

XX~ — BB~ = (HX" ) HX~
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Parametros de no centralidad

O equivalentemente,

XX~ £ XG~(XG™) + (HX™ ) HX™
Ahora bien, sea

N = XG (XG7) +(HX ) HX™

Atendiendo a la prp. 86, ya que (HX ™)~ es la g-inversa de HX™,
(HX7)"HX™ es simétrica e idempotente. Igualmente ocurre con
XG~(XG™)~. Observemos que

N?> = [XG(XG™) 4+ (HX ) "HX]
X[XG™(XG™) + (HX ) HX]
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Parametros de no centralidad

= [XG™(XG™) P+ XG (XG™) (HX )" HX™
+(HX") "HX XG (XG™)™ + [(HX ) HX]?

= XG (XG™) +(XG (XG™) ) [(HX" )" HX
+(HX")"HG (XG™)™ +(HX ) HX"

= XG(XG™) +[(XG™) V(G )X (X)H[(HX")"]
+0+(HX ) HX™

= XG (XG™)~ +[(XG ) T(GT) (X" X)YH'[(HX™)]
+0+(HX )"HX
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Parametros de no centralidad

XG(XG™)” +[(XGT)J(G)H[(HX™)]
H(HX™ )" HX™

XG~(XG™)” +[(XGT) T (HGT)[(HX")]
H(HX™ )" HX™

XG~(XG™) +0+ (HX")"HX~
XG~(XG™) + (HX ) HX™

Luego, N es idempotente (también simétrica por ser la suma de
dos matrices simétricas).
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Parametros de no centralidad

Ahora,
N = XG (XG) +[HX ) HX]
= XG (XG™) + (X" )H[(HX™)]
= XG(XG™)” +[(X'X)'XTH[(HX)"]
= XG (XG™ ) + X[(X'X)H[(HX")7]
= XG (XG™) + X(X'X) 'H'[(HX")7]

= X{G(XG™) +(X'X) 'H[(HX")]}
A

Veamos el rango de A.

33 /46



El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Parametros de no centralidad

p—q = (G )=r(X"XG")<r(XG)<r(G )=p—q
=r(XG )=p—q
g = r(H)=r(HX  X) <r(HX") <r(H) =

=r(HX™") =

También,
(XG~(XG™)") = (XG )=p—q
f[(HXT)"HX™] = r(HX )=gq
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Parametros de no centralidad

Asi

tr(N) = t(XG (XG™ ) )+ tr[[HX™) " HX™]
r((N) = r(XG(XG ) )+r[(HX") HX]
= p-qtqg=p
Se sigue que

p = r(N)=r(XA)<r(A)=r(A)>p

Pero, es facil ver que A es una matriz de dimensiones p X n,
entonces r(A) = p
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Parametros de no centralidad

Ahora, como A es de rango completo por filas, AA~ = I. Luego,

XA = N=N?=XAXA= XAA~ = XAXAA~

= X = XAX
Consecuentemente
XX~ = (XX7) = (XAXX") = (XX") (XA

= (XXT)N =XX"N=XX"XA=XA=N

de manera que, efectivamente

XX~ — BB~ = (HX ) HX"
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Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Parametros de no centralidad

Retomando el célculo de 9y

By = (1> (B— H hYX' (XX~ — BB-)X(8 — H™h)

(8 — H-h)X'(HX")"HX~X(8 — H™h)

(8—H hYX'(HX")[HX (HX")]"'(HB — h)
(8—H hY(HX"X)[HX(X")H'|"'(HB — h)

(HB — h)'[HX™(X~YH'|"'(HB — h)
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Parametros de no centralidad

Pero,
HX (X)YH = HX'X)'X'[(X'X)"1X'|H
= HX'X)'X'X(X'X)"*H’
= H(X'X)'H
entonces
1 / ! —1ggyn—1
01 = (553) (HB ~ WIHXX)HY (HB )
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Parametros de no centralidad

Ahora bien, de acuerdo con la prp. 87, (X'X)~! es definida
positiva puesto que X es de rango completo por columnas, y dado
que una forma cuadratica es definida positiva si su matriz lo es
(igualmente su inversa), la matriz [H(X'X)"1H']| 7! es definida
positiva. De manera que 1)1 = 0 si y sélo si HB = h, esto es, si y
sélo si la hipétesis nula es cierta. Y de esta manera queda
demostrada la validez del test propuesto.
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Una nota importante

Las hipdtesis lineales desarrolladas, pueden alternativamente ser
formuladas como Hyp: 8 = HB — h = 0 versus Hy: 8 # 0. Siendo
asi, y considerando que contamos con el estimador maximo-
verosimil de 8 (B) debe ser claro para el lector que 0= HE — h,
es el estimador maximo-verosimil de 6. Ademas, B =X"Yy

B ~ N(B,02(X'X)™1), luego:

E[f] = E[HB—h|=HE[3]—h=HB—-h=20
V[6] = V[HB - h]=V[HB] = HVIB]H'
c?H(X'X)"'H’

Asi: 8 ~ N(8,c2H(X'X)"1H').
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Una nota importante

Ahora,

_ [n—p\ (Z(XX -BB)Z
W= ( q )( Z(1-XX7)Z >

pero, por una parte, Z'(I — XX~)Z = Y'(1 — XX7)Y, entonces
o2 =[1/(n—p)]Z'(I — XX™)Z, y por otra:

Z'(XX~ —BB)Z=2Z'(HX )" HX Z

= (Y —XH h)(HX")"HX (Y — XH ™ h)
= (Y — XH h)(HX")[HX (HX")]!
x(HX"Y — HX XH™h)

= (HB — hY[H(X'X)""H'|"'(HB — h)
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El ML basico (Caso 1)

Pruebas de hipoétesis lineales sobre 3

Una nota importante

Entonces,

q;) (HB — hY[H(X'X)"*H'|"X(H — h)

(
_ (1) (HB — hY (VIHB — h])"*(HB — h)
()

42 /46



El ML basico (Caso 1)

Intervalos de confianza para 3

IC para cualquier funcién lineal de los parametros

Suponga la hipétesis Hy : I'8B = Iy vs. Hy : I’ 3 # ly. Ya contamos
con un procedimiento para docimar cualquier hipdtesis lineal sobre
los parametros, en particular, para probar esta hipétesis haciendo
H=1,r(H)=qg=1y h=l, entonces:

_ (1 B sy Iy \—1 -1 4Aa
W = (q82>(Hﬂ hY[H(X'X)"*H'|"Y(HB — h)
— (1)(/' o) [F(X' X)L~ B — )

(I'B - h)?

= m ~ F1,n—p bajo Hy
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El ML basico (Caso 1)

Intervalos de confianza para 3

IC para cualquier funcién lineal de los parametros

Sea w el valor calculado de W para la muestra. La regién de
rechazo de la hip6tesis nula son los w > F1_4.1 ,—p para un nivel «
de significacion, luego, la regidn de aceptacién de Hg son los
w < F1_q;1,n—p = F7. Entonces:
('8 — h)?
a2I'(X' X))~
(I'B—h)> < Fra2l'(X'X)!l
—JFra2l (X' X) 1 < FB— Iy < \[Fra2l(X'X)-1
1B \[Fra?l(X'X)"H < —ly < —IB+\/Fra2l (X' X)~1I
B~ \JFra2l (X'X)"U < o <I'B+\Fral(X'X)-1

Fr
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Intervalos de confianza para 3

IC para cualquier funcion lineal de los parametros

I/B_ \/FT82I/(Xlx)—1I < II,B < I,B\—|— \/FTﬁzll(X/X)_ll

y este es, claramente, un intervalo del (1 — «) % de confianza para
cualquier funcién lineal de los pardmetros I'3.
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2

Intervalo de confianza para o

Intervalo de confianza para o2

Conocemos que U = (n— p)a?/o® ~ x5_,, entonces:
P[X%*(]z;nfp < u < ngl;nfp] =1l-«

con a = a1 + ap. Luego, despejando:

_ n\A2 _ A2
p (n2 p)o <0,2<(’; ol
Xal;n—p leag;nfp

se tiene un intervalo del (1 — a) % de confianza para 2. La
escogencia de a3 y ap, aunque arbitraria, puede hacerse
minimizando la longitud del intervalo.
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