Operaciones Matriciales. Usos y Aplicaciones

Héctor L. Mata

Las siguientes notas tienen por finalidad reforzar el conocimiento de los cursantes del
Seminario de Economia Aplicada en lo referente a la forma de escribir vectores y ma-
trices, asi como también en el calculo de las siguientes funciones matriciales: TRANS-
PONER, MMULT, MDETERM y MINVERSA, respectivamente. Tal como puede leerse en
cualquier texto de econometria, dichas funciones tienen una importancia significativa
en el planteamiento del modelo clasico de regresidn lineal. Reacuérdese, por ejemplo,
como se presenta dicho modelo en notacién de algebra matricial

Los ejercicios desarrollados en estas notas han sido resueltos paso a paso con el auxi-
lio de la hoja de céalculo de MS Excel

Previamente al calculo de esas funciones vamos a ilustrar la manera de escribir Vecto-
res y Matrices con la ayuda del Editor de Ecuaciones 3.0 de MS Word. Para ello se utili-
zaran los ejercicios contenidos en la siguiente tabla:

Filas 32:[1 2] 1?3=[1 2 3]
Vectores
1
1
Columnas X =[ } y =2
2x1 2 3x1
3
1 2 3
1 2
Matrices A= B=|4 5 6
2x2 3 4 3x3
7 8 9

Como escribir un Vector Fila

Microsoft Word para Windows incluye un objeto especial denominado Editor de ecua-
ciones 3.0 con el cual se pueden insertar simbolos, ecuaciones, etc., para crear fér-
mulas matemadticas en la pantalla e imprimirlas. Dichas férmulas suelen incluir simbo-
los y estructuras de caracteres que no son normales en documentos fuera del ambito
cientifico

A continuacién se ilustra el procedimiento para escribir el primer vector fila de la tabla,

es decir el vector fila de dimensidén 1x2: (1 FILA x 2 COLUMNAS). Los estudiantes de-
ben escribir el resto de los vectores y matrices indicados en la tabla:

(11 a=[1 2 3]

1x3
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PASOS:

Microsoft Word

Insertar una ecuacion

1
2.
3.
4

Clic en el sitio donde se quiera insertar la ecuacién

Hagan clic en el menl Insertar y seleccionen el comando Objeto

En la ventana Objeto seleccionen el objeto Microsoft Editor de Ecuaciones 3.0
Hagan clic en el botdn Aceptar:

Aparece la ventana del Editor de ecuaciones, en el cual se distinguen dos partes:
la Zona de edicién y la barra de herramientas Ecuacién, respectivamente:

La Zona de edicion es un area especial en donde aparecera la formula a medida
que se vaya escribiendo. Para regresar al documento de Word haga clic fuera de
la zona de edicidn. Abandone el editor de ecuaciones solo cuando haya concluido
la escritura de la férmula o ecuacion.

[ LT TV EE PR PR
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La barra de herramientas Ecuacioén esta formada por dos paletas. La superior, o
paleta de simbolos, contiene mas de 150 simbolos y caracteres propios del
lenguaje matematico. La barra inferior o paleta de plantillas, contiene 120 bo-
tones u opciones

Para identificar un Simbolo o una plantilla descanse el cursor sobre ella hasta que
aparezca el rotulo. Hagan lo mismo para identificar cada una de las opciones:

Paleta de Simbolos: Paleta de Plantillas

Plantilla de barreras

Plantilla para fracciones y Radicales

Plantillas para subindices y superindices
Plantillas de sumatorias

Plantillas de integrales

Plantilla de barras subyacentes y superpuestas
Plantillas de flechas rotuladas

Plantillas de Producto y Teoria de conjuntos
Plantillas de Matrices y Vectores

Simbolos de relacién

Simbolos de espacio y puntos suspensivos
Adornos

Simbolos de operadores

Simbolos de flechas

Simbolos légicos

Simbolos de la teoria de conjuntos
Simbolos varios

Caracteres griegos (minuscula)
Caracteres griegos (mayuscula)

Barra de herramientas Ecuacion

.'.v3|Eﬁc|am€ |}LUJB |AQ®

ESITIET

Escriban el nombre del vector en letras mindsculas. Escriba por ejemplo, a, se-
guido del signo igual

Hagan clic en la plantillas de Barreras (primer boton de la barra inferior) y selec-
cionen el simbolo de corchetes [ ] (segundo simbolo de la primera fila)

Hagan clic en la plantilla para Matrices (Ultimo botén de la barra inferior) y se-
leccionen matriz de 1 fila y 2 columnas. (primer simbolo de la primera fila)

Escriban los elementos con la ayuda de la tecla Tab. Ej.: 1, TAB; 2, TAB; etc.
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7. Opriman 2 veces la tecla TAB para abandonar el corchete derecho
8. Hagan clic en las Plantillas para Subindices y Superindices (tercer botéon de iz-
quierda a derecha en la barra inferior) y seleccionen Subindice (segundo simbo-
lo en la primera fila de plantillas)
9. Escriban la dimension del vector a: 1 fila por 2 columnas, es decir 1x2
10. Hagan clic fuera de la zona de edicidon para abandonar el editor

Funciones Utilizadas en Operaciones Matriciales:

Funcion Uso Categoria
=TRANSPONER( ) | Transponer Matrices Busqueda y Referencia
=MDETERM( ) Calcular Determinantes Matematica y Trigonometria
=MINVERSA( ) Invertir Matrices Matematica y Trigonometria
=MULT( ) Multiplicar Matrices Matematica y Trigonometria

Transponer un Vector Fila

TRANSPONER (Matriz) devuelve un vector vertical de celdas como un rango horizon-
tal, o viceversa

Dado el vector fila a de orden (1x3), se llama vector transpuesto de a, y se represen-

ta con a', al vector que se obtiene cambiando las filas por las columnas, o viceversa.
Ejemplo:

1
Vector Fila, fuente: g}:[l 2 3] Vector Transpuesto: @' =|2
3

Procedimiento para la transposicion:

1. Abran la aplicacion MS Excel.
2. Transcriban los elementos del vector a en un rango tal como el rango A2:C2, o
en cualquier otro que Uds. deseen.

3. Seleccionen un rango, tal como el E2:E4, para colocar el vector transpuesto a’.

A B C D E F
1
2 1 2 3 1
3 2
4 3
5

Noten El Vector Fila a en el rango A2:C2 y el vector a ser transpuesto a’ en el
rango seleccionado E2:E4.

Noten igualmente la dimensién de los mismos: Vector Fila, 1x3; Vector Trans-
puesto o vector columna, 3x1
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4. Sin deseleccionar el rango E2:E4, hagan clic en la barra de férmula y escriban:
e el signo =
e el nombre de la funcion TRANSPONER.

e el argumento de la funcién entre paréntesis. Dicho argumento no es otro que
el rango a ser transpuesto, es decir: A2:C2.

Si UD escribié la formula correctamente, la misma debe lucir asi:

R FTRANSPONER(AZCZ))

5. Ahora mantengan oprimida las teclas Shift+Ctrl y opriman la tecla Enter para
ejecutar la funcion.

Observen que MS Excel transpuso el vector y colocd la formula automaticamente
entre llaves, es decir {=TRANSPONER(A2:C2)}

Borrar una Matriz:
Los siguientes pasos les permitiran borrar matrices y/o vectores:

1. Seleccionen previamente el rango de la matriz que se desea borrar, en este caso
el rango E2:E4.
2. Clic Edicién - Clic Borrar - Clic Todo

Determinante de una Matriz.

MDTERM(Matriz) devuelve el determinante matricial de una matriz

De acuerdo con Dowling?, el determinante |A| o detA de cualquier matriz cuadrada?® es
un numero simple o escalar, cuyo valor puede ser:

o |A| #0. La matriz es no singular (las ecuaciones son linealmente indepen-
dientes). Existe una solucién Unica

. |4 =0. La matriz es singular (las ecuaciones son linealmente dependientes).
Existe una solucién Unica)
De acuerdo con lo anterior, las matrices pueden ser:

1. No singular o Regular, Una matriz es Regular o Inversible (es decir, que
tiene inversa) si y sélamente si su determinante es distinto de cero

! Dowling, Edward T. (1982) Teoria y Problemas de Matematicas para Economistas. México, Poligrafica, S.A.,
p. 208

2 Se dice que una matriz es cuadrada cuando el arreglo tiene igual nimero de filas que de columnas. En ese
caso se cumple que: M =n (M = numero de filas; 7 = ndmero de columnas)
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2. Singular. Una matriz es singular (es decir, que no tiene inversa) si y sola-
mente si su determinante es igual a cero

Si todos los elementos de una fila o de una columna son ceros, esa matriz
es singular puesto que su determinante sera cero. Otro tipo de matriz singu-
lar es aquella en que dos filas 0 dos columnas son iguales o en el que una fi-
la o columna es multiplo (o combinacidn lineal) de otra fila o columna, res-
pectivamente.

En [2] se indica la matriz cuadrada A, de dimension 2x2, la cual servira de
base para ilustrar el procedimiento para calcular su Determinante:

4|62
[2] 2x2_3 5

Procedimiento para calcular el determinante:

1. Transcriban en la hoja de calculo los elementos de la matriz A en el rango
A7:B8, o en cualquier otro rango que Uds. deseen.

2. Seleccionen una celda tal como la E7 para colocar el valor del determinante de la
matriz A. Recuerden que el valor del determinante es un escalar o un simple nu-

mero.
A B C D E F
5
6
7 6 4 0
8 3 2
9

El rango A7:B8 es el rango de la matriz fuente; E7 es celda en donde se colocara
el valor del determinante.

3. Sin deseleccionar el rango AZ7:B8, hagan clic en la barra de férmula y escriban:
e elsigno =
e el nombre de la funcion MDETERM.

e el argumento de la funcién entre paréntesis. Dicho argumento no es otro que
el rango donde se encuentra la matriz fuente A, es decir: A7:B8.

Si UD escribid la formula correctamente, la misma debe lucir asi:

A [ENDETERM(&7 50

4. Ahora mantengan oprimida las teclas Shift+Ctrl y toquen la tecla Enter, para
ejecutar la funcion.

Puesto que detA o [A] =0, se dice que A es singular o linealmente dependiente,
por lo que no se puede obtener la solucién del sistema.
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Mensaje de Error de MS Excel:

El siguiente mensaje de error es muy comun cuando se trabaja con alguna de las si-
guientes funciones matriciales: MDETERM, MINVERSA o MMULT:

Mensaje de error: #iVALOR! aparece cuando se:

e intenta calcular el determinante de una matriz no cuadrada, o
e cuando la matriz tiene un dato no numeérico o una celda vacia.

Invertir una Matriz

MINVERSA(Matriz) devuelve la matriz inversa de una matriz dentro de una matriz

Una matriz cuadrada que posee inversa, A, se dice que es inversible (se puede inver-
tir) o regular; en caso contrario recibe el hombre de singular

Propiedades de la inversion de matrices

La matriz inversa, si existe, es unica
Al xA=A%4" =1
(4%B)'=B'*x 4" # 4"« B
(4')' =4
(4 ) =(af
()" =(a)

En [3] se indica la matriz cuadrada B, de orden 2x2, la cual servird de base para ilus-
trar el procedimiento para calcular su inversa

Bl B :[6 2}
2x2 3 5

Procedimiento para invertir la matriz:

u »r W N =

o

1. Transcriban en la misma hoja de calculo los elementos de la matriz B en el rango
A11:B12, o en cualquier otro rango que Uds. deseen.

2. Seleccionen un rango tal como el D11:E12 para colocar la matriz inversa A. Re-
cuerden que ésta tiene la misma dimensién que la matriz fuente

A B C D E F
9
10
11 6 4 -0,25 0,5
12 5 2 0,625 | -0,75
13

e-mails: hmata@ula.ve Semestre B-2004 6



Como la dimensién de la matriz a es de 2x2, se procedié a transcribir sus ele-
mentos en el rango A11:B12; D11; E12 es el rango donde se colocara la matriz
inversa.

3. Sin deseleccionar el rango D11:E12, hagan clic en la barra de férmula y escri-
ban:

e elsigno =
e el nombre de la funcion MINVERSA

e el argumento de la funcidn entre paréntesis. Dicho argumento, no es otro
que el rango donde se encuentra la matriz fuente A, es decir: A11:B12.

Si UD escribié la formula correctamente, la misma debe lucir asi:

fx =MINVERSAATT:B12))

4. Ahora mantengan oprimida las teclas Shift+Ctrl y toquen la tecla Enter con la
mano derecha, para ejecutar la funcién.

Multiplicar Matrices

MMULT(Matriz1,Matriz2) devuelve el producto matricial de 2 matrices, una matriz
con el mismo numero de filas que matrizl y columnas que Matriz2.

De acuerdo con Dowling® la multiplicacién de dos matrices con dimensiones (mlxnl) y

(mzxnz) requiere que las matrices sean conformables, o sea, que n, =m,. Esto im-

plica que el nimero de columnas en la matriz delantera debe ser igual al nimero de
filas en la matriz posterior.

Antes de multiplicar matrices determine previamente la conformidad de las mismas, en
un todo de acuerdo con el siguiente procedimiento:

e Coloque las dos matrices en el orden en que se van a multiplicar

e Encierre en un circulo o elipse el Gltimo nimero de la primera matriz y el primer
numero de la segunda matriz

e Concluya que las matrices son conformables, solo en el caso de que dichos nu-
meros sean iguales

e Los numeros fuera del circulo indicaran el orden de la matriz resultante, es decir:

Las matrices son conformables para la multiplicacion si, y
(m X X Fl ) solamente si se cumple que n, = m,. Tal como 2=2, 3=3,
! z 2 ..., etc. En estos casos se dice que AB esta definida

Matriz delantera Matriz posterior

Ejemplo:

2 3 Matrices conformables. Dimension: m,xn,, igual a 2x2
( A X ) Dimension del producto resultante: 2x3

3 Ibid, p.183-184

e-mails: hmata@ula.ve Semestre B-2004 7



En [4] se muestran las matrices 4 y B, respectivamente, las cuales serviran de ba-
se para ilustrar el procedimiento de la multiplicacion

2 4 2 4 8
[4] A= B =
2x2 6 8 2x3 3 6 6

Procedimiento para multiplicar matrices:

1. Transcriban en la hoja de célculo los elementos de las matrices 4 y B, en los
rangos A15:B16 y D15:F16, respectivamente, o en cualquier otro rango que
Uds. deseen.

2. Seleccionen un rango tal como el H15:116 para colocar el producto de 4 por B

Tal como se demostrd anteriormente, las matrices son conformables para la mul-
tiplicacién, dando como resultado una matriz de orden 2x3, la cual se presenta
en el rango H15:]16

A B C D E F G H J
13
14
15 2 4 2 4 8 16 32 40
16 6 8 3 6 6 36 72 96
17
18

3. Sin deseleccionar el rango H15:J16,hagan clic en la barra de féormula y escriban:

e elsigno =

e el nombre de la funcién MMULT

e el argumento de la funcidn entre paréntesis. Dicho argumento, no es otro
gue el rango donde se encuentran las dos matrices fuentes, separadas por
un punto y coma, es decir: A15:B16;,D15:F16

Si UD escribiod la formula correctamente, la misma debe lucir asi:

fe (EMMULTIAT: BB, D0acF 1)

4. Ahora mantengan oprimida las teclas Shift+Ctrl y toquen la tecla Enter con la
mano derecha, para ejecutar la funcién.

Asistente de Funciones

Hasta ahora se han escrito las funciones manualmente; no obstante, Uds pueden utili-
zar el Asistente de funciones de MS Excel, el cual les guiara durante el proceso de cal-
culo de cualquiera de las funciones matriciales.

1. Hagan Clic en el menu Insertar y seleccionen el comando Funcion

Aparece el cuadro de didlogo de nombre Insertar Funcion
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2. Hagan clic en la lista desplegable Seleccionar una categoria y seleccionen Mate-
maticas y Trigonometria

3. Arrastren la barra de desplazamiento vertical hasta poner al descubierto la fun-

cién de su interés

Hagan clic sobre ella para seleccionarla y

Opriman el botdn de comando Aceptar

v A

Sigan las instrucciones que aparecen en la ventana Argumentos de la funcion.

Sistema de Ecuaciones Lineales

Es un sistema formado por m ecuaciones y n incégnitas. Es un conjunto de expre-
siones algebraicas de la forma:

a,x, +a,x, +....+a,x, =c
Ay X, +AypX, +...+0a,,X, =C,

a,x +a, ,x,+...+a,x, =c,

en donde:

x; son las incognitas, (j=1,2,...,n).

a; son los coeficientes, (i=1,2,...,m) (j=1,2,...,n).

¢, son los términos independientes, (i=1,2,...,m).

Clasificacidon de los Sistemas de Ecuaciones

Se pueden clasificar los sistemas atendiendo al nimero de sus soluciones®

Determinados
Una solucién
Compatibles
Si tiene solucion
Indeterminados
Infinitas solucio-
nes

Sistemas de Ecua-
ciones

Incompatibles
Si no tiene solucidn

“Estudios de Sistemas de Ecuaciones Lineales (s.e.l.) http://personal5.iddeo.es/ztt/Tem/T8_Estudio_SEL.htm
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Solucidn de un sistema

Existen varios métodos para obtener las soluciones de los sistemas compatibles. Uno
de ellos es el método por inversion de matrices.

Este método es solo aplicable si el sistema tiene igual nUmero de ecuaciones que de
incégnitas, es decir m=n vy si el determinante de la matriz de coeficientes es distinto
de cero. Es decir, el método permite resolver sistemas compatibles determinados

Ejercicios

A. Se desea conocer el precio de 3 productos: café, trigo y maiz surtidos por un
mismo proveedor. Se sabe que en la tienda A se pagan Bs. 58,70 por 8 kilos de
café, 1 kg. de trigo y 2 kgs. de maiz. En la tienda B se pagan Bs. 60,70 por 5
kgs. de café, 7 de trigo y 3 de maiz y finalmente en la tienda C se pagan Bs.
19,70 por 2 kgs. de café, 1 de trigo y 2 de maiz. Basdndose en esos datos, calcu-
len los precios de los productos:

PASOS:
1. especificar el sistema de ecuaciones:

8c+1t+2m = Bs.58,70
[5] Sc+7t+3m= Bs.60,70
2¢+1t+2m = Bs.19,70

2. Expresar el sistema de ecuaciones en forma matricial:

Recordando las operaciones con matrices podemos escribir el sistema en
forma matricial considerando que las incégnitas (c, t y m) y los términos
independientes (58,70, 60,70 y 19,70) forman una matriz columna de orden
mxl vy los coeficientes una matriz cuadrada de orden mxn :

8 1 2 c 58,70
[6] 5 73 t =(60,70
2 1 2 mxn m mx1 1 9’70 mx1

Llamando a la matriz de los coeficientes A4, al vector de las incognitas X vy
al vector de los términos independientes B, se podria escribir [6] en nota-
cion matricial:

[7] A* X =B

3x3  3xl 3x1

Si se premultiplican ambos términos de [5] por la matriz inversa de A tene-
mos:

[8] A'#(4X)=A"*B; reordenando [8], resulta: (A’l *A)X =A"*B

como A7 * A esigual a I, se puede escribir entonces [X = A~ *B
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Si se recuerda que la multiplicacion de una matriz identidad por cualquier
matriz es igual a misma matriz, resulta:

[9] X=4"'%B

3. Transcriba los datos a una hoja en blanco de MS Excel

A B C D E F G H

17

18

19 8 1 2 58,7 6,5

20 5 7 3 60,72 3,3036

21 2 1 2 19,7 1,6982

22

23

4. Sin deseleccionar el rango G19:G21,hagan clic en la barra de formula y es-
criban:

e el signo =
e las siguientes funciones en este mismo orden: MMULT(MINVERSA(

Encontraran estas funciones en:
Clic Insertar - Clic Funcion - Clic categoria Matematicas y Trigono-
metria

e el argumento para calcular la INVERSA (entre paréntesis), es decir: el
rango de la matriz formado por las incégnitas: (A19:C21);

e punto y coma

e escriban o seleccionen el rango de la matriz formada por los términos in-
dependientes: E19:E21

e cierren el paréntesis

Si UD escribid la formula correctamente, la misma debe lucir asi:

Fe MMULTIMINVERSAIA1S.C21)E1.ET)

5. Ahora mantengan oprimida las teclas Shift+Ctrl y toquen la tecla Enter para
ejecutar la funcién.

Observen los precios en el rango previamente seleccionado. Los precios bus-
cados son, respectivamente, los siguientes:

Productos Cantidades

Café Bs. 6,5
Trigo Bs. 3,3
Maiz Bs. 1,70
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B. Dadas las ecuaciones IS y LM, se pide determinar: el nivel de equilibrio de ingre-
sos y la tasa de interés:

1§ =0,30Y +100i =252 =0
LM =0,25Y -200i -178 =0

en donde:

Y = Ingreso
i = tasa de interés

PASOS
1. Expresar el sistema de ecuaciones en forma matricial:

03 100 Y 252
A= X = B=
[0,25 - 200} [z} {— 176}

2. Transcriba los datos a una hoja en blanco de MS Excel

A B C D E F G H
23
241 0,3 100 252 800
25] 0,25 -200 176 0,12
26
27

3. Sin deseleccionar el rango F24:F25,hagan clic en la barra de formula y es-
criban:

el signo =
e las siguientes funciones en este mismo orden: MMULT(MINVERSA(

Encontraran estas funciones en:
Clic Insertar - Clic Funcion - Clic categoria Matematicas y
Trigonometria

e el argumento para calcular la INVERSA (entre paréntesis), es decir: el
rango de la matriz formado por las incognitas: (A24:B25)

e puntoy coma

e escriba o seleccione el rango de la matriz formada por los términos
independientes: D24:D25

) cierren el paréntesis

Si UD escribid la féormula correctamente, la misma debe lucir asi:

F =MMUI.T(MIN\/ERSA(M4:BQG);DM:DQS)‘
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4. Ahora mantengan oprimida las teclas Shift+Ctrl y toquen la tecla Enter, para
ejecutar la funcion.

En equilibrio, Y=800 e i=0,12, tal como puede leerse en el cuadro inferior

Niveles de equilibrio Cantidades
Ingresos 800
Tasa de interés 0,12
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