MATEMATICAS 1. HUMANIDADES Y EDUCACION SEM B-2005

0.1. Problemas y ejercicios del Capitulo I.
Ejercicio 1 Utilizar el Método de Reduccion al Absurdo para probar

1. Existen infinitos nimeros primos. (Se dice que Euclides fue el primero den una prueba de este enunciado y que

fue la primera prueba por reduccién al absurdo.)
2. Sean n,m € Z,sim-n =0 entonces m =00 n =0.
3. Si n? es un numero par, entonces n es par, n € Z.
4. Sir e Q, r#0, entonces r - i ¢ @, para todo i ntimero irracional.
5. La suma de dos nimeros naturales pares da un nimero par.
6. Si p es niimero entero par entonces p? es un nimero par.
7. Si Ay B son conjuntos tales que A C B, entonces AN B = A.
8. Sia,b € IR, entonces a < %“’
9. Si n es un nimero entero divisible por 4, entonces n es un nimero par.

10. Sea p un ndmero entero. Si p? es un niimero par, pruebe que p es par.
Ejercicio 2 Utilizar el Principio de Induccion para demostrar

2 2 2 _ n(nt+1(2n+1))
2. 13+28 4+ 4nd=(1+2+-+n)?

17Tn+1

3ol4r+ri4 4= r#1

4 1424 4 k= 20D

5.1:2-3---n>2" n>4
6. I1+2)">1+nz; ax>-1
2484 (12 < <124 22 4 g2,

8 B4 284 p(n—1P <2 <13425 4 ... 43

10. (n!)? <n"
11. 47 >n*,  n>4.

12. (H)mH < (¢)m, 0<a<b.
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13. 12432 4.+ (20 — 1)2 = 2Un=D)

14. Si n es un entero positivo, entonces n(n + 1) es divisible por 2.
15. Si n es un entero positivo, entonces 32n + 7 es divisible por 8.
16. a™ — b™ es divisible por a — b.

17. a®>™ — b?n es divisible por a + b.

18. a?>"~ ! — b1 es divisible por a + b.

19. 22" — 1 es multiplo de 3.

20. 2 es factor de n? + n.

n
21. Los nimeros combinatorios ( N > ,conn,k € IN yn >k se definen como:

n n!
( K ) T K-k

Pruebe que,

n n
a) =
k n—=k
n n n+1
b + =
k+1 k k+1

¢) Use las partes a), b) y el método de induccién para probar que el binomio de Newton:

(a+b)n:i<z>ankbk

k=0
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0.2. Problemas y ejercicios del Capitulo II.

Ejercicio 3 En cada caso hacer los cadlculos indicados y simplificar a la minima expresion.

[1] 13.23-9.23+15-(-2)3 — (-2)® 2] 23+ (=3)3+ (-1)°

B8] 2 +22%—3x— (—2)3+3(-2)*+3(—x)? -5z +2 [4 (3-4)72-(2-3-4)73

5]  2xy(—4zyz)? 6]  (—a)*(2ab)~?

7] (~202)(~3ay?) 8] (1)~ (2ab)2

0 (&) (@)rE)r 10 S
[11] (29 () (50~ [12] /s

13 & 14] (e£d), /ot

15] (a—b)\/% 16] VT=a? + (1-2)y/ 12 - 21 +2)
7] \/gf%\/ata‘zwémbtb?) s 2@

19] V2¥22 20 aViad

21] \/3vA*5 [p2] VE=Eia/I%

23] Va+ vVbva—Vbva —b 24] V/5+2v61/5—2v6
25] ot V@ pife -V 26] (/5"

27 (a—bya)~ 28] (Va+ L)

29 (VETT) +VE B 30 (/2 +vE)

31 (V5 — ) 32) (/2B

33 VV18 34] §/4,/4
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[41]

[43]

2z _ ml 3 1
(G + /0

Ejercicio 4 Factorizar

[1]

[3]

[11]

[13]

[15]

[19]

[21]

[23]

[25]

m? + 2max + 22
ar? — 6xy + y?
5 4+ md

22y — 6y + 22 — 32

1+a”

-tz -1

z? —a® + 2zy + y* + 2ab — b?
d+d(z—y)+(x—y)°

20+ 423 — 77

a® + 28a* + 36

1+ 21627

a?—(b+c)?

ar+a—x—1

[10]

[12]

[14]

[18]

[20]

[22]

(21)} + (367 (37)(125)}

(1255 + 162 +1433)2

sty 2@\/xi—y? 1
r—y  y2(ey i+1)% | 1oya !
14yz—1

a?+a—ab—"

27a% — 1

a® — 3a%b — 5ab?

1 — 4b + 4b?

422 — 21

8a2b + 16a3b — 24a2b>

alx+1)—blx+1)+clx+1)

1—a?p*

1+ (a—3b)3

81aS — 4b2c8

(r+1)2 —81

(m+n)?2—6(m+n)+9

ct—4d*
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[27] 15z* — 1523 4 2022 (28] 222 +2

29] Ta(z+y—1)—3b(x+y—1) [30] 4a—1

[31] 2423 — 480 [32] ar—br+b—a—by+ay

33] a'%® + a® + a* [34] a®>—b*+a®-0?

35] 2 —yP4+a—y [36] 4 — (a®+b?)2ab

[37] 1622 + 8% + % [38] 27 —202° — 22 + 6423 + 4022128

[39] n® — 30n® — 2502 — 36n — 180

Ejercicio 5 Factorizar el numerador y denominador y simplificar.

1] z%—1 2] (1+2)(142x)(143z)—1

2x2—z—1 T

14+2)° —(145z z2—8x+15
3] L Gn g ofes

4_ 4
G =
3_o.2_ 2 n_
NSRS ) e
100
Cpes N U=

Ejercicio 6 Racionalizar el numerador y denominador y simplificar

[1] vVr+13—2v/xz+1 [2] 3:1:76+2

z2—9

V1+2z—3 VzT—2
3 I 4 =
5] e 6] Yo

x
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‘3/ — —
[11] 8+§ix§2 : [12] 1—3\/5 o 1—2\%

3 z_ 4 z
PRI A SnkvAn: Sy ) R —

1-,/1-2

Ejercicio 7 Efectuar las operaciones indicadas

1. Sumar 2% — 3zy con 3xy — y? y el resultado restarlo con x2.

2. ;Qué expresion hay que anadir a 3> — 5z + 6 para que la suma sea 3 7.

3. Restar x> — xy + 3% de 322 — 5y® y sumar la diferencia con el resultado de restar 5xy + 2% de 222 + 5xy + 632,
4. Restar x? — 3zy +vy? de 322 — 5y% y sumar la diferencia con el resultado de restar 5xy + 2% de 2% + by + 6y>.
5. Multiplicar %aQ — %ab + %b2 por %aQ — %ab + 202,

6. Dividr la suma x° — x> + 52?2, —2z* + 222 — 10z, 623 — 62 + 30 entre 22 — 2z + 6.

7. Restar el cociente de ia3 — 9—10ab2 + %b‘g’ entre %a + %b de %aQ + ab + %bQ.

8. Probar que (2+ z)?(1 + 2%) — (22 — 2)(2® + = — 3) = (32 + 10) + 2(3x — 1).

9. Restar la suma de x> — 522 + 4z, —622 — 62 + 3, —8x2 4+ 8z — 3 de 22> — 1622 + b + 12 y dividir esta diferencia

entre z2 — z + 3.
10. Restar el cociente de t° + L’y + Say? + %y3 entre 32?2 — Yzy +y* de 2z + -5z — (z — y)].
11. Probar que [z — (3x + 2)][z% + (—z + 3)] = 22 (2® — 4z — 4) — (Tz + 6).

12. ;Qué expresion hay que sumar al producto de: [x(x + y) — z(z — y)][2(z? + y?) — 3](z? — y?) para obtener
223y + 3xy? 2.

18. ;De cudl expresion hay que restar —18z3 + 1422 + 84x — 45 para que la diferencia dividida entre 2% +7x — 5 de

como cociente x> — a?.
14. Probar que: (a® +b?)(a+b)(a —b) = a* — [3a +2(a +2) —4(a+ 1) — a + b*].
Ejercicio 8 Desarrollar los productos notables indicados.

[1] (z+y+2)? 2] (2% -2z +5)?

B @-24z-30° [ Go- g

5] (% + %) 6] (202 b)3
7] (z—y+2)3 8] (z+y)°
9] (2% —y2)° [10] [(z+2)% - 1]



MATEMATICAS 1. HUMANIDADES Y EDUCACION SEM B-2005

Ejercicio 9 Determinar cual de los numeros es el mayor

W 2By V2 Vo W2
d 3y ¢ ) 1-v2y Va1

] 25 y 1-V3 [f] 2r+1 y 3Ze

Ejercicio 10 Reducir al minimo comun indice las siguientes raices

[a] V3 y V2 bl V5 oy V2
[ V2 y V32 ] a,Vab y Ve

le] Va,V2a2, Vb, {c y Vd

Ejercicio 11 Sistemas Numéricos: Resolver las siguientes ecuaciones y verificar las raices obtenidas

2?—24+16 _ z+6 2436 z+5 3z+1  __ 5
[1] r24z+1 ~ z—1 + r3—1 [2] z+1 + 2+3z+2 ~ 2

B] (T—4V3)22 +(2—-V3)x =2 [4] abz?+2(a+b)Vabx + (a —b)%> =0

Bl e = e t 6] VI-Vat—a?=z-1
M R = 8 Ve-d+Ver2=14

z+\/22—z2 + w—\/22—m2 =7 [10] y\/ % AT y2 -

1] Va+6+vati=viz+d [12] 20+2vVa? +27 = 2

[13] 23 —322+42—-2=0 [14] 23 —9224+54=0

5] 2*—2® -T2 +2+6=0 [16] 2*—4a3+422—-4=0

[17] 3z — 2| = [52 + 6| (18] |57 -8l =4
[19] [a? — 2z +2| =4 20] || - |%] =1
1] [35l=2 22] fa(z+ 1)+ |z[ =1
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Ejercicio 12 Descomponer en fracciones racionales
2x+3 1o 241
[1] CL‘2+§IL’710 [2] 12193,2 [3] z3j5x2+6x
241 1 1
4 e Bl @ 6 e
1 1
7 == Bl @ O =
1 4z% -1 1
L LT
Ejercicio 13 Calcular y simplificar
+ o+ + 2 —1 4
[a’] 12—15—;y+y2 + yz—yz—;y—Q—IZ + zz—yﬁ—zz—l-xy [b] z2f4 - atlz 2) x(r2I—4)
3 1 2z°+1 1 =2 4
[C] achl T oz(z—1) m(.xrz—l) [d} Tz T—? - rc(2m$—1)
€] 106%ab 1 2 f] 3z—y . z+3y 1
a(a?—=4b%) ~ a—2b  a (z—y)(z+y)  (z+y)(@+2y)  (z+2y)
1 22—zl
[l —n D——
etz gyt
1 1 x+1
. Sz—2y T 2a43y r+14+75
[4] §£3;‘j+1 . 5] P
2a—1452-1
(K] 2a+3+22a%1
Ejercicio 14 Varios
1. Sia+b=1ya’®+b%=2, hallar el valor de a* + b*.
2. Siay b son nimeros positivos y a® — b? = 1994. ;Cudl es el valor de a — b?.
3. FEscriba la ecuacion cuadrdtica que tiene raiz doble —%.
4. Six >3 ;Cudl de las siguientes expresiones es la menor?
@ 3 B
) =

w8y

[¢]

5. Completando cuadrados resuelva las siguientes ecuaciones
322 -2=2z [b 6z+3=22

[a]

[ 22+3=—-2 [d T7zr+12=102?
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10.

11.

12.

15.

1.

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

22.

le] 3224+x—4=0 [f] 2*+1=0.
FEncuéntrese dos enteros consecutivos cuyo producto exceda a la suma en 4 unidades.
Sepdrese el numero 42 en dos partes cuyo producto sea 341.

Si el radio de un circulo se incrementa en 4 unidades, entonces el drea resulta multiplicada por 9. Encuéntrese

el radio original.

El drea de un tridngulo es 42 metros cuadrados. Encuéntrese la base y la altura si la dltima excede a la primera

en & metros.

El costo de una fiesta anual de un club se divide entre los miembros que asisten. En dos anos consecutivos el costo
total fue de 500.000 y 570.000 bolivares respectivamente, pero el costo por miembro fue 5000 bolivares menor el
seqgundo ano. Calcilese el numero de miembros que asistieron a cada fiesta si la asistencia en el sequndo ano fue

de 10 miembros mds que en el primero.

Encuéntrese las dimensiones de un rectdngulo cuyo perimetro es de 64 metros y cuya drea es de 252 metros

cuadrados.

El producto de un nimero par con el simétrico del siguiente numero natural es igual al simétrico del primer

natural mencionado. Encuéntrese dicho niumero natural.
Demostrar que la suma de dos numeros positivos no es menor que 2, si su producto es igual a 1.

Resolver las siguientes ecuaciones:

5 4 _ 9 _
15 2 _ 18 __
2z+y+2x73y_5 ?—17—3.%

le+1]+]y—1]=5

[¢]
|z +1] — 4y =—4

Probar que si (x + Va2 +1)(y++/y>+1) =1, entonces x +y = 0.

Probar que n = {’/45 +29v/2 + {’/45 —29v/2 es un nimero entero.

4 Quien es mayor entre 1000190 6 1001%%° 2.

Resolver la ecuacion: m =z.

2?42+t =—a+,/a®+z—}

Resolver la ecuacion: |v + 1| — x| + 3|z — 1| = 2|z — 2| =z + 2

Hallar el valor de a para que los polinomios x2 + ax + 1 y 22 + x + a tenga al menos una raiz comin.

Probar que n! < ("“EL)nyn > 2.
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0.3. Problemas y ejercicios del Capitulo III.

Ejercicio 15 Determinar el valor que toma cada funcién en el punto o conjunto senalado:

Funcidn f(

f(z) =23 —4x

fla—0b) | LEHZI@ 4 0 1)) | f([-1,0))

=
N

Ejercicio 16 Dada la funcion:

11—z, six < 0;
fl@)=3 —V2r—22, si0<z<2;
2x — 3, st x> 2.

Calcular: f(-1), f(1), f(0), f(%)

Ejercicio 17 1. Dos numeros x ey suman 10. ;Como queda expresado, en funcion de x, el producto de ellos?.

sEn funcion de y?. Justifique.

2. Una ventana estd hecha de un rectingulo y de un tridngulo equildtero. Determine la funcidn que representa el

drea encerrada por la ventana si ésta debe tener un perimetro de 10 mts. ;Cudl es el dominio de esta funcion?.

3. A un alambre de longitud | mts, se le hace un corte en un punto x. Con un pedazo se forma un cuadrado y
con el otro una circunferencia. Determine, en términos de x , la funcion que representa la suma de las dreas

encerradas por estas figuras. ;Cudl es su dominio?.

4. Si se cortan cuatro cuadrados iguales (de lado x ) en las esquinas de un pedazo cuadrado de cartén cuyo lado x

mide 12 centimetros, y se doblan sus cuatro lados, se obtiene una caja rectangular sin tapa.[Ver figura).

= |

|

x |
|

|

12

]
|
|

e |

Determine la funcion que representa: 12 centimetros

a) el drea de la superficie de la caja y b) el volumen de la caja.

10
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5. Dada una esfera de radio r, determine la funcion que representa el volumen de un cono circular recto que puede

inscribirse en ella.[Nota: La altura del cono estd sobre el didmetro de la esfera].

. - . -, 2 2 , .
6. Inscriba un rectdngulo en la elipse de ecuacion Tz + 3z = 1 de manera que sus extremos estén sobre la elipse.

Determine la funcion que representa el drea de tal rectangulo. ;Cudl es su dominio?.

7. Determine el drea del rectdngulo con un lado en el eje OX, simétrico con respecto al eje OY, e inscrito en la

region limitada por la pardbola y = 27 — x2 y el eje OX.

8. Se ha fabricado un envase de lata, cilindrico y con tapa, con capacidad para 1 litro. Determine, en funcion del

radio basal, la cantidad de material utilizado (drea de la superficie) en su fabricacion.

9. Considere un cilindro circular recto, con tapa, cuyo radio basal mide r cm. y su altura mide h ¢m. Determine el

volumen del cilindro, en funcion del radio, sabiendo que su superficie es de 15cm2.

Ejercicio 18 Determinar si cada una de las funciones definidas a continuacion, son par, o impar o ninguna de las

dos.

[a] f(x)=a*—22%+1

[ ft)=—5 + {5

1)

bl fz) =z —a?

Ejercicio 19 Determinar el dominio de las siguientes funciones:

[a]

[c]

f(@) =
/(@) = mgars
f (.’IJ) = 24—3634;1:293:

[b]

[d]

[f]

fx)=vVVe+1—z |[h]

f(z) = arccos(2sinx) [n]

fla)=eVE

fx) = arcsin(ln(%)) [r]

11

[f] s(t) = <t
fl@)y=va? -1
fla) = ¥2=2

J(@) =Ml mpes)
f(x) = In(sin(%))

f(z) = \/sin(y/z)

f(x) = In[cos(lnz)]
f(z) = &/I(tanz)

f(@) = Mz 1)
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Ejercicio 20 Hallar el rango de las siguientes funciones:

[a] y= 4,2m2 b y= ﬁ
[c] y=arcsin(l —x) [d y=z—|z|
(] y=v25—a” [f] y=sinz|
2l 0
o v=g I T
0, T =
2, st < —1; 5 ) ‘ <.
i] flx)=< 2+3, si-1<x<3; [j] flx)= - sz.|x|7 ’
ol sizea 2, si |x| > 2.
1- ) . < ]-7'
W fay =] TR s 0 y=
0, stx > 1.
Ejercicio 21 Complete la siguiente tabla:
Funcidn Dominio Rango Grifico
f(z) =[]
[(@) = e
f(z) = logz
fle)=c
flx) = ||
flx) =z
flz) =a?
f(z) = a?
f(z) =sinz
f(z) =cosz
f(x) =tanz

12
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Ejercicio 22 Construir los grdficos de las funciones:

[a] f(z) =5 B f2) = iy
3, stl <ax<2;
(] flz)=4q 20—-1, siz>2; [d  f(z) =22 -4z +2

20 —4, six<l.

le] f(z)=—322+4x+2 [f] flx)=2*+2%2+1
l9] flz) =222 [h] flz) =1+ |z|
il fz) = (1)) Ul fla) ==z —lz]
Vi—z, six<l1; 2, si—4<x<-=2;
[o] f(x)=14 0, sil<z<?2; [p| flx)=4¢ z, si—-2<z<4;
—x st x> 0. 4, sid<x<6.

Ejercicio 23 Determinar si cada una de las funciones definidas a continuacion, son inyectivas, sobreyectivas o biyec-

tivas.
W FiR-Rf@) = B 1 (-1,1) — [0,4) (@) = (3a® — 1)?
] f:RT =R f2)=1+VI—2 [d f:[l,00) =R, f(z)=vVI+z

e] f-R—R, f(r)=—-22-3z+1.

Ejercicio 24 Consideremos la funcion f : [1,00) — R, dada por f(x) = x. Determinar si la siguientes funciones:

[a] g:R— R; dada por g(z)= w+2\1'|

] h:R— R; dada por h(z)=|z|
[(] m:[-1,1] = R; dada por m(x)= 2>
son extensiones de f.

Ejercicio 25 Sea f : R — R, definida por f(x) = x2. Halle las restricciones de f a IN, Zi y Q.

Ejercicio 26 Dadas f(z) = 2z; g(z) = 22; Nz) = 9@+ ¢(2) = /z; m(z) = L y p(x) = 1 + 2. Hallar
pomotologo f.

13
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Ejercicio 27 FEzxpresar cada una de las siguientes funciones en términos de g, h y t usando solamente +,- y o.
[a] f(z)=2ne o] f(z) = sin(27)
] flx) = sin(a?) 4] f(a) = sine

[e] f(y) = sin(sin(sin(22%"¥)))
Ejercicio 28 Considere g, f : D C R — R, definidas por:

[a] f(z)=a®—2?+1, g(z)=2"—1

z? xT (L‘S (L‘2 xT
B flo) = SEEL g(a) = tedteien

Calcular f+g, f-gy %.

Ejercicio 29 Hallar las composiciones fog y go f en cada caso.

0, sixz<O0; 0, siz<O0;
o] f(x) = | USRS
z, sixz>0. z°, sixz > 0.
3r+4, si0<z<2; 22, si2<x<5;
[ fz)= ‘ d g(z) = ‘
x4+ 1, s12 <x<A4. 4, s1h<x<12.

Ejercicio 30 Restringir (si es necesario) el dominio de cada una de las funciones que se definen a continuacion para

que exista la inversa y hallarlas en cada caso.

o] f(z) =1+ 22 B fz)=2%—3z+1

[c] f(x)=1+22 [d f(z)=-141In(z+2)
] g(x) = sece f] flx) = sin(a — 1)
lg) g(x) = arcsin(%) 1] f(x) = arctan(3)

[i] f(z) =4arcsin(v/1—22) [j] f(z)=2?-3z+1

14
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Ejercicio 31 Determinar el conjunto de puntos donde las funciones definidas a continuacion son mondtonas.

[a] fx)=V1+z [b] f(z)=-3z+2

[ g@)=3m® [d flz)=1-2

Ejercicio 32 Dada la funcidn f(x) = cos(2z), calcular: f(3); f(3m); f(37); f(—3m); f(—).

Ejercicio 33 Construir los grdficos de las funciones:

o] f@) =35 B @) =i
3, sil<z<?2;
(] flx)=% 20—1, siz>2; [ f(z)=a2—4z+2

20 —4, six <1.

o) fla) = —3a% 44z +2 Ul f@) =t +a? 41

sinz, st —7m<x<0;
er, stx < 0;
k] f(z) =14 2, si0<x<l1. I flx)=
14+z, sixz>0.
L osil<z <4
(Z2) o < 1 Inx, stx>1;
cos(5x), stl|z| <1,
m] f(2) = 2 W f@={ 1 si0<z<i;
|z — 1], si |z > 1;
2% —1, six<0.
l—2z, six<l; 2, st —4<x<-2;
[o] f(x)=4q 0, sil<z<2; [p] flz)=4q =, si-2<a<4;
e ", st x> 0. 4, sid <z <6.

Ejercicio 34 Averiguar ;Cuales de las funciones son periddicas?, y hallar sus periodos minimos:

15
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[a] f(z) = Acos(Az)+ Bsin(A\x)

[c] f(z)=2tan(§) — 3tan(3)

] f(z) = tan(\/7)

Ejercicio 35 Hallar la solucion de las siguientes ecuaciones:

1]

log, x
logZ a

2log x
log1 a
b

= log gg x.log, @
logs, (5;) +logya =1
l0g, (2 ) + [logy(logy 2)*]* = 1
(0’4)10g2 z+1 _ (6, 25)2—log13

4% — 3x—% — 3I+% _ 22w—1

[log,,/5] \/ log,, 5v/5 + log 5 5v5 = /6

log 7z 45 + § log(2z + 7) = log(4,5)
logy(9°71) = 2+ logy (3771 + 1)

loggy, , 2. logg2,a+1=0

logy 75 +2logs(z — 3) logs(z +2) = log3(z +2)
(2\/ﬁ+3\/§+6\/§)% = /32?202
1010ga(z2—3r+5) — 3log, 10

23 log?z—2logz _ 10010

3log(log z) = log(7 — 2log x) — log 5

log[3 + 2log(1 +x)] =0

[b] f(z)=+tanx

[d]  f(z) = sin’(x)

[24]

[26]

[28]

[30]

%_\I/ mite = %+\I/m%—x (%’2_1\2/m2,m >0y m#1

16

log,, 2. IOgl% 2= log& 2

z'°E7 =1 =100

log(vz+1+4+1) _ 3
log Vx—40

718 = 100z

1.12—7LE+12 =1

72 677 +5 =0

+ —1

1 42
5—logx 1+log x

23~ = 900
Valnve = 10
2 4 —2=0
logr —5+4=0

(x2 —r— 1)12—7r+2

log(35—xz3) _
log(5—z) 3

47 46" —-2-97 =0

25V _ 124 . 5V% = 125
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31] glog, (% —6x+9) _ 32log, (Vz—1) [32] W =10
[33] log(” /1 o V8r=3) =
34] 2log(y/z+ 45 + /&) —1=log3 —log2 [35] 9'°&vs? =277
136] log?(100z) + log?(10z) + log z = 14 37] 3+ log, (2 "H) =22
[38] log, V5 + log, (5x) — 2,25 = (log, v/5)? [39] sin(3z) = cos(2x)
O] ()56 = 2l0g, V3T
[41] V3sinz +cosz =1
[42] ? n(z+ §) —sin(§ —x) =0 [43] sin’z + Lsin(2z) =1
[44] cos(5) + cosx + cos(2x) =0
[45] tan(z — §)tanztan(z + ) = tané‘a"fici(%) [46] sinztans _
[47] sin®(4z) — sin®(2x) = sin® z — sin®(3z) (48] sin®(%£) + cos*(%) = 2
[49] 2[1 —sin(3F — z)] = V3tan(T5%) [50] {FERL =1+ sin(2x)
Ejercicio 36 Demostrar las siguientes identidades trigonométricas:
1 s =
2 sraters = EEE
B 1- ljrc’ztaa - lfgf;?a = sina. cos «
[4] sin® a + cos®a + sin? acos? o = 1
[5] cot?a — cos?a = cos? . cot? a
6] —Ltania  — tan2q

tan? a+cot? o

17
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7 JiERe 4\ HEEe = 2seca (0<a<3)
8] sin(a30°) + sin(a + 150) = 0
9] sina(2csca+ cota)(csca — 2cot o) = 2sina — 3cot o

Cosmtam2 T __
[10] 1+ “Itcosz secx

[11] sin®a + cos® a + 3sin acos?a = 1

[12] sin®z +cos®z =1 — 2 sin?(27)
[13] tan(3z) = tanz.tan(3 — x).tan(5 + x)
Ejercicio 37 Ejercicios Varios:

1. Hallar el valor de z silogx = % log(a® + b%) — % [log(a + b) — log(a — b)]

i s — (3] a*Vab
2. Logaritmizar la expresion: y = ({ ‘;2 \3/‘;?)

3. Hallar los valores de x para los cuales:
[a] logy(|2=2|+7) >3

[b] logy |2z —3[>3

[C] \/loga \4/&9: + logx \4/&93 + \/loga %/% + 1()g:C {l/% =a
[d] a® — 395*% — 3I+% _ 22171
[e] tan (:C - %) tan z tan (m 4 %) _ _ 4cos’z

tan(§)—cot(%)

[f] cos(7x) —sin(5z) = v/3(cos(5x) — sin(7x))

4. Probar que :Ei:; + % > 3::§E§,5‘Pam cuales valores de x esta desigualdad se transforma en igualdad?

5. Sean m,n ndmeros cualesquiera, entonces; probar:
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1

[a] sin(mz)sin(nz) = 5[cos(m —n)x — cos(m + n)x]

1

[b] sin(mx) cos(nx) = ;[sin(m + n)x + sin(m — n)x]

1

[c] cos(mw)cos(nz) = 3[cos(m + n)x + cos(m — n)x]

6. Demostrar por induccion que sisin(%) # 0, entonces + + cosx + cos(2z) + ... + cos(nz) =

7. Sit =tan(5), probar que:

[a] sinz =25 [b] cosz =

8. Sit =tanx, probar que:

[a] cos?x =

9. Demostrar que

[a] arctan(}) + arctan($) + arctan(1) + arctan(3) =

[b] arccosz 4+ arcsinz =

=z b sin®z=

sin(n+3)z
2sin(%)

2

1t
1+t2

2 t2
1+t

s
4

us

2
)3 3 _ o3 1
[c] (arcsinz)’ + (arccosz)’ = ar’, a< g5
[d] arcsin(—x) = —arcsinz; arccos(—z) = m — arccosz

10. Resolver las siguientes desigualdades:

[a] sinz > cos®x 0]

[ tan(3) > {2355 [d]

cosx — sinz — cos(2z) > 0,

4sin?z 4 3tanz — 2sec? x> 0

O<z<22m

Ejercicio 38 Los siguientes problemas se resuelven usando trigonometria y fueron tomados de

http: / /www.geocities.com/chilemat/media/electivos /probvertrig. htm.

1. Encuentre el dngulo de elevacion del sol si un hombre de 1,75 m. de estatura, produce una sombra de 82 cm. de

longitud en el suelo.

2. FEl cordel de un cometa se encuentra tenso y forma un dngulo de 48 grados con la horizontal. Encuentre la altura

del cometa con respecto al suelo, si el cordel mide 87 m. y el extremo de la cuerda se sostiene a 1,3 m. del suelo.

3. Calcule el ancho de una calle, si un observador situado sobre un edificio, ve el otro lado de la misma bajo un

dangulo de 60 grados con respecto a la horizontal.
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/.

10.

11.

12.

13.

1.

15.

Una persona se encuentra en la ventana de su apartamento que estd situada a 8m. del suelo y observa el edificio
de enfrente. La parte superior con un dngulo de 30 grados y la parte inferior con un dngulo de depresion de 45

grados. Determine la altura del edificio senalado.

Un rio tiene las dos orillas paralelas. Desde los puntos P y @ de una orilla, se observa un punto R de la orilla
opuesta. Si las visuales forman con la direccion de la orilla dngulos de 40 grados y 50 grados, respectivamente,

y la distancia entre los puntos P y @ es 30 metros, determine el ancho del rio.

Un cuadro localizado sobre una pared es tal que su borde inferior estd a una distancia de 20 cm. sobre el nivel del
ojo de un observador situado a 2 metros de la pared. Si el dngulo que forman las visuales con los bordes inferior

y superior, respectivamente, mide 10 grados, ;cudl es la altura del cuadro?

Una escalera de 6 m. de longitud descansa sobre una pared vertical de tal manera que el pie de la escalera queda
a 1,5 m. de la base de la pared. ;Cudl es el dngulo que la escalera forma con la pared y hasta qué altura de la

pared llega la escalera?

Las longitudes de las sombras de dos postes verticales son 22 m. y 12 m. respectivamente. El primer poste es 7,5

m. mas alto que el seqgundo. Encuentre el dngulo de elevacion del sol y la longitud de cada poste.

s Cudl es la altura de una colina, si su dngulo de elevacion, tomado desde su base, es 46 grados, y tomado desde

una distancia de 81 m. es de 31 grados.?

Sobre un arrecife hay un faro cuya altura es de 7,5 m. Desde un punto situado en la playa se observa que los
dngulos de elevacion a la parte superior y a la parte inferior del faro son 47 grados y 45 grados. Calcule la altura

del arrecife.

. Un topdgrafo situado en C, localiza dos puntos A y B en los lados opuestos de un lago. Si C estd a 5.000 m.

de A y a 7.500 m. de By el angulo ACB mide 35 grados. ;Cudl es el ancho del lago?

Dos guardabosques descubren la misma fogata clandestina en direccion N 52° O y N 55° E, de sus posiciones
respectivas. El sequndo guardabosque estaba a 1,93 km. al Oeste del primero. Si el guardabosque mds cercano al

fuego es el que debe acudir. ;Cudl de ellos tiene que ir y cudnto tendrd que caminar?

Un terreno tiene la forma de un tridngulo isdsceles. La base estd frente a un camino y tiene una longitud de 562

m. Calcule la longitud de los lados si estos forman un dngulo de 23 grados.

Un barco sale de un puerto y viaja hacia el Oeste. En cierto punto gira 30 grados Norte respecto del Oeste y
viaja 42 km. adicionales hasta un punto que dista 63 km. del puerto. ;Qué distancia hay del puerto al punto

donde giro el barco?

Desde lo alto de una torre de 300 m. de altura se observa un avion con un dngulo de elevacion de 15 grados y
un automovil en la carretera, en el mismo lado que el avion, con un dngulo de depresion de 30 grados. En ese
mismo instante, el conductor del automaovil ve al avion bajo un dngulo de elevacion de 65 grados. Si el avion, el
auto y el observador se encuentran en un mismo plano vertical: calcule la distancia entre el avion y el automdvil

, también calcule la altura a la que vuela el avion en ese instante.
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16.

17.

18.

19.

Un terreno triangular estd demarcado por una pared de piedra de 134 m., un frente de 205 m. hacia la carretera

y una cerca de 147 m. ;Qué dngulo forma la cerca con la carretera?

Una escalera de mano, cuyo pie estd en la calle, forma un dngulo de 30 grados con el suelo, cuando su extremo
superior se apoya en un edificio situado en uno de los lados de la calle, y forma un dngulo de 40 grados cuando
se apoya en un edificio situado en el otro lado de la calle. Si la longitud de la escalera es de 50 m., jcudl es el

ancho de calle?

Un drbol ha sido roto por el viento de tal manera que sus dos partes forman con la tierra un tridngulo rectdngulo.
La parte superior forma un dngulo de 35 grados con el piso, y la distancia, medida sobre el piso, desde el tronco

hasta la cispide caida es de 5 m.. halle la altura que tenia el drbol.

El angulo de una de las esquinas de un terreno en forma triangular, mide 78 grados. Si los lados, entre los cuales

se encuentra dicho dngulo, tiene una longitud de 175 pies y 150 pies, determine la longitud del tercer de los lados
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0.4. Problemas y ejercicios del Capitulo I'V.

Ejercicio 39 Calcular:

[a] 1+4i—(—1—4i) ] —6+3i—(6+3i) [ (5+3i)—(5—3i)

[d (0,25—14)—(0,75+1i) [e] (3—3i)—(3+%i) [f] (a+bi)—i
Ejercicio 40 Calcular:

[a) B+iv3)(3—1iv3) [b] (a+mi)(2a—mi) [ (z—iV—y)(—z—2i/7)

Ejercicio 41 Calcular:

Ejercicio 42 FElevar a potencia:

Ejercicio 43 Extraer la raiz:

@] VIb+8 [b] —77+36i

[c] V3, 75+2i [d 3+4i+ /3 —4i

Ejercicio 44 Representar en forma trigonométrica los numeros:

>

[a] i o] —i =3 ld 3+

[d 2-7i [¢] 4-—3i

Ejercicio 45 Calcular:

Ejercicio 46 Representar en forma exponecial los siguientes numeros complejos:

[ 243 [o] 1-i [d 2i

[d —v3+i [ -2 [f] i
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Ejercicio 47 Transformar en la forma algebraica:

[a] 2e5% [b] e*+i [ 2e!'Ti!

Ejercicio 48 Determine analitica y grdficamente los complejos z = (z,y), que verifican las siguientes relaciones: (a)

Re(z)=-2,y (b) -2<Im(z)<3.
Ejercicio 49 Simplifique totalmente la expresion: (—i)30 — (—i)3 — (i)3.
Encuentre los valores de x e y para los cuales se verifica la siguiente igualdad: z + y+ 1+ (x — y + 3)i = 1 + T7i.
Ejercicio 50 1. Demuestre que |z| > Re(z) y |z| > Im(z), para cualquier z € C.
2. Demuestre que |z + w| < |z| + |w|, para cualesquiera w,z € C.
3. Pruebe que si z y w son dos nimeros complejos ,entonces |z + w|? + |z — w|? = 2(|w| + |z])?.

Ejercicio 51 Determine analitica y grdficamente los complejos z que verifican:
1. 1< |2/ <3.
2. lz—1+id|=1.
Ejercicio 52 Determine los complejos z = x + yi que verifican las siguientes relaciones:
1. |z —2+1i| < 1.
2. |22+ 3| > 4.
3. [Im(z)| > 1.
bl 4] > ]2,
Ejercicio 53 Determine los nimeros reales a y b, sabiendo que: (—1 +i)a + (1 +2i)b = 1.

Ejercicio 54 Sean w y z dos complejos no nulos, demuestre que |z|~ w — 2||z|7! = |w™! — 27|

Ejercicio 55 6. Sean z y w dos numeros complejos cualesquiera. Comprueba la igualdad Z - w = Z - w.

Ejercicio 56 Clalcular el valor de k en cada caso.

1. z= 2% donde arg(z) = 7.
2. z=(3—6i)(4 — ki), donde z debe ser un imaginario puro.
3. z=(3—06i)(4 — ki), donde z debe ser un nimero real.

4. z= 3=k donde |z| = V2.

1—14
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Ejercicio 57 1. Escribe una ecuacion de sequndo grado sabiendo que una de sus raices es 2 — 3i.

2. Escribe una ecuacion de seqgundo grado sabiendo que una de sus raices es z = 3 — .

Ejercicio 58 1. Utilizando la Férmula de Moivre halla las expresiones de sin(3x) y cos(3x) en funcidn de senx y

COST.

2. Utilizando la Férmula de Moivre halla las expresiones de sin(5x) y cos(5x) en funcidn de senx y cosz.
Ejercicio 59 ;Es posible dividir un segmento de longitud 10 en dos cuyas longitudes tengan su producto igual a 407

Ejercicio 60 1. Un cuadrado tiene sus vértices por encima del eje real. Si dos vértices consecutivos del cuadrado son
z=241yw=>5+3i, hallar los otros dos vértices.
2. Un tridngulo equildtero tiene dos de sus vértices en (0,0) y (4,1). Halla las coordenadas del tercer vértice sabiendo

que estd en el primer cuadrante.

3. De un pentdgono regular centrado en el origen conocemos un vértice que es el punto (1, —V/3) . Calcula los restantes

vértices.

Ejercicio 61 1. Probar que la suma de los dngulos de un tridngulo es .

2. Probar que los lados y los dngulos opuestos de un paralelogramo son respectivamente iguales y que las diagonales se

bisecan entre si.

3. Demostrar que los dngulos en la base de un tridngulo isdsceles son iguales.
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0.5. Problemas y ejercicios usando el programa MAPLE.

‘-‘!chn:itiﬂs resucltos
[1) Resalver la desigualdad [3x-3] < 3.

T Solucién
Uzamos ¢l comando solve (resolver), con su sintasgs correspondiente, o3 decir, ndicando cudl es la inc dgnita;

> molve{aba{I*x-53<3 x5
2 8
Reaifoange| Ceen E , o E

81 oueremos que exprese la sohicidn como mterralo, debemos poner la desigualdad enore laves;

Ici%cz
3

> molve{{fabs{3*c—5)<F} ,x} ;

L

La solucién es el ntervaln shierto [ 243, 8/3 )

3 2
2) Resolverla eceacidn: x +3x -4=10

Solucien
[=
Usamos £l comando solwe (resolver), con su sintass colT espondiente

¥ solvel({abs{x"3I+3*x"2-4) },x);

fz=1}, (x=-2}, {z=-2}

:rs-l-l

3) Descomponer en fraccicnes racionales lz expresidn; =
¥ -x

: '

[Escribimnos la fraccion dads,

B (e841) /(a0 a-02)
3
x il
4 2
r=x
> ponwert (% ,parfrac,x):
x+ 1 _]_
0

2
4} Dnbgar la grafica de la fmcion E(E:J=In[§- A= leu;r ] en si dominio de defraciin.
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7 Selmdién
Ea pruner lugar calculamos el domdmo resolviendo wna desgaaldad:

_':- solve{ {lndhfdvx=-x"2,/4) =0} ,=) ;

{(1=x.x =4}

;E.I dotnimio ez el intervalo cerrado [1. 4]. Para dibujar la curva usamos el comando plot con sus especificacdones correspondientes

_} plot{asgrt{log( {5 *2x—3x"2) f43) ,==1_ .4} ;

3 2
43 dx -k
3 Drefisis la funcidn B = = ad et , hallar su dorninie de definicidn v sonplificarla, & ez posible.

A ] 3
x +x *+3x +~x+2

H solucion

2
i x =5x+86 ;
Drefirur la funcidn gl = ————— . ¥ hallar zu dorumo de definecién. Introducr & su ver la funcién

2 2
x +A=x+6 hizh =lnfx - 3 +hnix -3 -lnix +4x+8 ¥
huﬂa.r = dﬂ mi.l'.li\:l a.E d.EEmI:I.I:.Il'I.. c.ﬂnn :IEUD!EE ]-:!5 Eu.n.l::innz: E, :;l' h"?
“Wearnog cudl ez el dominio de la fancidn g

B solvel| (x"2-S4x+8) f {x"2+2*x+6GI70)) ;

[z =2). {3 =x}

El dominio de |2 funcion g es (-00,,2) U (3000
Ahora, el domimo de b, es;

[~ molwe{ [x-250,2- 320,22+ 2%+ 650} )

(3 < x)

El domiswmio de la Bincida b es, {300}
Dresde luego, los dorminios de definicidn de hiz); v gix); son diferentes luego, en ngor, no son funciones 1guales.

Una sencilla speracidn en el papel gue 5i 3 < x;, ambas funciones coincuden,

4% Hallar loz ndmeros gue venfican sunulténeamente las dessgualdades: (e-1003=0 < 1., (xS =1, .
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-~ Solucion
Con la orden solve se pusden resolver sistemas de scusciones:

> molwve(] (=—1) F {3 )<l {ab=(x) +2) Fell) )

13}

o

E]l conjunto de soluciones es =] intervalo ablsrto (-oo,- 152, )

' Ejercicios propuestos
1) Resolver la ecwacids: {7 - 4 q.@} .:vrg -+ {2 - -\,@} =2

H Soluncion
=l +1 2 lxl +1
ikl Wi o | L e e T e

A &

2) Estudiay para qué mimeros reales & se cumplen  suosltdne amente las desigealdade s 1

H g olucién

2
2 +9x+E
3) Resolver la desigualdad 1 = --x — :5
x+2

H g olucion

5 2x -1
43 Fesnlver la desigualdad el 4y |
Ix+2

A Solucion
4 J:3 -5 I: -2

5) Drescomponer en fracciones racionales:

= -2x3-25+4

- Solucion
6) Sea la funcidn fx) = i:}g{%:l Deterpuna su dorwnio. Dibwja su gréfica j Tiene alguna sunetria?
- %
o Solucion
2
7|) Estudiar el dormirno de de finicam de la funciin_Tx) = ]e:-g[x e 4.1!1 +ox ] Dribujar la grafica en el intervalo (-5,5)

H g olucion
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