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Unidad II: Modelado de sistemas mecánicos y
electromecánicos.

T 1 (P á i ) C bá i d i á iTema 1. (Parte mecánica) Componentes básicos de un sistema mecánico.
Leyes de Newton. Modelos matemáticos de sistemas mecánicos.

Tema 2 Analogías Ecuaciones de movimiento de LagrangeTema 2. Analogías. Ecuaciones de movimiento de Lagrange.
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Conceptos BásicosConceptos Básicos

Movimiento Rotacional

El par o momento de fuerza ( ) se define como cualquier causa que tienda a
producir un cambio en el movimiento rotacional de un cuerpo sobre el que
actúa.

τ

El par es el producto de una fuerza y la distancia perpendicular desde un
punto de rotación a la línea de acción de la fuerza.

Las unidades son el .N m
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Conceptos BásicosConceptos Básicos
Cuando un cuerpo gira en torno a uno de los ejes principales de inercia, lap g j p p ,
inercia rotacional puede ser representada como una magnitud escalar
llamada momento de inercia ( ).J

El momento de inercia refleja la distribución de masa de un cuerpo o de un
sistema de partículas en rotación, respecto a un eje de giro.

El d i i d í id l l d j d ióEl momento de inercia de un cuerpo rígido a lo largo de un eje de rotación es
una medida de su resistencia a la aceleración angular.

El momento de inercia sólo depende de la geometría del cuerpo y de laEl momento de inercia sólo depende de la geometría del cuerpo y de la
posición del eje de giro; pero no depende de las fuerzas que intervienen en el
movimiento.
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Conceptos BásicosConceptos Básicos

Dado un sistema de partículas y un eje arbitrario, el momento de inercia
del mismo se define como la suma de los productos de las masas de las
partículas por el cuadrado de la distancia de cada partícula a dicho eje.

J

d

2
i iJ m d=∑ i iJ m d∑
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Conceptos BásicosConceptos Básicos
Teorema de Steiner o Teorema de los Ejes Paralelos

El momento de inercia con respecto a cualquier eje paralelo a un eje que pasa por
el centro de masa, es igual al momento de inercia con respecto al eje que pasa por
el centro de masa más el producto de la masa por el cuadrado de la distancia entre
l d jlos dos ejes:

2
nc cm eJ J md= +

Donde:
= es el momento de inercia respecto al eje que no pasa por el centro de masa.
= es el momento de inercia para un eje paralelo al anterior que pasa por el

ncJ
J es el momento de inercia para un eje paralelo al anterior que pasa por el
centro de masa.

= masa total.
= distancia entre los dos ejes paralelos considerados.d

cmJ

m
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Conceptos BásicosConceptos Básicos

2
2 21 1LJ m L m m L⎛ ⎞= + =⎜ ⎟12 2 3

J m L m m L+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Conceptos BásicosConceptos Básicos

Momento de inercia ( )JMomento de inercia ( )J

21 1L⎛ ⎞LMomento de inercia

Usando el Teorema de Steiner

2 21 1
12 2 3

LJ m L m m L⎛ ⎞= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

L
m

Momento de inercia 
de una barra delgada

2
L

Momento de 
inercia de una L

2J m L= Momento de inercia 
de una esfera

inercia de una 
masa concentrada

m 22
5

J m r=
m

r
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Conceptos BásicosConceptos Básicos

Momento de inercia ( )J

21J m R=Momento de inercia

R

2Momento de inercia 
de un cilindro m

Momento de 
inercia de un
paralelepípedo

Momento de inercia 
de un anilloc

paralelepípedo

2 2

12
a bJ +

=
2J mr=

m
r

a
b
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Conceptos BásicosConceptos Básicos

La distancia angular ( ) es análoga a la distancia traslacional

La velocidad angular ( ) es análoga a la velocidad traslacional

θ

ω

La aceleración angular ( ) es análoga a la aceleración traslacionalα

Las unidades:

radθ = rad
s

ω =
2

rad
s

α =
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Componentes BásicosComponentes Básicos
Resorte rotacional:

En el movimiento rotacional, el par aplicado a los extremos de un resorte
rotacional y el cambio neto en el desplazamiento angular está relacionado por:rotacional y el cambio neto en el desplazamiento angular está relacionado por:

( )K K t dtτ ω= ∫

( )K K tτ θ=
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Componentes BásicosComponentes Básicos
Amortiguador rotacional:

En el movimiento rotacional el par aplicado a los extremos de un amortiguadorEn el movimiento rotacional, el par aplicado a los extremos de un amortiguador
rotacional y el cambio neto en el desplazamiento angular está relacionado por:

( )( )B B tτ ω=

( )B B tτ θ=
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Componentes BásicosComponentes Básicos
Masa rotacional: se asume que la masa esta concentrada en un punto, llamado
centro de masa y que su movimiento es rotacional.

M

J

( )d tJ ωτ

( ) ( )M J t J tτ α θ= =

( )
M J

dt
τ =
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Leyes de NewtonLeyes de Newton

Segunda Ley: para un cuerpo rígido en rotación pura alrededor de un eje fijo, la
segunda ley establece que:

( )J tτ α=∑
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En ResumenEn Resumen

( )K K tτ θ=

( )B B tτ θ= ( )B

( )M J tτ θ=
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Modelado de Sistemas MecánicosModelado de Sistemas Mecánicos
Variables y parámetros:

Son los torques aplicados respecto al punto de rotación. τ

Es el momento de inercia del cuerpo en rotación respecto al 
punto de rotación

J

Es el desplazamiento angular. 

Es la velocidad angular. Variables del sistema

( )tθ

( )( ) ( )d tt tθω θ= = Es la velocidad angular. 

Es la aceleración angular.

Variables del sistema( ) ( )t t
dt

ω θ

( )( ) ( )d tt t
dt
ωα θ= =
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Modelado de Sistemas MecánicosModelado de Sistemas Mecánicos
Sistema péndulo simple: considere que una esfera de masa cuelga de un hilo dem
largo L y de masa despreciable. Que gira alrededor de un punto en un plano,
formando un ángulo

P
θ

P

L

θ

( )

( )

J t

J t

τ α

τ θ

=

=

∑
∑ θ

( )+( )+ ( )m g sen Lτ θ= −

2 ( ) ( )m L t m g sen Lθ θ

P
P

m
θ ( )∑

2J m L=
m g 2

( ) ( )
( )( )

m L t m g sen L
m g sen Lt

m L

θ θ
θθ

= −

= −

2 ( )m L tθ τ=∑
( )m g sen θ−

( ) ( )gt sen
L

θ θ= −
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Modelado de Sistemas MecánicosModelado de Sistemas Mecánicos
Sistema péndulo simple: considere el mismo péndulo, con la diferencia de que
ahora además se le aplica un torque en el punto P

( )

( )

J t

J t

τ α

τ θ

=

=

∑
∑ 2 ( )m g sen Lτ θ= −

L
θ

P
τ 1τ τ=

2 ( ) ( ( ))
( ( )) 1( )

m L t m g sen t L
m g sen t Lt

θ θ τ
θθ τ

= − +

= − +

m
θ

1 2τ τ τ= +∑
2J m L=

2 ( )m L tθ τ=∑

2 2

2

( )

1( ) ( ( ))

t
m L m L

gt sen t
L m L

θ τ

θ θ τ

= − +

= − +
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Modelado de Sistemas MecánicosModelado de Sistemas Mecánicos
Representación Interna

1

bi d i bl

2

1( ) ( ( ))gt sen t
L m L

θ θ τ= − +

Cambio de variable:
1

2 1

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

x t t

x t x t t
u t

θ

θ
τ

=

= =
=

Así:

( )u t τ=

1 2( ) ( )
1

x t x t
g

=

Si mido la posición angular, entonces:

2 1 2

1( ) ( ( )) ( )gx t sen x t u t
L mL

= − +

1( ) ( )y t x t=
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Modelado de Sistemas MecánicosModelado de Sistemas Mecánicos
Representación Interna

Sistema no lineal

2
1

12 2

( )
( )

( ) 1( ( )) ( )( )

x t
x t

x t g sen x t u tx t
L L

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− +⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

2 2L m L⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

[ ] 1( )
( ) 1 0

x t
y t

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥[ ]

2

( ) 1 0
( )

y t
x t⎢ ⎥
⎣ ⎦
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Modelado de Sistemas MecánicosModelado de Sistemas Mecánicos
Diagrama de Bloques Detallado

1 2( ) ( )
1( ) ( ( )) ( )

x t x t
g

=

(.)g sen
L

−

( )x t ( ) ( )x t y t

2 1 2( ) ( ( )) ( )gx t sen x t u t
L mL

= − +

1( ) ( )y t x t=

∫

)(

1( )x t 1( ) ( )x t y t=

( )x t ( )t1)(tu + + ∫2 ( )x t 2 ( )x t
2

1
m L
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Modelado de Sistemas MecánicosModelado de Sistemas Mecánicos
Sistema péndulo simple: considere el mismo péndulo, con la diferencia de que en
este caso el largo del péndulo esta compuesto por una barra de masa

2J m L=

Lm

L
( )J tτ θ=∑

1J m L=

2
2

1
3 cL cJ m L=L

θ

P
τ

cL

( ) Lθ

1 2 3τ τ τ τ= + +∑
1τ τ=

3

m
θ

cLm

2 ( )m g sen Lτ θ= −
1 2J J J= +

3 ( )
cL cm g sen Lτ θ= −
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Modelado de Sistemas MecánicosModelado de Sistemas Mecánicos

L

L
θ

P
τ

cL

2 2

( )

1

J tθ τ=

⎛ ⎞

∑m
θ

cLm

2 21 ( ) ( ) ( )
3

( )( ( )) 1( )

c c

c

L c L c

L

m L m L t m g sen L m g sen L

m g sen Lm g sen t Lt

θ τ θ θ

θθθ τ

⎛ ⎞+ = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − − +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞2 2 2 2 2 2

( )
1 1 1
3 3 3c c cL c L c L c

c

m L m L m L m L m L m L⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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Modelado de Sistemas MecánicosModelado de Sistemas Mecánicos
Tarea

Hacer la representación interna

Hacer el diagrama de bloques detallado
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Modelado de Sistemas MecánicosModelado de Sistemas Mecánicos

Existen dos movimientos simultáneos: Traslacional y Rotacional
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Modelado de Sistemas MecánicosModelado de Sistemas Mecánicos
Movimientos Traslacional:

(1)
2

( ) ( ) ( )

( ) ( ( ) ( )) ( )

GMx t mx t u t

dM t t L t tθ

+ =

+ +

Sabemos que:

2( ) ( ( ) ( )) ( )Mx t m x t Lsen t u t
d t

θ+ + =

(2)

2

( ) ( )cos ( )

( )cos ( ) ( )cos ( ) ( ) ( )

d sen t t t
dt
d t t t t t t

θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

=

Sustituyendo (2) en (1):

2( )cos ( ) ( )cos ( ) ( ) ( )t t t t t sen t
dt
θ θ θ θ θ θ= −

( ) 2( ) ( ) cos ( ) ( ) ( ) ( )M m x t t m t L t mLsen t u tθ θ θ θ+ + − =

26Universidad de Los AndesProf. Anna Patete

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )



Modelado de Sistemas MecánicosModelado de Sistemas Mecánicos
Movimientos Rotacional:

(3)( )m W mxJ t T Tθ = +

Sabemos que:

( )

2
mJ mL=

(4)( )
( )cos ( )

W

mx

T mgsen t L
T mx t t L

θ
θ

=

= −

Sustituyendo (4) en (3):

2 ( ) ( ) ( )cos ( )

( ) ( )cos ( ) ( )

mL t mgsen t L mx t t L

mL t mx t t mgsen t

θ θ θ

θ θ θ

= −

+ =
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Modelado de Sistemas MecánicosModelado de Sistemas Mecánicos

( ) 2( ) ( ) cos ( ) ( ) ( ) ( )M m x t t mL t t mLsen t u tθ θ θ θ+ + − =
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Modelado de Sistemas MecánicosModelado de Sistemas Mecánicos

( ) ( ) ( ) ( )Lθ θ θ

( ) 2( ) ( ) cos ( ) ( ) ( ) ( )M m x t t mL t t mLsen t u tθ θ θ θ+ + − =
Sistema No Lineal

Caso particular: En el caso de que el péndulo se desee mantener en la posición
i l d

( ) ( )cos ( ) ( )mL t mx t t mgsen tθ θ θ+ = Sistema No Lineal

vertical, se puede suponer que y son pequeños, así:( )tθ ( )tθ

( )
( ) 1

sen t
t

θ θ
θ

= ( ) ( ) ( ) ( )M m x t t mL u tθ+ + =
l

2

cos ( ) 1
( ) ( ) 0

t
t t
θ

θ θ

=

=
( ) ( ) ( )mL t mx t mg tθ θ+ =

Sistema Lineal

( )

1( ) ( ) ( )

1

mgx t t u t
M M

M m g

θ= − +

+

Tarea: Demostrar
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Modelado de Sistemas MecánicosModelado de Sistemas Mecánicos
Representación Interna

Cambio de variable: 1

2 1

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t t

x t x t t
x t x t

θ

θ

=

= =
=

Así:

3

4 3

( ) ( )
( ) ( ) ( )

x t x t
x t x t x t

=
= =

( ) ( )Así:

( )
1 2

2 1

( ) ( )

1( ) ( ) ( )

x t x t
M m g

x t x t u t
ML ML

=

+
= −

3 4

4 1

( ) ( )
1( ) ( ) ( )

x t x t
mgx t x t u t
M M

=

= − +
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Modelado de Sistemas MecánicosModelado de Sistemas Mecánicos
Representación Interna

( )1 1

0 1 0 0 0
( ) ( ) 1

0 0 0( ) ( )
x t x tM m g

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤+⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥2 2

3 3

4 4

0 0 0( ) ( )
( ) ( ),

( ) ( ) 00 0 0 1
( ) ( ) 1

0 0 0

x t x t MLMLx t u t
x t x t
x t x tmg

⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦4 4( ) ( )

0 0 0mg
MM

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

1( )x t⎡ ⎤
⎢ ⎥

Mido la posición del péndulo1

1 2

2 3

( )
( ) ( )1 0 0 0

( )
( ) ( )0 0 1 0

y t x t
y t

y t x t

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
⎢ ⎥

Mido la posición del péndulo

Mido la posición del carro

1( ) ( )x t tθ=

31Universidad de Los AndesProf. Anna Patete

4 ( )x t⎢ ⎥
⎣ ⎦

Mido la posición del carro
3( ) ( )x t x t=
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Referencias del material usado para estas diapositivas:

•Material de las diapositivas de la Prof. Mariela Cerrada. Departamento de
Control Facultad de Ingeniería Universidad de Los Andes MéridaControl, Facultad de Ingeniería, Universidad de Los Andes, Mérida,
Venezuela, 2012.

•Ogata, K. Dinámica de Sistemas, Prentice Hall, 1987.g , , ,

•Lewis, J. Modelling Engineering Systems, High Text Publications, 1994.
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