Mérida, 14 de marzo de 2015

ULA. FACULTAD DE INGENIERIA
ESCUELA DE MECANICA
TEORIA DE CONTROL. Secciones 01y 02.

TERCER PARCIAL

Se quiere utilizar un termémetro de segundo orden para medir la temperatura de un ser
humano. Se sabe que el termdmetro responde con méaxima velocidad de respuesta sin
oscilar, siendo la velocidad de respuesta inicial igual a cero y que este posee una
frecuencia natural w,. Si la temperatura ambiente del lugar de trabajo es de 25°C y la
lectura no puede poseer un error mayor a 0.2 °C, calcule cuanto tiempo se debe esperar
para tomar la lectura del termometro después de habérselo introducido al paciente, con
una precision de un décimo de segundo (0.1s).
Nota: suponga que la frecuencia natural del sistema y la temperatura de la persona a
la que se le mide la temperatura es:
min

Modelo A: @, = 120222 T, = 36°C
Modelo B: w, = 180222 T, = 38°C
min

rad

Modelo C: w,, = 240 — Tp =40°C (10 puntos)

Determine el valor o el rango de valores de K para que el sistema representado por las
siguientes matrices de estado sea estable:

0 1 0 0 1

Modelo A: A= 0 0 1 ; B=|1 0|; C=[1 0 0]
4 -2k -3k —-k-1 2 1
0 1 0 1 2

Modelo B: A=] 0 0 1 ; B=10 0|; C=[1 1 1]
13—k -2k —-k-2 3 4
0 1 0 3 1

Modelo C: A=] 0 0 1 |; B=|1 4|; ¢c=[0 0 5]
1-k —-k—1 -2k 1 0

(10 puntos)
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SOLUCION

1. Se quiere utilizar un termdémetro de segundo orden para medir la temperatura de un ser
humano. Se sabe que el termdmetro responde con méaxima velocidad de respuesta sin
oscilar, siendo la velocidad de respuesta inicial igual a cero y que este posee una
frecuencia natural w,. Si la temperatura ambiente del lugar de trabajo es de 25°C y la
lectura no puede poseer un error mayor a 0.2 °C, calcule cuanto tiempo se debe esperar
para tomar la lectura del termometro después de habérselo introducido al paciente, con
una precision de un décimo de segundo (0.1s).

Nota: suponga que la frecuencia natural del sistema y la temperatura de la persona a
la que se le mide la temperatura es:

Modelo A: @, = 120222 T, = 36°C
rad

Modelo B: w,, = 1805, T, = 38°C
min

rad

Modelo C: w,, = 240 — Tp =40°C
(10 puntos)

SOLUCION
Modelo A: @, = 3022, Tp = 36°C
min

La ecuacion general de un sistema de segundo orden es:
DZTT + wanDTT + (UrleT == (UTlep

En nuestro caso sabemos que ¢ = 1, por ser maxima velocidad de respuesta sin oscilar, y
rad

w, =120 =2 i, por lo que nos es mas facil escribir la ecuacion en segundos:
DZTT + 4DTT + 4’TT == 144’

C.I.t =0,T; = 25°C, DTy = 0

minutos

Resolvemos la ecuacion:
Solucién Transitoria:
D?Ty + 4DT7 + 4Ty =0
Ecuacion Caracteristica sera:
D>?+4D+4=0
Cuyas raices son:




Dos raices reales repetidas por lo tanto la solucion es de la forma:
TTt == CleDt + CzteDt S Cle_Zt + Czte_Zt

Solucion en estado estable:
Supongo respuesta constante por ser entrada en escalon:
Tree = A
Por tanto: DTy = 0 y DTy = 0.
Sustituyo en ecuacion:
0+ 4(0) +4A = 144
144

A=——=36
4

La solucion completa sera:
Ty = Cie %t + Cyte 2t + 36
Y su derivada:
DTy = —2C,e %t + C,e %t — 2C,te™%t

Con las condiciones iniciales calculo las constantes:
25 = Ce720 + (,(0)e72 + 36

0=-2Ce 20 + C,e 2@ — 2¢,(0)e2©
Nos quedan dos ecuaciones algebraicas:
25=C; +36
0=-2C +GC,
Por lo tanto: C; = =11y C, = =22

La solucion completa sera entonces:
Tr = —11e™2t — 22te %t + 36

Para que el error sea inferior a 0,2, debo evaluar en que tiempo Ty > 35.8°C
35.8 < —11e 2t — 22te™?' + 36
0.2 > 11e %t + 22te™?t
0.2 > (11 + 22t)e %
Se cumple paraun T = 3,0 s



SOLUCION
Modelo B: @, = 180, T, = 38°C

En nuestro caso sabemos que ¢ = 1, por ser maxima velocidad de respuesta sin oscilar, y
rad

1 , ;. oy - .,
=3 — por lo que nos es mas facil escribir la ecuacion en segundos:

DT, + 6DTy + 9T, = 342
C.I.t = 0,T, = 25°C, DTy = 0

w, = 180 —
minutos

Resolvemos la ecuacion:
Solucién Transitoria:
D?Ty + 6DT; + 9Ty =0
Ecuacion Caracteristica sera:
D>+6D+9=0
Cuyas raices son:

—6+V62—-4x%x9
D1,2— 2 ==

Dos raices reales repetidas por lo tanto la solucién es de la forma:
Tre = C1ePt + CytePt = Cie 3t + Cyte™3t
Solucidén en estado estable:
Supongo respuesta constante por ser entrada en escalon:
Tree = A
Por tanto: DTy = 0 y D?T; = 0.
Sustituyo en ecuacion:
0+ 6(0)+94 = 342
342

A=—=
3 38

La solucion completa sera:
Ty = Cie 3t + C,te™3t + 38
Y su derivada:
DTy = —3C,e 3t + C,e 3t — 3C,te™3¢

Con las condiciones iniciales calculo las constantes:
25 = Ce730 + (,(0)e™3) + 38
0=-3Ce 3 + e 30 —3¢,(0)e 3@
Nos quedan dos ecuaciones algebraicas:
25=C; +38
0=-3C;+C,
Por lo tanto: ¢; = —13y C, = -39
La solucion completa sera entonces:
Tr = —13e73t — 39te™3t + 38
Para que el error sea inferior a 0,2, debo evaluar en que tiempo T > 37.8°C
37.8 < —13e73t — 39te3t + 38
0.2 > 13e73t + 39te~3¢
0.2 > (13 + 39t)e™ 3¢

Se cumple paraun T = 2.1 s



SOLUCION
Modelo C: @, =240, T = 40°C

En nuestro caso sabemos que £ = 1, por ser maxima velocidad de respuesta sin oscilar, y
rad

w, = 240 =4 i, por lo que nos es mas facil escribir la ecuacion en segundos:
DZTT + 8DTT + 16TT == 640

C.I.t =0,T; = 25°C, DTy = 0

minutos

Resolvemos la ecuacion:
Solucion Transitoria:
DTy + 8DT; + 16Ty =0
Ecuacion Caracteristica sera:
D?+8D+16=0
Cuyas raices son:

Dos raices reales repetidas por lo tanto la solucién es de la forma:
Tre = CiePt + CytePt = Cie™ + Cyte™
Solucidn en estado estable:
Supongo respuesta constante por ser entrada en escalon:
Tree = A
Por tanto: DTy = 0 y D?T; = 0.
Sustituyo en ecuacion:
0+8(0) + 164 = 640
640

A=—=140

La solucion completa sera:
Tr = Cie ™ + Cyte ™ + 40
Y su derivada:
DTy = —4Cie ™™ + C,e™ — 4C,te™*
Con las condiciones iniciales calculo las constantes:
25 = Ce (0 + C,(0)e (™ + 40
0 =—4Ce *® + C,e™0) — 4C,(0)e~*

Nos quedan dos ecuaciones algebraicas:

25=1C; +40

0=-4C; + G,
Por lo tanto: C; = =15y C, = —60

La solucion completa sera entonces:
Tr = —15e~* — 60te ™t + 40
Para que el error sea inferior a 0,2, debo evaluar en que tiempo Ty > 39.8°C
39.8 < —15¢~* — 60te ™t + 40
0.2 > 15e~* + 60te~*
0.2 > (15 + 60t)e~*
Se cumple paraunT = 1.6 s



Determine el valor o el rango de valores de K para que el sistema representado por las

3.
siguientes matrices de estado sea estable:
0 1 0 0 1
Modelo A: A= 0 0 1 ; B=11 O]; C=[1 0 0]
14 -2k -3k —-k-1 2 1
[ 0 1 0 1 2
Modelo B: A=| 0 0 1 ; B=10 0]; C=[1 1 1]
13—k -2k —-k-2 3 4
0 1 0 3 1
Modelo C: A=] 0 0 1]; B=|1 4]; C=[0 0 5]
1-k —-k-1 =2k 1 0
(10 puntos)
SOLUCION
0 1 0 0 1
Modelo A: A= 0 0 1 ; B=11 O]; cC=[1 0 0]
4—-2k -3k —-k-1 2 1

Calculamos la ecuacion caracteristica del sistema:
S -1 0
0 S -1 =s?(s+k+1)+ 2k —4+ 3ks

2k—4 3k s+k+1
s3+(k+1)s?+3ks+2k—4=0

|sI — A| =

Construimos la tabla de Routh de esta ecuacion caracteristica:
1 3k 0

S k+1 2k—4 0
S"3k2+k+4 0

ST k+1

571 2k -2)

El elemento b, sera:
_(k+1)3k—(2k—4) 3k*+3k—2k+4 3k*+k+4
B B k+1 - k+1

by k+1

Para que el sistema sea estable se deben cumplir las tres condiciones siguientes:
D k+1>0-k>-1
2)2(k-2)>0->k>2

y
3k2+k+4  k+1>0y3k?+k+4>0
>0—>{o )
k+1<0y3k®+k+4<0

3 -
® k+1
En la condicion (3) se utiliza solo la primera posibilidad, pues la segunda contradice la

condicién (1). Queda entonces por evaluar:
3k? +k+4 >0 - secumple para todo k

Por lo tanto el sistema serd estable sik > 2 6 k € (2,0]



SOLUCION

0 1 0 1 2
ModeloB: A=| 0 0 1 ; B=|[0 o]; C=[1 1 1]
3—-k -2k —-k-2 3 4

Calculamos la ecuacion caracteristica del sistema:
S -1 0
0 S -1
k—3 2k s+k+2

|sI —A| = =s?(s+k+2)+k—3+2ks

s3+(k+2)s?+2ks+k—-3=0

Construimos la tabla de Routh de esta ecuacion caracteristica:

5 1 2k 0
S
) k+2 k=3 0
ST12k2+3k+3
SSO k+2

k-3

El elemento b, sera:
_(k+2)2k—(k—3) 2k*+4k—k+3 2k*+3k+3
v k + 2 B k + 2  k+2

Para que el sistema sea estable se deben cumplir las tres condiciones siguientes:
D) k+2>0-k>-2
2)k-3>0-k>3

2k?> +3k +3 _%,k+2>0y2W+3k+3>0

®) 2 k+2<0y2k?+3k+3<0
En la condicion (3) se utiliza solo la primera posibilidad, pues la segunda contradice la
condicion (1). Queda entonces por evaluar:
2k? + 3k + 3 > 0 > se cumple para todo k

Por lo tanto el sistema serd estable sik >3 6 k € (3, 0]



SOLUCION

0 1 0 3 1
ModeloC: A=| 0 0 1|; B=|1 4|; €¢=[0 0 5]
1-k —-k—1 =2k 1 0

Calculamos la ecuacion caracteristica del sistema:
S -1 0
0 S -1
k—1 k+1 s+2k

|sI — Al = =s?(s+2k)+(k—1)+ (k+ 1)s

s3+2ks?+(k+1Ds+(k—-1)=0

Construimos la tabla de Routh de esta ecuacion caracteristica:

1 k+1 0
5. 2k k—1 0
S22k 4+ k+1
o 2k

k—1

El elemento b, sera:
b _ 2k(k+1)—(k—1) 2k*+2k—k+1 2k*+k+1
t 2k - 2k - 2k

Para que el sistema sea estable se deben cumplir las tres condiciones siguientes:
(D 2k>0-k>0
2)k—-1>0-k>1

2k2+k+1> _){,2k>0y2k2+k+1>0

®) Ok <0y2k?+k+1<0
En la condicion (3) se utiliza solo la primera posibilidad, pues la segunda contradice la
condicion (1). Queda entonces por evaluar:
2k? 4+ k + 1> 0 - se cumple para todo k

Por lo tanto el sistema serd estable sik > 1 6 k € (1, 0]



