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RReettoorrnnoo  ddee  eessttaaddoo  lliinneeaall..  
 

El principio básico del control en lazo cerrado clásico se muestra en la siguiente figura: 

 

En este las acciones de control son calculadas por la medición de las salidas (variables controladas), este tipo de 

control suele denominarse control por retorno de salida. 

Mientras que por su lado el principio básico del control por retorno de estado se basa en realizar las acciones de 

control en función de los valores medidos de los estados. Este se puede apreciar en la siguiente figura:  

Este esquema se puede simplificar tal como aparece en la figura siguiente: 

 

Donde ܭ es una matriz (vector) línea ݒ es una entrada 

nueva. 

 

El objetivo es determinar la acción de control (ܭ), de 

manera que los polos de la función de transferencia del 

sistema, en lazo cerrado, se ubiquen de forma 

conveniente en el plano complejo, para satisfacer 

estabilidad y especificaciones de amortiguamiento, 

velocidad, etc. 

 

Controlador 
 

E.F.C. 

 

Sistema 

dinámico a 

controlar 

Elementos de 

medición Medidas 

Acciones de Control

Error Referencia 

Perturbación 

Salidas 

Sistema de Control 

Controlador 
E.F.C. 

 

Sistema 

dinámico a 

controlar

Elementos de 

MediciónMedidas

Acciones de Control

Error Referencia 

Perturbación 

Señales de los estados

Sistema de Control 

ሶݔ ൌ ݔܣ ൅  ݑܤ
ݕ ൌ  ݔܥ

 ܭ
 

ݔ

ݒݑݕ

ݓ

_



 

Jean-François DULHOSTE  

 

2 Teoría de Control 

Como ya estudiamos anteriormente, en un sistema expresado en espacio de estado, los polos de la función de 

transferencia son los valores propios de la matriz de estado ܣ, por lo tanto una retroalimentación sobre los estados 

con una matriz  ܭ, es equivalente a realizar una modificación de la matriz de estado del sistema, tal como se explica a 

continuación.    

 

Consideremos el sistema representado en la figura 

y descrito por la ecuación de estado siguiente: 

൜
ሶݔ  ൌ ሻݐሺݔܣ   ൅ ሻݐሺݑܤ 
ሻݐሺݕ  ൌ ሻݐሺݔܥ   

 

El retorno de estado introduce una modificación 

sobre la entrada del sistema de la forma: 

ሻݐሺݑ ൌ –ሻݐሺݒ  ሻݐሺݓ  ൌ ሻݐሺݒ െ  ሻݐሺݔܭ
 

Las ecuaciones del sistema en lazo cerrado se escriben como: 

ሶݔ ൌ ሻݐሺݔܣ   ൅ ሻݐሺݒሾܤ   െ ሻሿݐሺݔܭ   ൌ   ሾܣ  െ ሻݐሺݔሿܭܤ   ൅  ሻݐሺݒܤ 
 

En consecuencia la matriz de estado del sistema en lazo cerrado es: ܣ௅஼ ൌ  ܣ െ  .ܭܤ 

 

La dinámica del sistema en lazo cerrado estará determinada entonces por de los valores propios de la matriz (ܣ௅஼) 

 

Estos valores propios como bien sabemos son las raíces de la ecuación característica  ߣ஺ି஻௄ሺ௦ሻ, que se obtienen con:  

|௅஼ܣ – ܫߣ|  ൌ  0 

El control modal 
También denominado control por ubicación de polos. Este se puede realizar en espacio de estado, o en forma algebraica 

con las funciones de transferencia. 

 

Se denomina control modal al control que consiste en determinar una matriz de retroalimentación de estado ܭ tal que 

los valores propios de la matriz ܣ௅஼ se ubiquen en posiciones prefijadas arbitrariamente (ߣ଴, ڮ,ଵߣ ,  ௡ିଵ) (valoresߣ 

reales o complejos conjugados). La existencia de una solución depende de la controlabilidad del sistema y de la 

posibilidad de acceder a los estados del mismo. 

 

Cálculo de la matriz ࡷ, caso de un sistema en forma cualquiera 

En el caso que el sistema este representado por una forma cualquiera, el retorno de estado puede modificar de forma 

importante la matriz de estado del sistema en lazo cerrado respecto de su forma en lazo abierto. Las etapas para el 

cálculo del control (matriz ܭ) son las siguientes: 

1. Cálculo de la matriz (ܣ௅஼ ൌ  ܣ െ  (ܭܤ 

2. Cálculo del polinomio característico de ܣ௅஼ . Que se determina con หܣ – ܫݏ௅஼ห . 
3. Resolución de la ecuación polinomial: 

|௅஼ܣ – ܫݏ| ൌ   ሺݏ – ݏ଴ሻሺߣ െ .଴ଵሻߣ . . ሺݏ െ  ௡ିଵሻߣ
Donde  (ߣ଴, ڮ,ଵߣ ,  .௡ିଵሻ) son los polos que se quieren imponer al sistema en lazo cerradoߣ

 

Otra forma de calcular la matriz ܭ consiste en efectuar un cambio de variable lineal al sistema para obtener una forma 

canónica de controlabilidad.  

 

Notas:  

 Para que el control se pueda realizar físicamente se deben escoger valores propios reales o complejos 

conjugados por pares, lo cual garantiza una función de transferencia de coeficientes reales.  

ሶݔ ൌ ݔܣ ൅  ݑܤ

ܭ
 

 ݔ ݒݑݕ

ݓ

_ 
 ܥ
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 Como la estabilidad es la primera característica que se debe asegurar estos coeficientes deben tener su parte 

real estrictamente negativa. 

 

Ejemplo 1:  

Consideremos el sistema LTI definido por las matrices:  

ܣ ൌ ൥
1 4 െ1
6 െ1 3
2 2 െ5

൩ ܤ  ;  ൌ ൥
2
3
െ1

൩ ; ܥ ൌ ሾ1 0 0ሿ 

 

Queremos realizar un control por retorno de estado para obtener un sistema en lazo cerrado cuyos polos se ubiquen  en  

ଵߣ ൌ െ1, ଶߣ ൌ െ1 െ 2݅, ଷߣ ൌ െ1 ൅ 2݅. 
 

Esto es equivalente a obtener un sistema cuya ecuación característica sea: 

ܿܧ ൌ ሺݏ ൅ 1ሻሺݏ ൅ 1 ൅ 2݅ሻሺݏ ൅ 1 െ 2݅ሻ ൌ ሺݏ ൅ 1ሻሺݏଶ ൅ ݏ2 ൅ 5ሻ ൌ ଷݏ ൅ ଶݏ3 ൅ ݏ7 ൅ 5 
 

La ecuación para la ubicación de los polos es: 

|௅஼ܣ – ܫݏ| ൌ อ൥
ݏ 0 0
0 ݏ 0
0 0 ݏ

൩ െ ൥
1 4 െ1
6 െ1 3
2 2 െ5

൩ ൅ ൥
2
3
െ1

൩ ሾ݇ଵ ݇ଶ ݇ଷሿอ ൌ ଷݏ ൅ ଶݏ3 ൅ ݏ7 ൅ 5 

 

อ
ݏ െ 1 ൅ 2݇ଵ െ4 ൅ 2݇ଶ 1 ൅ 2݇ଷ
െ6 ൅ 3݇ଵ ݏ ൅ 1 ൅ 3݇ଶ െ3 ൅ 3݇ଷ
െ2_ െ ݇ଵ െ2 െ ݇ଶ ݏ ൅ 5 െ ݇ଷ

อ ൌ ଷݏ ൅ ଶݏ3 ൅ ݏ7 ൅ 5 

 

ଷݏ ൅ ሺ2݇ଵ ൅ 3݇ଶ െ ݇ଷ ൅ 5ሻݏଶ ൅ ሺ25݇ଵ ൅ 21݇ଶ ൅ 10݇ଷ െ 29ሻݏ ൅ ሺ41݇ଵ ൅ 72݇ଶ ൅ 71݇ଷ െ 129ሻ ൌ ଷݏ ൅ ଶݏ3 ൅ ݏ7 ൅ 5  
 

Obtenemos entonces el siguiente sistema lineal: 

൥
2 3 െ1
25 21 10
41 72 71

൩ ൥
݇ଵ
݇ଶ
݇ଷ
൩ ൅ ൥

5
െ29
െ129

൩ ൌ ൥
3
7
5
൩ 

 

൥
݇ଵ
݇ଶ
݇ଷ
൩ ൌ ൥

2 3 െ1
25 21 10
41 72 71

൩

ିଵ

൭൥
3
7
5
൩ െ ൥

5
െ29
െ129

൩൱ 

 

ܭ ൌ ሾ1.4227 െ0.9416 2.0206ሿ 

Calculo de la matriz ࡷ, caso de un sistema bajo la forma canónica de controlabilidad 

 

Cuando el sistema se encuentra en la forma canónica de controlabilidad, las matrices ܣ y ܤ tienen formas particulares 

que permiten facilitar el cálculo de la matriz ܭ: 

 

ܣ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 1 0 ڮ 0
0 0 1 0
0 0 ڰ ڰ ڭ
ڭ ڰ 1

െܽ௡ െܽ௡ିଵ  ڮ ڮ ܽଵے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ܤ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0
0
ڭ
0
ے1
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ܥ ൌ ሾܾ௡ ܾ௡ିଵ   ڮ ڮ ܾଵሿ  

 

 

Como lo que se quiere determinar es una matriz  ܭ ൌ ሾ݇ଵ ݇ଶ ڮ ݇௡ିଵሿ, tal que: 
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௅஼ܣ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 1 0 ڮ 0
0 0 1 0
0 0 ڰ ڰ ڭ
ڭ ڰ 1

െܽ௡ െܽ௡ିଵ  ڮ ڮ െܽଵے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

െ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0
0
ڭ
0
ے1
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ሾ݇ଵ ݇ଶ ڮ ݇௡ିଵሿ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0 1 0 ڮ 0
0 0 1 0
0 0 ڰ ڰ ڭ
ڭ ڰ 1

െܽ௡ െ ݇ଵ െܽ௡ିଵ െ ݇ଶ  ڮ ڮ െܽଵ െ ݇௡ିଵے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

 

Tenga valores propios (ߣ଴, ڮ,ଵߣ ,  .(௡ିଵሻߣ
 

El control modal impone que el denominador de la función de transferencia del sistema en lazo cerrado sea:  

݀݁݊൫ܪ஻ி ሺݏሻ൯ ൌ   ሺݏ– ݏ଴ሻሺߣ െ .ଵሻߣ . . ሺݏ െ ௡ିଵሻߣ ൌ   ௡ݏ  ൅ ܽଵᇱ . ௡ିଵ ൅ݏ . . ൅ܽ௡ିଵᇱ ݏ ൅ ܽԢ௡ 
 

La ubicación de los polos en este caso no modifica la forma de la representación (sigue siendo en lazo cerrado de forma 

canónica de controlabilidad). En consecuencia, obtenemos dos escrituras distintas para la matriz de estado del 

sistema en lazo cerrado (ܣ  െ  :(ܭܤ 

௅஼ܣ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0 1 0 ڮ 0
0 0 1 0
0 0 ڰ ڰ ڭ
ڭ ڰ 1

െܽ௡ െ ݇ଵ െܽ௡ିଵ െ ݇ଶ  ڮ ڮ െܽଵ െ ݇௡ିଵے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 1 0 ڮ 0
0 0 1 0
0 0 ڰ ڰ ڭ
ڭ ڰ 1

െܽԢ௡ െܽԢ௡ିଵ  ڮ ڮ െܽԢଵے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

 

Y se obtiene el sistema de ݊ ecuaciones con ݊ incógnitas siguiente: 

൞

ܽ௡ ൅ ݇ଵ ൌ ܽ௡ᇱ

ܽ௡ିଵ ൅ ݇ଶ ൌ ܽ௡ିଵᇱ

ڭ
ܽଵ ൅ ݇௡ିଵ ൌ ܽଵᇱ

 

 

Por lo tanto la operación de calcular la matriz ܭ ൌ ሾ݇ଵ ݇ଶ ڮ ݇௡ିଵሿ es mucho más sencilla. 

 

Ejemplo 2: 

Para el sistema del ejemplo 1 la función de transferencia es:  

ሻݏሺܩ ൌ
ଶݏ2 ൅ ݏ25 ൅ 41

ଷݏ  ൅ ଶݏ 5   െ  ݏ 29  െ  129
 

 

La representación de estado bajo la forma canónica de controlabilidad es:  

஼ܣ ൌ ൥
0 1 0
0 0 1
129 29 െ5

൩ ஼ܤ ;  ൌ ൥
0
0
1
൩ ஼ܥ ;  ൌ ሾ41 25 2ሿ 

 

Se quiere un control por retorno de estado para que el sistema en lazo cerrado tenga los polos en ߣଵ ൌ െ1, ଶߣ ൌ െ1 െ
2݅, ଷߣ ൌ െ1 ൅ 2݅ ; lo cual es equivalente a tener un sistema cuya ecuación característica sea:  

ܿܧ ൌ ሺݏ ൅ 1ሻሺݏ ൅ 1 ൅ 2݅ሻሺݏ ൅ 1 െ 2݅ሻ ൌ ሺݏ ൅ 1ሻሺݏଶ ൅ ݏ2 ൅ 5ሻ ൌ ଷݏ ൅ ଶݏ3 ൅ ݏ7 ൅ 5 
Por lo tanto la matriz ܭ se obtiene con: 

௅஼ܣ ൌ ൥
0 1 0
0 0 1

129 െ ݇ଵ 29 െ ݇ଶ  െ5 െ ݇ଷ
൩ ൌ ൥

0 1 0
0 0 1
െ5 െ7  െ3

൩ 

 

ܭ ൌ ሾ134 36 െ2ሿ 

Calculo de la matriz ࡷ con la ecuación de Ackermann 

Se puede determinar los valores del control por retorno de estado utilizando una ecuación matricial denominada 

ecuación de Ackermann la cual expresa lo siguiente. 

 

Para un control donde:   ݑ ൌ െݔܭ  
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Et si se quiere imponer al sistema en lazo cerrado la ecuación característica de la forma:  

ሻߣሺݍ ൌ ௡ߣ ൅ ௡ିଵߣ௡ିଵߙ ൅ ൅ڮ  ଴ߙ
La matriz de la ganancia del controlador (ܭ) se puede calcular con la ecuación: 

ܭ ൌ ሾ0 0 01ڮሿࣝ௖ିଵݍሺܣሻ 
 

Donde ࣝ es la matriz de controlabilidad del sistema, y:  

ሻܣሺݍ ൌ ௡ܣ ൅ ௡ିଵܣ௡ିଵߙ ൅ߙڮଵܣ ൅  ܫ଴ߙ
Nota: la presencia de la inversa de la matriz de controlabilidad implica que el sistema debe ser controlable. 

 

Ejemplo 3: 

Para el sistema de segundo orden siguiente: 

ሻݏሺܩ ൌ
ܻሺݏሻ

ܷሺݏሻ
ൌ
1
ଶݏ

 

Se quiere obtener mediante un control por ubicación de polos, un sistema en lazo cerrado cuyos polos se encuentren en:   

ߣ ൌ െ1 േ ݅ , es decir que su ecuación característica sea:  

ሻߣሺݍ ൌ ଶߣ ൅ ߣ2 ൅ 2 
 

Se puede obtener una representación de estado del sistema escogiendo como estados a: ݔଵ ൌ ;ݕ ଶݔ ൌ ሶݕ , con los 

cuales obtenemos para la representación de estado las matrices siguientes: 

ܣ ൌ ቂ0 1
0 0

ቃ ; ܤ ൌ ቂ0
1
ቃ ; ܥ ൌ ሾ1 0ሿ 

La matriz de controlabilidad es:  

ࣝ ൌ ሾܤܣ ܤሿ ൌ ቂ0 1
1 0

ቃ 

Y su inversa: 

ࣝିଵ ൌ
1
െ1

ቂ 0 െ1
െ1 0

ቃ ൌ ቂ0 1
1 0

ቃ 

Por otro lado: 

ሻܣሺݍ ൌ ቂ0 1
0 0

ቃ
ଶ
൅ 2 ቂ0 1

0 0
ቃ ൅ 2 ቂ1 0

0 1
ቃ ൌ ቂ2 2

0 2
ቃ 

 

La matriz de la ganancia del controlador (ܭ) se puede calcular entonces con la ecuación de Ackermann: 

ܭ ൌ ሾ0  1ሿࣝ௖ିଵݍሺܣሻ ൌ ሾ0  1ሿ ቂ0 1
1 0

ቃ ቂ2 2
0 2

ቃ ൌ ሾ0  1ሿ ቂ0 2
2 2

ቃ ൌ ሾ2  2ሿ 

Este puede calcularse con la función Acker de Matlab. 

Control de salidas con valor constante no nulo 
En el caso estudiado en la primera sección el sistema no tiene ninguna perturbación exterior, además el control 

estudiado solo permite hacer que el sistema vaya hacia un nuevo punto de equilibrio el cual no necesariamente 

corresponde con el valor deseado. Vemos entonces que el control por ubicación de polos simplemente permite satisfacer 

las dinámicas impuestas al sistema. Cuando se requiere imponer un valor específico a la salida del sistema o repeler 

perturbaciones se requieren aportes adicionales al controlador. 

Inserción de un pre-compensador 

Cuando el objetivo de control es obtener: lim௧՜ஶ ሻݐሺݕ ൌ  ௖ es el valor de la referencia (consigna o valorݕ  ௖ dondeݕ

deseado), que supondremos constante en el tiempo (Escalón). Se requiere calcular el valor de la entrada necesaria ݒ 

para obtener como salida ese valor deseado ݕ௖ . 
 

Consideremos el sistema en lazo cerrado descrito por la siguiente ecuación de estado: 

൜
ሶݔ  ൌ   ሾܣ  െ ሻݐሺݔሿܭܤ   ൅ ሻݐሺݒܤ 
ሻݐሺݕ ൌ ሻݐሺݔܥ 

 

 

En régimen estacionario estas ecuaciones son: 
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൜
0  ൌ   ሾܣ  െ  ݔሿܭܤ  ൅ ݒܤ 
ݕ ൌ ௖ݕ ൌ ݔܥ   

De la primera ecuación obtenemos una relación para  ݔ : 
 ݔ ൌ   െሾܣ  െ  ݒܤሿିଵܭܤ 

 

La cual sustituimos en la ecuación de salida del sistema obteniendo: 

௖ݕ ൌ  ܣሺെሾܥ  െ  ݒሻܤሿିଵܭܤ 
 

Por lo tanto requerimos aplicar la siguiente entrada al sistema: 

ሻݐሺݒ ൌ   ሾܥሺെሾܣ  െ ௖ݕሻሿିଵܤሿିଵܭܤ  ൌ  ௖ݕܰ
 

Este resultado nos muestra que solo requerimos de agregar un bloque con una matriz que multiplique a la entrada real 

del sistema, es decir simplemente una corrección estática como la mostrada en la siguiente figura: 

 

 
Solo requerimos entonces el cálculo de la pre-compensación ܰ: 

ܰ ൌ  ሾܥሺെሾܣ  െ  ሻሿିଵܤሿିଵܭܤ 

Control con acción Integral 

Cuando existen perturbaciones que afectan la evolución del sistema requerimos, además del retorno de estado simple, 

una acción integral. La cual, al igual que en el caso de un control clásico, permite limitar el efecto de la influencia de las 

perturbaciones en las salidas del sistema. Se puede incluir en el lazo de retorno de estado un corrector integral cuya 

función es corregir el error estático de una respuesta al escalón 

Para hacer esto se modifica el esquema del control a la forma presentada en la siguiente figura. 

 
En este caso el objetivo es obtener: lim௧՜ஶ ሻݐሺݕ ൌ  ௖ es el valor de referencia considerado constante en esteݕ ௖ dondeݕ

caso, y ݒ se comporta como una perturbación. 

 

Utilizamos la notación ݖሶ ൌ ݕ െ ሶݖ  ௖. Como queremos queݕ ൌ 0 en régimen estacionario, es decir cuando ݐ ൌ ൅∞. 

Considerando el estado del sistema aumentado con el estado ݖ: ቂ
ݔ
 .ቃݖ

Las ecuaciones de estado del este sistema aumentado son: 

ሶݔ ൌ ݔܣ ൅  ݑܤ
 

ଵܭ
 

ݔ  ݒ ݑ ݕ

െݓ 

 ܥ
 

න ଶܭ 

െݕ௖ 

ݖ ሶݖ

ሶݔ ݕ ൌ ݔܣ ൅  ݑܤ

ܭ
 

ݒݑݔ

ݓ

_

 ܰ ܥ
 ௖ݕ 
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ቐ
൤
ݔ
ሶݖ
ሶ
൨ ൌ ቂܣ 0

ܥ 0
ቃ ቂ
ݔ
ቃݖ ൅ ቂܤ

0
ቃ ݑ ൅ ቂ 0

െ1
ቃ ௖ݕ ൌ ቂܣ 0

ܥ 0
ቃ ቂ
ݔ
ቃݖ ൅ ቂܤ 0

0 െ1
ቃ ቂ
ݑ
௖ݕ
ቃ

ݕ ൌ ሾܥ 0ሿ ቂ
ݔ
ቃݖ

 

 

Y en régimen estacionario se convierten en: 

ቐ
0 ൌ ቂܣ 0

ܥ 0
ቃ ቂ
௦ݔ
௦ݖ
ቃ ൅ ቂܤ 0

0 െ1
ቃ ቂ
ݑ
௖ݕ
ቃ

௦ݕ ൌ ሾܥ 0ሿ ቂ
௦ݔ
௦ݖ
ቃ

 

 

Lo que se busca es un control ݑ  ൌ െሾܭଵ ଶሿܭ ቂ
ݔ
 .ቃ  que anule el error estático de la salida del sistemaݖ

El sistema en lazo cerrado en régimen estacionario será: 

ቐ
0 ൌ ቂܣ 0

ܥ 0
ቃ ቂ
௦ݔ
௦ݖ
ቃ െ ቂܤ

0
ቃ ሾܭଵ ଶሿܭ ቂ

௦ݔ
௦ݖ
ቃ ൅ ቂܤ 0

0 െ1
ቃ ቂ
ݒ
௖ݕ
ቃ ൌ ቂܣ െ ଵܭܤ െܭܤଶ

ܥ 0
ቃ ቂ
௦ݔ
௦ݖ
ቃ ൅ ቂܤ 0

0 െ1
ቃ ቂ
ݒ
௖ݕ
ቃ

௦ݕ ൌ ሾܥ 0ሿ ቂ
௦ݔ
௦ݖ
ቃ

 

Para que este sistema aumentado tienda a un estado de equilibrio es suficiente y necesario que la matriz del sistema 

en lazo cerrado ܣ௅஼ ൌ ቂܣ െ ଵܭܤ െܭܤଶ
ܥ 0

ቃ sea estable. Razonamiento que es válido para toda entrada ݒ. 

 

Nota: En la práctica el control integral requiere la determinación de la ganancia de un retorno de estado ܭଶ sobre el 

estado añadido lo que es equivalente a un polo adicional para el sistema en lazo cerrado. Este polo se escoge de tal 

manera que no afecte la dinámica del sistema principal, es decir que el subsistema correspondiente a la parte integral 

debe converger mucho más rápido que el sistema principal.  

 

Exemple 4: 

Sea el sistema LTI definido por las matrices:  

ܣ ൌ ൥
1 4 െ1
6 െ1 3
2 2 െ5

൩ ܤ  ;  ൌ ൥
2
3
െ1

൩ ; ܥ ൌ ሾ1 0 0ሿ 

 

Se quiere realizar un control por retorno de estado para obtener un sistema en lazo cerrado cuyos polos se ubiquen en: 

ଵߣ ൌ െ1, ଶߣ ൌ െ1 െ 2݅, ଷߣ ൌ െ1 ൅ 2݅. 
La matriz del sistema en lazo cerrado es: 

௅஼ܣ ൌ ቂܣ െ ଵܭܤ െܭܤଶ
ܥ 0

ቃ ൌ ൦
൥
1 4 െ1
6 െ1 3
2 2 െ5

൩ െ ൥
2
3
െ1

൩ ሾ݇ଵଵ ݇ଵଶ ݇ଵଷሿ െ ൥
2
3
െ1

൩ ݇ଶ

ሾ1 0 0ሿ 0

൪ 

௅஼ܣ ൌ ൦

1 െ 2݇ଵଵ 4 െ 2݇ଵଶ െ1 െ 2݇ଵଷ െ2݇ଶ
6 െ 3݇ଵଵ െ1 െ 3݇ଵଶ 3 െ 3݇ଵଷ െ3݇ଶ
2 ൅ ݇ଵଵ 2 ൅ ݇ଵଶ െ5 ൅ ݇ଵଷ ݇ଶ

1 0 0 0

൪ 

 

Para que esta matriz sea estable es necesario y suficiente con escoger los ܭ௜௝ tales que los valores propios de la 

matriz sean negativos o con parte real negativa, tres de estos valores propios están definidos por el enunciado del 

problema: 
ܫݏ| െ |௅஼ܣ ൌ ሺݏ ൅ 1ሻሺݏ ൅ 1 ൅ 2݅ሻሺݏ ൅ 1 െ 2݅ሻሺݏ െ ସሻߣ ൌ ሺݏଷ ൅ ଶݏ3 ൅ ݏ7 ൅ 5ሻሺݏ െ  ସሻߣ

ܫݏ| െ |௅஼ܣ ൌ ସݏ ൅ ሺ3 െ ଷݏସሻߣ ൅ ሺ7 െ ଶݏସሻߣ3 ൅ ሺ5 െ ݏସሻߣ7 ൅  ସߣ5
 

Si por ejemplo escogemos como cuarto valor propio (el correspondiente a la parte integral)  ߣସ ൌ െ4: 
ܫݏ| െ |௅஼ܣ ൌ ସݏ ൅ ଷݏ7 ൅ ଶݏ19 ൅ ݏ33 ൅ 20 

 

Donde tendremos entonces: 
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ܫݏ| െ |௅஼ܣ ൌ ተ

ݏ െ 1 ൅ 2݇ଵଵ െ4 ൅ 2݇ଵଶ 1 ൅ 2݇ଵଷ 2݇ଶ
െ6 ൅ 3݇ଵଵ ݏ ൅ 1 ൅ 3݇ଵଶ െ3 ൅ 3݇ଵଷ ൅3݇ଶ
െ2 െ ݇ଵଵ െ2 െ ݇ଵଶ ݏ ൅ 5 െ ݇ଵଷ െ݇ଶ

െ1 0 0 ݏ

ተ 

 

Calculamos entonces los valores correspondientes: 

ଵܭ ൌ ሾ1.2084  0.2479  1.1607ሿ ; ଶܭ  ൌ 1.4878 
Esto puede hacerse con la función Acker de Matlab para el sistema ampliado:  

௔௠௣ܣ ൌ ቂܣ 0
ܥ 0

ቃ ௔௠௣ܤ ൌ ቂܤ
0
ቃ

௔௠௣ܥ ൌ ሾܥ 0ሿ  
 

Control Parcial 
 

Consideremos ahora un sistema que es solo parcialmente controlable, es decir rangoሺܣሻ ൌ ஺ݎ ൏ ݊. En este caso ݎ஺ 

designa el grado de controlabilidad del sistema, es decir el número de estados controlables que este posee. Para el 

sistema:  

ሶݔ ൌ  ݔܣ  ൅  ݑܤ 
 

Seleccionamos como vector de estado ݔ un vector propio del sistema. Y separamos el vector de estado en dos partes: 

la parte controlable con ݎ஺ variables de estado: ݔଵ y la parte no controlable con (݊ – ݎ஺) variables de estado: ݔଶ.  

Podemos entonces escribir la ecuación dinámica del sistema como: 

൤
ሶଵݔ
ሶଶݔ
൨ ൌ   ൤

ଵଵܣ ଵଶܣ
0 ଶଶܣ

൨ ቂ
ଵݔ
ଶݔ
ቃ   ൅ ቂܤଵ

0
ቃ  ݑ

 

Los valores propios ܣ (modos del sistema) son los valores propios de ܣଵଵ  junto a los valores propios de ܣଶଶ. 
 ܫݏ| െ |ܣ   ൌ    ܫݏ| െ |11ܣ   ൈ   ܫݏ| െ  |22ܣ 

 

El control por ubicación de polos se escribe: 

ሻݐሺݑ ൌ ሻݐሺݒ  െ ሻݐሺݔܭ ൌ ݒ െ ሾܭଵ ଶሿܭ ቂ
ଵݔ
ଶݔ
ቃ  

 

Cuya ecuación en lazo cerrado es: 

ሶݔ ൌ ൤
ଵଵܣ െ ଵܭଵܤ ଵଶܣ െ ଶܭଵܤ

0 ଶଶܣ
൨ ቂ
ଵݔ
ଶݔ
ቃ ൅ ቂܤ

0
ቃ  ݒ

 

Notas:  

 Obsérvese que el control no tiene ningún efecto sobre la evolución de la parte no controlable del sistema pues: 

ሶଶݔ ൌ  ଶݔଶଶܣ
Para un sistema con partes no controlables, solo los modos de la parte controlable (ܣଵଵ) se pueden modificar 

mediante un control por retorno de estado.  

  La parte ܭଶ de la matriz ܭ se determina de una forma distinta. Se pueden considerar para ello criterios 

adicionales como por ejemplo el hecho de hacer que la salida del sistema sea independiente de la parte no 

controlable ݔଶ. 

Ejercicios: 
Para los siguientes sistemas determine el control por retorno de estado requerido para estabilizarlos, un control 

directo para anular el error estático y un control integral.  

1. 
ܣ ൌ ቂ0 1

2 െ3
ቃ ܤ ൌ ቂ0

1
ቃ

ܥ ൌ ሾ1 2ሿ  
;   2. 

ܣ ൌ ൥
0 1 0
0 0 1
2 െ7 4

൩ ܤ ൌ ൥
0
0
1
൩

ܥ ൌ ሾ0 1 2ሿ  

; 
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OObbsseerrvvaaddoorreess  
En algunos casos no es posible acceder a la totalidad de los estados, ya sea porque es imposible realizar una medición 

física de los mismos o porque colocar medidores para cada estado haría muy costoso o complejo el sistema. En este 

caso la implementación del control u  ൌ  െKx  no se puede realizar directamente. Y como la matriz C no es invertible en 

la mayoría de los casos, la ecuación de salida  y  ൌ  Cx no permite determinar el valor de x.  

 

Se requiere en este caso la reconstrucción de los estados ݔ a partir de la información disponibles para la entrada u y 

la salida y para ello se utiliza un observador, el cual está constituido por un sistema dinámico que permite obtener una 

estimación aproximada xො de x. Este observador suele también denominarse reconstructor, estimador o filtro. 

 

El esquema de control en este caso debe modificarse 

como se muestra en la figura siguiente.  

Síntesis del Observador 
 

Se denomina observador de un sistema a un 

operador que genera una aproximación zො de la 

variable z  ൌ  Tx de la forma: 

zොሶ ൌ  Fzො  ൅ Ly  ൅  Ju 
Donde u es el control o entrada e y es la salida. 

 

— Si z y x tienen la misma dimensión, entonces se dice que el observador es completo (se estima todo el vector de 

estado). En ese caso T  ൌ  I ; por tanto z  ൌ  x y zො ൌ xො. 
— Si dimሺzሻ  ൏  ݀݅݉ሺݔሻ, entonces se dice que el observador es de orden reducido. 

 

Un observador debe satisfacer al menos las dos condiciones siguientes:  

 Un observador debe ser estable.  

 Un observador debe garantizar la convergencia de ̂ݖ hacia ݖ (estimación sin desvío): 

lim௧՜ஶ൫ݖ ෝሺݐሻ െ ሻ൯ݐሺݖ  ൌ lim௧՜ஶ ݁ሺݐሻ ൌ0    ݑ׊,  ଴ሻݐሺݔ׊
Donde ݁ሺݐሻ es el denominado error de reconstrucción. 

Observador Identidad 

Un observador identidad es un observador completo sin desvío ( zො ሺtሻ ՜  z si t  ՜ ∞) donde z  ൌ  x. Con este 

observador obtenemos las ecuaciones de la pareja sistema-observador siguientes: 

ቐ
xොሶ ൌ  Fxො  ൅ Ly  ൅  Ju
x ൌ Ax ൅ Bu
y ൌ Cx

 

 

Si consideramos la derivada del error de estimación: 

eሶ ൌ xሶ  െ  xොሶ ൌ   ሺAx  ൅ Buሻ െ ሺFxො ൅ Ly  ൅  Juሻ. 
eሶ ൌ ሺAx  ൅ Buሻ െ ሺFxො ൅ LCx  ൅  Juሻ ൌ   ሺA  െ  LCሻx  ൅ ሺB  െ  Jሻu  െ  Fxො 

Donde xො ൌ x െ e 

eሶ ൌ   ሺA –  LC െ Fሻx  ൅ ሺB  െ  Jሻu ൅  Fe 
 

Para una estimación sin desvío es necesario que e ൌ 0 y que eሶ ൌ ,x׊ 0  u y para ello se requiere satisfacer las׊

ecuaciones siguientes: 

൝
A –  LC െ F ൌ 0
B –  J ൌ 0
F estable

֜ ൝
F ൌ A –  LC
J ൌ B
ሺA –  LCሻ estable

 

La ecuación del observador será en este caso: 

ሶݔ ൌ ݔܣ ൅  ݑܤ
ݕ ൌ  ݔܥ

Control

ݒݑݕ

ݓ

_

Observ. 
 ොݔ
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xොሶ ൌ ሺA െ LCሻxො  ൅ Ly  ൅  Bu 
Esta puede reorganizarse de la forma, conocido bajo el nombre de observador de Luenberger: 

xොሶ ൌ Axො   ൅  Bu ൅ Lሺy െ Cxොሻ 
 

Si escribimos yො ൌ Cxො la ecuación de este observador se convierte en: 

xොሶ ൌ Axො   ൅  Bu ൅ Lሺy െ yොሻ 
 

Esta relación que caracteriza al observador puede representarse por el siguiente diagrama de boques:  

 

El observador está constituido de dos partes: 

 Un simulador del sistema real, 

caracterizado por la matrices  (ܣ, ,ܤ  ,(ܥ

cuyas entradas son ݑ e ݕ y cuya salida 

es ݕො. 
 Un corrector que realiza una 

retroalimentación función de la 

diferencia entre la salida  ݕ y su valor 

estimado ݕෝ . Este corrector garantiza la 

convergencia de la estimación del estado 

 se ܮ En el corrector .ݔ ො hacia el estadoݔ

conoce bajo el nombre de ganancia del 

observador. Se dice que el observador 

converge si ݁ tiende a cero, y esto ocurre 

siempre que (ܣ  െ  sea estable. Por (ܥܮ 

lo tanto |ܫߣ െ ሺܣ െ |ሻܥܮ ൌ 0 debe tener 

raíces negativas o con parte real negativa. 

 

El cálculo de un observador para un sistema LTI consiste entonces en calcular la matriz L, para obtener unos valores 

propios del sistema retroalimentado (observador) en una posición seleccionada arbitrariamente. Se dice entonces que 

se trata de un problema de control modal del sistema dual.  

 

Ejemplo 5: 

Consideremos el sistema lineal xሶ ൌ Ax ൅ Bu;   y ൌ Cx definido por las matrices: 

A ൌ ቂ 2 3
െ1 4

ቃ B ൌ ቂ0
1
ቃ

C ൌ ሾ1 0ሿ  
 

 

Si suponemos que solo la salida y ൌ xଵ puede medirse, requerimos de un observador para determinar el estado no 

medible xଶ. En este caso aunque solo requerimos determinar uno de los dos estados, vamos a construir un observador 

que permite determinar todos los estados, es decir un observador completo. Sería posible sin embargo la construcción 

de un observador reducido, sin embargo con frecuencia es preferible construir un observador completo y utilizar los 

estados redundantes para corregir eventuales defectos de estimación causados por ruido u otras perturbaciones. Un 

ejemplo de esto sería el filtro de Kalman (observador optimo de tiempo variable) el cual permite la resolución de 

problemas de observación con ruido en la medición. 

 

Lo primero que se debe hacer es determinar si el sistema es observable, pues de no serlo no podríamos construir el 

observador completo. 

rangoሺࣩሻ ൌ  rango ቀቂ C
CA
ቃቁ ൌ ቂ1 0

2 3
ቃ ൌ 2 ൌ n 

 

por lo tanto el sistema es observable, y podemos entonces construir un observador para determinar los estados del 

sistema.  

ሶݔ ൌ ݔܣ ൅ ݑܤ
ݕ ൌ  ݔܥ

ݑݕ

-
 ܮ

 ොݔ
න  

 ܣ

ܤ ܥ
ොݕ

Observador

 ොݔ

Simulador
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Para la construcción del observador vamos a seleccionar una dinámica tal que el comportamiento de éste sea 

equivalente a un sistema de segundo orden cuya ecuación característica sea: 

pሺλሻ ൌ λଶ ൅ 2ξω୬λ ൅ ω୬
ଶ 

Donde: ξ ൌ 0.8  y ω୬ ൌ 10.  

Estos valores nos permiten obtener un tiempo de estabilización del observador de Tୱ ൌ 0.5 s 

 

Repaso: El tiempo de estabilización es el tiempo necesario para que la salida de un sistema sea igual al 98% del valor de 

la respuesta en estado estable (2% de error) después de un cambio en escalón de la entrada, este se puede calcular 

para un sistema de primer orden con: Tୱ ൌ 4τ y para un sistema de segundo orden con:  Tୱ ൌ
ସ

ஞன౤
. 

La ecuación característica del observador será: 

pሺλሻ ൌ |λI െ ሺA െ LCሻ| ൌ ฬλ ቂ1 0
0 1

ቃ െ ൬ቂ 2 3
െ1 4

ቃ െ ൤
Lଵ
Lଶ
൨ ሾ1 0ሿ൰ฬ 

pሺλሻ ൌ ฬ
λ െ 2 ൅ Lଵ െ3
1 ൅ Lଶ λ െ 4ฬ ൌ

ሺλ െ 2 ൅ Lଵሻሺλ െ 4ሻ െ ሺെ3ሻሺ1 ൅ Lଶሻ 

Por lo tanto: 

pሺλሻ ൌ λଶ ൅ ሺLଵ െ 6ሻλ െ 4Lଵ ൅ 3Lଶ ൅ 11 ൌ λଶ ൅ 16ω୬λ ൅ 100 
 

Y podemos calcular la matriz de ganancia del observador L con las ecuaciones: 
Lଵ െ 6 ൌ 16

െ4Lଵ ൅ 3Lଶ ൅ 11 ൌ 100 

La matriz L es:  

L ൌ ൤
Lଵ
Lଶ
൨ ൌ ቂ22

59
ቃ 

En conclusión el observador para nuestro sistema lineal es:  

xොሶ ൌ Axො   ൅  Bu ൅ Lሺy െ Cxොሻ ൌ ቂ 2 3
െ1 4

ቃ xො   ൅ ቂ0
1
ቃ u ൅ ቂ22

59
ቃ ሺy െ ሾ1 0ሿxොሻ 

 

Ganancia del Observador con la ecuación de Ackermann 

Se puede utilizar la ecuación de Ackermann para determinar la ganancia del observador, para ello se procede como 

sigue. Para que la dinámica del observador se comporte según una ecuación característica seleccionada 

arbitrariamente de la forma: 

pሺλሻ ൌ λ୬ ൅ β୬ିଵλ୬ିଵ ൅ڮ൅ βଶλଶ ൅ βଵλ ൅ β଴ 
 

Donde los coeficientes β se seleccionan para obtener especificaciones deseadas en el observador.  

 

La matriz de ganancia del observador: 

L ൌ ሾLଵ Lଶ ڮ L୬ሿT 
Se puede calcular con la expresión: 

L ൌ pሺAሻࣩିଵሾ0 ڮ 0 1ሿT 
 

Donde ࣩ es la matriz de observabilidad del sistema y:  

pሺAሻ ൌ A୬ ൅ β୬ିଵA୬ିଵ ൅ ൅ڮ βଶAଶ ൅ βଵA ൅ β଴I 
Ejemplo 6. 

Para el sistema presentado en el ejemplo 5:  

A ൌ ቂ 2 3
െ1 4

ቃ B ൌ ቂ0
1
ቃ

C ൌ ሾ1 0ሿ  
 

 

Y seleccionando la misma ecuación característica deseada para la dinámica del observador:  

pሺλሻ ൌ λଶ ൅ 16λ ൅ 100 
Obtenemos: 
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pሺAሻ ൌ Aଶ ൅ 16A ൅ 100I ൌ ቂ 2 3
െ1 4

ቃ
ଶ
൅ 16 ቂ 2 3

െ1 4
ቃ ൅ 100 ቂ1 0

0 1
ቃ ൌ ቂ133 66

െ22 177
ቃ 

Siendo la matriz de observabilidad:  

 

ࣩ ൌ ቂ C
CA
ቃ ൌ ቂ1 0

2 3
ቃ y por lo tanto: ࣩିଵ ൌ ቂ1 0

2 3
ቃ
ିଵ
ൌ ൤

1 0
െ2/3  1/3൨ 

 

La ganancia del observador será entonces: 

L ൌ pሺAሻࣩିଵሾ0 1ሿT ൌ ቂ133 66
െ22 177

ቃ ൤
1 0

െ2/3  1/3൨ ቂ
0
1
ቃ ൌ ቂ22

59
ቃ 

CCoonnttrrooll  ppoorr  rreettoorrnnoo  ddee  ssaalliiddaa  
La puesta en práctica de un control por retroalimentación en espacio de estado en sistemas LTI, cuando todas las 

variables de estado no pueden medirse, supone la hipótesis que el sistema es controlable y observable.  

Cuando el sistema no es totalmente controlable u observable, se debe dejar de lado las partes non controlables o no 

observables del sistema, es decir no tomarlas en cuenta. Pero se debe verificar para que el sistema de control pueda 

funcionar, aún en estas condiciones, que los estados no controlables sean estables y que los no observables no sean 

indispensables para el control. El problema de control se resuelve seguidamente en tres grandes etapas: 

 

 Control por retorno de estado. Se calcula la ganancia del controlador suponiendo que todo el vector de estado 

ݑ puede medirse. El control lineal es de la forma ݔ ൌ െݔܭ,  donde ܭ se determina imponiendo los polos que se 

quieren obtener en lazo cerrado.  

 Reconstrucción de los estados. Si solo es posible medir ݕ, se necesita determinar un observador, es decir se 

necesita calcular la ganancia ܮ que asegure la estabilidad del observador y una observación sin desvío. 

 Control por retorno de salida. El control del sistema se realiza finalmente a partir del estado estimado 

ݑ ൌ െݔܭො. 
 

A pesar de que la ganancia ܭ se calcula para garantizar la estabilidad y rendimiento del sistema, y para ello se 

escogieron de forma que las raíces de la ecuación característica หܫߣ – ሺܣ െ ሻหܭܤ  ൌ  0 sean negativas o con parte real 

negativa. Y por lo tanto ݔሺݐሻ ՜ 0 cuando ݐ ՜ ∞. Es necesario verificar que ésta condición se garantiza aún con los 

estados estimados ݔො. 

Estructura del control 
 

En esta nueva configuración el control toma 

la forma del diagrama de bloques siguiente:  

 

El control en este caso será: 

u  ൌ  v െ Kxො 
Supongamos en primer lugar que v ൌ 0.   
 

En este caso: u  ൌ  െKxො 
 

Y la ecuación del observador es:  xොሶ ൌ ሺA െ LCሻxො  ൅ Ly  ൅  Bu 

 

Para mostrar la estabilidad del sistema vamos a estudiar las dinámicas del error del sistema que se introduce con la 

sustitución de x por xො en el cálculo del control. 

 

Si reemplazamos el valor de la entrada u en la ecuación del observador obtenemos un sistema con entrada y y con 

salida u : 

ሶݔ ൌ ݔܣ ൅  ݑܤ
ݕ ൌ  ݔܥ

ݒݑݕ

ݓ

ܭ ොݔ

- 

ොሶݔ ൌ ሺܣ െ ොݔሻܥܮ  ൅  ݕܮ ൅ ݑܤ

Regulador
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൜xො
ሶ ൌ ሺA െ LC െ BKሻxො  ൅ Ly
u ൌ െKxො

 

 

Podemos calcular la dinámica del error de la estimación eሶ ൌ xሶ െ xොሶ   con la expresión:  

eሶ ൌ Ax ൅ Bu െ ሺA െ LCሻxො െ Ly െ  Bu 
Lo que se traduce en: 

eሶ ൌ Aሺx െ xොሻ ൅ LሺCxො െ yሻ ൌ Aሺx െ xොሻ ൅ LCሺxො െ xሻ ൌ ሺA െ LCሻe 
Esta expresión muestra que la dinámica del error no depende de la entrada. 

Por otro lado si volvemos al sistema que queremos controlar xሶ ൌ Ax ൅ Bu;   y ൌ Cx y se substituye la ley de control en 

la ecuación dinámica obtenemos: 

xሶ ൌ Ax െ BKxො 
Como queremos estudiar la dinámica del error se substituye xො ൌ x െ e : 

xሶ ൌ Ax െ BKx ൅ BKe ൌ ሺA െ BKሻx ൅ BKe 
 

Podemos ahora representar el sistema en lazo cerrado por las dinámicas de x y e : 

൜
xሶ ൌ ሺA െ BKሻx ൅ BKe
eሶ ൌ ሺA െ LCሻe

 

O en su forma matricial: 

ቂxሶ
eሶ
ቃ ൌ ቂA െ BK BK

0 A െ LC
ቃ ቂ
x
eቃ 

 

Lo valores propios de la nueva matriz dinámica del sistema son por lo tanto las raíces de: 
|λI െ ሺA െ BKሻ||λI െ ሺA െ LCሻ| ൌ 0  

 

Por lo tanto:  

 si las raíces de |ܫߣ െ ሺܣ െ |ሻܭܤ ൌ 0 son negativas o con parte real negativa, lo cual está garantizado pues se 

calculó el control para garantizar esa condición,  

 y las raíces de |ܫߣ െ ሺܣ െ |ሻܥܮ ൌ 0 son negativas o con parte real negativa, lo cual está garantizado pues el 

observador fue calculado para garantizar esa condición,  

 entonces los valores propios de la matriz dinámica serán negativos o con parte reales negativas.  

 

En conclusión los valores propios del sistema en lazo cerrado son los valores propios de (A െ BK), es decir las relativas 

al control del sistema, mas los valores propios de (A  െ  LC), es decir las del observador, y en consecuencia se observa 

que la sustitución de x por xො no modifica los valores propios obtenidos en el cálculo del control. Solamente se 

superponen valores propios adicionales que provienen del observador. La estabilidad del sistema en lazo cerrado no es 

modificada por la presencia del observador, siempre que este sea estable y no tenga desvío. Esto es conocido bajo el 

nombre de principio de separación el cual se satisface para todos los sistemas lineales. 

 

Para que el comportamiento del sistema en lazo cerrado no sea modificado de manera notable por la presencia del 

observador, es necesario que la reconstrucción del estado sea rápida respecto de la dinámica del sistema de lazo 

cerrado (polos de (A  െ  LC) de gran modulo respecto de (A  െ  BK)). 

Inserción de un pre-compensador 
De igual forma que para el control por retorno de estado, el control por retorno de salida no garantiza que el vector de 

la señal de referencia v sea nulo. El estado del sistema x va a converger hacia 0 con una dinámica determinada por los 

polos ya ubicados. Cuando 

v ya no sea nulo, el estado 

converge hacia un valor que 

no es necesariamente nulo.  

Un pre-compensador es en 

este caso una matriz 

cuadrada ܰ, que se ubica 

ሶݔ ൌ ݔܣ ൅  ݑܤ
ݕ ൌ  ݔܥ

ݒݑݕ

ݓ

ܭ ොݔ

-

ොሶݔ ൌ ሺܣ െ ොݔሻܥܮ  ൅  ݕܮ ൅ ݑܤ

Regulador

ܰ 
 ௖ݕ 
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justo después del vector de la referencia, tal como se observa en la figura. 

 

Este pre-compensador no cambia los polos del sistema en lazo cerrado. Simplemente permite hacer corresponder 

ciertos componentes de la referencia con ciertas variables de estado previamente seleccionadas.  

En este caso el control es:  

u  ൌ  v െ Kxො 
 

Y la ecuación del sistema que tiene como entrada y y como salida u : 

൜xො
ሶ ൌ ሺA െ LCሻxො  ൅ Ly ൅ Bu
y ൌ Cx

 

 

Podemos calcular la dinámica del error de estimación eሶ ൌ xሶ െ xොሶ  como:  

eሶ ൌ Ax ൅ Bu െ ሺA െ LCሻxො െ Ly െ Bu 
Lo cual es equivalente a: 

eሶ ൌ Aሺx െ xොሻ ൅ LሺCxො െ yሻ ൌ Aሺx െ xොሻ ൅ LCሺxො െ xሻ ൌ ሺA െ LCሻe 
 

Por otro lado si vamos al sistema que queremos controlar xሶ ൌ Ax ൅ Bu;   y ൌ Cx y se sustituye la ley de control en la 

ecuación dinámica obtenemos: 

xሶ ൌ Ax ൅ Bv െ BKxො 
Como lo que queremos es estudiar la dinámica del error sustituimos xො ൌ x െ e : 

xሶ ൌ Ax െ BKx ൅ BKe ൅ Bv ൌ ሺA െ BKሻx ൅ BKe ൅ Bv 
 

Se puede entonces representar el sistema en lazo cerrado por las dinámicas de x y e: 

൝
xሶ ൌ ሺA െ BKሻx ൅ BKe ൅ Bv
eሶ ൌ ሺA െ LCሻe
y ൌ Cx

 

O en su forma matricial: 

ቂxሶ
eሶ
ቃ ൌ ቂA െ BK BK

0 A െ LC
ቃ ቂ
x
eቃ ൅ ቂB

0
ቃ v 

y ൌ Cx 
Si yୡ es constante, una vez que se alcance el régimen estacionario, para que el valor de y tienda a yୡ tenemos: 

ቂ0
0
ቃ ൌ ቂA െ BK BK

0 A െ LC
ቃ ቂ
x
eቃ ൅ ቂB

0
ቃ v 

y ൌ yୡ ൌ Cx 
 

Como |A െ LC| ് 0 pues la matriz L fue seleccionada para que el observador sea estable, es decir con polos 

estrictamente inferiores a cero, entonces obligatoriamente e ൌ 0 (error de observación nulo en régimen estacionario). 

 

La ecuación se convierte en:   ሺA െ BKሻx ൅ Bv ൌ 0 

Y por lo tanto: 

x ൌ െሺA െ BKሻିଵBv 
 

La cual al ser sustituida en la ecuación de salida obtenemos: 

y ൌ yୡ ൌ Cx ൌ CሺെሺA െ BKሻିଵBሻv 
 

Por tanto finalmente: 

v ൌ   ሾCሺെሺA  െ  BKሻିଵBሻሿିଵyୡ ൌ Nyୡ 
 

La cual es idéntica a la ecuación de control por retorno de estado directo. Por lo tanto la salida y tiende hacia la 

referencia yୡ si calculamos la matriz N con la expresión: 

 N ൌ ሾCሺെሺA  െ  BKሻିଵBሻሿିଵ 
 

Ejemplo 7:  
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Para el sistema presentado en el ejemplo 6, representado por las matrices:  

A ൌ ቂ 2 3
െ1 4

ቃ B ൌ ቂ0
1
ቃ

C ൌ ሾ1 0ሿ  
 

Se quiere realizar un control por retorno de salida, ya que el estado xଶ no se puede medir físicamente, con el objetivo de 

obtener un sistema en lazo cerrado con polos en λଵ ൌ െ1 ൅ 2i, λଶ ൌ െ1 െ 2i. 
 

Para este sistema en el ejercicio 6 fue calculada la ganancia de un observador que recordamos aquí:   

L ൌ ൤
Lଵ
Lଶ
൨ ൌ ቂ22

59
ቃ 

 

Para el control por retorno de salida se requiere calcular la ganancia del controlador, igual como si fuese un retorno de 

estado simple: 

|sI െ A ൅ BK| ൌ ቚs ቂ1 0
0 1

ቃ െ ቂ 2 3
െ1 4

ቃ ൅ ቂ0
1
ቃ ሾkଵ kଶሿቚ ൌ ฬ൤

s െ 2 െ3
1 ൅ kଵ s െ 4 ൅ kଶ

൨ฬ 

 

ฬ൤
s െ 2 െ3
1 ൅ kଵ s െ 4 ൅ kଶ

൨ฬ ൌ ሺs െ 2ሻሺs െ 4 ൅ kଶሻ െ ሺെ3ሻሺ1 ൅ kଵሻ ൌ ሺs ൅ 1 ൅ 2iሻሺs ൅ 1 െ 2iሻ 

 

sଶ ൅ ሺkଶ െ 6ሻs ൅ ሺ3kଵ െ 2kଶ ൅ 11ሻ ൌ sଶ ൅ 2s ൅ 5 
 

Lo cual se traduce en dos ecuaciones lineales: 

൜
kଶ െ 6 ൌ 2
3kଵ െ 2kଶ ൅ 11 ൌ 5 ՜

kଶ ൌ 8
kଵ ൌ 10/3 ՜ K ൌ ሾ10/3 8ሿ 

 

Paras realizar el control por retorno de salida es suficiente con realizar un retorno de estado: 

൜xො
ሶ ൌ ሺA െ LCሻxො ൅ Bu ൅ Ly
u ൌ v െ Kxො

 

 

Donde K y L fueron calculados en los pasos anteriores. 

 

Si adicionalmente requerimos que la salida tienda hacia un valor deseado yୡ ൌ Nv (consigna) se requiere agregar un 

pre-compensador, el cual se calcula independientemente del observador: 

N ൌ ሾCሺെሺA  െ  BKሻିଵBሻሿିଵ ൌ ቈሾ1 0ሿ ൬െቀቂ 2 3
െ1 4

ቃ  െ ቂ0
1
ቃ ሾ10/3 8ሿቁ

ିଵ
ቂ0
1
ቃ൰቉

ିଵ

 

 

N ൌ ൥ሾ1 0ሿ ቆെ൬൤
2 3

െ13/3 െ4൨ ൰
ିଵ

ቂ0
1
ቃቇ൩

ିଵ

ൌ ቈሾ1 0ሿ ቀെ ቂ
െ0.8 െ0.6
0.8667 0.4

ቃ ቂ0
1
ቃቁ቉

ିଵ

 

 

N ൌ െ1,6667 

Ejercicios. 
 

Para los siguientes sistemas calcular un observador para la estimación de los estados que se suponen no medidos, y 

determinar un control por retorno de salida para estabilizar los sistemas, agregando adicionalmente un pre-

compensador para anular el error.    

 

1. 
A ൌ ቂ0 1

2 െ3
ቃ B ൌ ቂ0

1
ቃ

C ൌ ሾ1 2ሿ  
;    
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2. 
A ൌ ൥

0 1 0
0 0 1
2 െ7 4

൩ B ൌ ൥
0
0
1
൩

C ൌ ሾ0 1 2ሿ  

; 

 


