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TTeemmaa  33..  FFoorrmmaass  ddee  rreepprreesseennttaacciióónn  ddeell  mmooddeelloo  mmaatteemmááttiiccoo  

IInnttrroodduucccciióónn  
El modelo matemático de un sistema físico es una ecuación diferencial, en el caso simple de ecuaciones diferenciales 

lineales será una ecuación diferencial ordinaria invariante en el tiempo, cuya expresión general se puede escribir como: 
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Existen diversas formas de representar esa ecuación diferencial, ya sea simplemente con nomenclaturas diferentes, por 

ejemplo utilizando el operador matemático ܦ: 
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O utilizando puntos para representar las derivadas: 
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Pero también existen otras formas de representar las ecuaciones diferenciales cuyas características facilitan su 

estudio bajo ciertas condiciones, vamos a ver a continuación dos de estas formas de representación: la función de 

transferencia y la representación en espacio de estado. Adicionalmente con el desarrollo de los sistemas de control 

mediante computadoras se ha desarrollado la representación de los modelos matemáticos de forma discreta 

Se utiliza la representación de un modelo matemático mediante funciones de transferencia en la denominada teoría de 

control clásica mientras que se representan los modelos matemáticos mediante ecuaciones en espacio de estado en la 

denominada teoría de control moderna. 

La teoría de control moderna surge a partir de los años 60 para permitir el control de sistemas cada vez más 

complejos, con múltiples entradas y salidas, y con requisitos de funcionamiento cada vez más severos. Su desarrollo y 

aplicabilidad se han ido acrecentando con el uso de las computadoras personales.  

Las diferencias entre la teoría de control moderna y la teoría de control clásica son las siguientes: 

Teoría de control clásica Teoría de control moderna 

Sistemas lineales Sistemas lineales y no lineales 

Sistemas invariantes en el tiempo (LTI) Variables o invariables en el tiempo 

Una sola entrada y salida (SISO) Múltiples entradas y salidas (MIMO) 

Procedimientos en el dominio de la frecuencia complejas Procedimientos en el dominio del tiempo 

 

Adicionalmente con el desarrollo de los sistemas de control mediante computadoras se ha desarrollado la 

representación de los modelos matemáticos de forma discreta, estos modelos discretos también se pueden 

representar en forma de ecuaciones, funciones de transferencia discreta o representación estado discreta. Se incluirá 

en este tema un aparte completo a la representación de sistemas e forma discreta. 

RReepprreesseennttaacciióónn  ddee  uunn  mmooddeelloo  mmaatteemmááttiiccoo  ccoonn  llaa  FFuunncciióónn  ddee  TTrraannssffeerreenncciiaa  
Esta representación se conoce también con el nombre de representación externa, pues no considera variables internas 

al sistema. Las funciones de transferencia son funciones que permiten caracterizar las relaciones entrada salida de 

componentes o sistemas que pueden describirse por ecuaciones diferenciales lineales, invariantes en el tiempo. 

Esta se define como la relación entre la transformada de Laplace (L) de la salida (función respuesta) y la 

transformada de Laplace de la entrada (función excitación), bajo la suposición de que todas las condiciones iniciales 

son cero. 

Función de transferencia:    

  0


CIentrada

salida

L

L
sG  
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Para la ecuación diferencial anteriormente presentada ݔ es la entrada e ݕ es la salida, en este caso la función de 

transferencia se obtiene tomando la transformada de Laplace de ambos miembros en forma independiente, con la 

suposición de que todas las condiciones iniciales son cero y se obtiene: 
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Utilizando este concepto de función de transferencia se puede representar la dinámica de un sistema por ecuaciones 

algebraicas en ݏ. Si la potencia más alta de ݏ en el denominador es ݊ se dice que el sistema es de orden ݊.  

 

Ejemplo 1: Para el sistema mecánico mostrado en la figura se tiene la ecuación 

diferencial: 

FKxCDxxMD 2
 

La transformada de Laplace de cada miembro de la ecuación es: 

       sFsKXsCsXsXMs 2
 

Donde: 

Transformada de la salida:     txLsX    

Transformada de la entrada:     tFLsF    

La función de transferencia de este sistema será: 

   
  KCsMssF
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1
 

Esta función de transferencia expresa la salida como una función de la entrada: 

       sF
KCsMs

sFsGsX



2

1
 

Comentarios sobre la función de transferencia 

1. La función de transferencia es en efecto un modelo matemático ya que permite expresar la relación entre la 

variable de entrada y la variable de salida de un sistema. 

2. Esta está limitada a sistemas de ecuaciones diferenciales lineales invariantes en el tiempo (LTI) con una sola 

entrada y una sola salida (SISO). 

3. La función de transferencia es una propiedad del sistema en sí, y es independiente de la magnitud y naturaleza 

de la entrada. 

4. La función de transferencia incluye las unidades necesarias para relacionar la entrada con la salida, sin 

embargo no brinda ninguna información respecto a la estructura física del sistema. Sistemas físicamente 

distintos pueden tener la misma función de transferencia. 

5. El conocimiento de la función de transferencia permite el estudio de la respuesta del sistema a diversas 

formas de entrada, con lo cual se puede lograr una mejor comprensión de la naturaleza del sistema. 

6. La función de transferencia se puede obtener experimentalmente introduciendo entradas conocidas y 

estudiando la respuesta del sistema. Esto se conoce como identificación de sistemas, para lo cual existen una 

multitud de métodos. 

7. Una definición alternativa para la función de transferencia es : La transformada de Laplace de la respuesta al 

impulso: 

ሻݏሺܩ ൌ ࣦሾ݃ሺݐሻሿ 
 .ሻ contienen la misma informaciónݐሻ y ݃ሺݏሺܩ

ሻݐሺݕ ൌ ݃ሺݐሻݑሺݐሻ ֞ ܻሺݏሻ ൌ  ሻݏሻܷሺݏሺܩ
Modelo algebraico ܩሺݏሻ. 
Modelo temporal ݃ሺݐሻ. 
 

y 
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Función de transferencia y respuesta al impulso 

 

Sea un sistema LTI, SISO sometido a una entrada ݑሺݐሻ y representado por su 

función de transferencia ܩሺݏሻ. 
 

Definición de la respuesta al impulso: Un sistema que tiene como función de transferencia Gሺsሻ, tiene como respuesta al 

impulso la función: 

݃ሺݐሻ ൌ ࣦିଵሾܩሺݏሻሿ 
 

La respuesta de este sistema a una entrada cualquiera uሺtሻ se puede calcular utilizando el teorema de convolución: La 

respuesta de un sistema cual función de transferencia Gሺsሻ esta dado por la siguiente integral de convolución:  

ሻݐሺݕ ൌ න ݃ሺ߬ሻݑሺݐ െ ߬ሻ݀߬ 
௧

଴
ൌ න ݃ሺݐ െ ߬ሻݑሺ߬ሻ݀߬

௧

଴
 

 

El producto de convolución se expresa en general como ݕሺݐሻ ൌ ݃ሺݐሻ כ ሻݐሺݑ ൌ ሻݐሺݑ כ ݃ሺݐሻ 
 

La Matriz de Transferencia 
 

El concepto de Matriz de Transferencia es una extensión a sistemas MIMO de la 

función de transferencia. 

 

Definición: la matriz Gሺsሻ א ԧ୰ൈ୫ se denomina Matriz de Transferencia, y relaciona la entrada Uሺݏሻ con la salida Yሺݏሻ. 
Yሺݏሻ ൌ GሺݏሻUሺݏሻ 

Con: 

݉ : Número de entradas;   ݎ : número de salidas 

 

Que también puede expresarse en notación matricial explícita por elemento: 

௜ܻሺݏሻ ൌ ሻݏ௜௝ሺܩ ௝ܷሺݏሻ 
  

Se puede por lo tanto determinar la salida ݅ con: 

௜ܻሺݏሻ ൌ ∑ ሻݏ௜௝ሺܩ ௝ܷሺݏሻ
௠
௝ୀଵ  

 

Ejemplo 2: Se tiene el sistema mecánico MIMO con dos entradas (ܨଵ et ܨଶ) y dos 

salidas (ݕଵ et ݕଶ): 

 

Las ecuaciones del sistema son: 

ଵܨ െ ଵݕଵሺܭ െ ଶሻݕ െ ଵݕሺܦଵܥ െ ଶሻݕ ൌ ଵݕଶܦଵܯ
ଶܨ ൅ ଵݕଵሺܭ െ ଶሻݕ ൅ ଵݕሺܦଵܥ െ ଶሻݕ െ ଶݕଶܭ െ ଶݕܦଶܥ ൌ ଶݕଶܦଶܯ

 

 

La transformada de Laplace de las salidas será: 

ଶܻ ൌ
ݏଵܥ ൅ ଵܭ
݀݁݊

ଵܨ ൅
ଶݏଵܯ ൅ ݏଵܥ ൅ ଵܭ

݀݁݊
 ଶܨ

ଵܻ ൌ
ଶݏଶܯ ൅ ሺܥଵ ൅ ݏଶሻܥ ൅ ଵܭ ൅ ଶܭ

݀݁݊
ଵܨ ൅

ݏଵܥ ൅ ଵܭ
݀݁݊

 ଶܨ

Donde: 

݀݁݊ ൌ ସݏଶܯଵܯ ൅ ሺܯଵሺܥଵ ൅ ଶሻܥ ൅ ଷݏଶሻܯଵܥ

൅ ሺܯଵሺܭଵ ൅ ଶሻܭ ൅ ଵܥଵሺܥ ൅ ଶሻܥ ൅ ଶܯଵܭ െ ଶݏଵଶሻܥ  
൅ ሺܥଵሺܭଵ ൅ ଶሻܭ ൅ ଵܥଵሺܭ ൅ ଶሻܥ െ ݏଵሻܭଵܥ2 ൅ ଵܭଵሺܭ ൅ ଶሻܭ െ  ଵଶܭ

 

 ሻݏሻܷሺݏሺܩ ܻሺݏሻ

ሻݏሺܩ
௜ܻሺݏሻܷ௝ሺݏሻ 

ଵܥ

ଶܥ

 ଶܯ

ଶܨ

 ଵܯ

ଵܨ

 ଵܭ

 ଶܭ

 ଵݕ

 ଶݕ
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La matriz de transferencia, que determina la relación ሾ ଵܻ ଶܻሿ ൌ ሾGሺݏሻሿ ൤
ଵܨ
ଶܨ
൨ es:  

Gሺsሻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ۍ

ݏଵܥ ൅ ଵܭ
݀݁݊

ଶݏଵܯ ൅ ݏଵܥ ൅ ଵܭ
݀݁݊

ଶݏଶܯ ൅ ሺܥଵ ൅ ݏଶሻܥ ൅ ଵܭ ൅ ଶܭ
݀݁݊

ݏଵܥ ൅ ଵܭ
݀݁݊ ے

ۑ
ۑ
ې
 

 

Polos y ceros de un sistema LTI, SISO. 
 

Los polos y los ceros permiten la caracterización dinámica de un sistema. Estos se pueden definir a partir de funciones 

o matrices de transferencia (mas fácil para los sistemas SISO) o a partir de modelos de estado (mas practico en 

modelos MIMO).  

La ecuación característica y los polos  

Para un sistema LTI la ecuación característica ܦ௦ se define como el más pequeño denominador común de todos los 

posibles menores de ܩሺݏሻ no nulos. En el caso de sistema SISO, este corresponde al denominador de la función de 

transferencia.  

ሻݏሺܩ ൌ
ܰሺݏሻ

ሻݏሺܦ
 

El orden de un modelo LTI  (݊) corresponde al exponente más elevado de la ecuación característica, y es también igual al 

mínimo número de estados del modelo.  

Las raíces de la ecuación característica (ݏ଴) se denominan Polos del sistema. Para matrices de transferencia, si ݏ଴ es 

un polo de un elemento de ܩሺݏሻ entonces será un Polo del sistema. Estos Polos son necesariamente números reales o 

complejos conjugados. 

Si ܦ௦ tiene ݊௞ raíces en ݏ ൌ  ௞ se dice que tiene multiplicidad ݊௞ߣ ௞, el poloߣ

 

Ejemplo 3:  

Para la función de transferencia del sistema mecánico del ejemplo 1: 

ሻݏሺܩ ൌ
ܰሺݏሻ

ሻݏሺܦ
ൌ

1
ଶܵܯ ൅ ݏܥ ൅ ܭ

 

 

La ecuación característica es: 

௦ܦ ൌ ଶݏܯ ൅ ݏܥ ൅  ܭ
 

Les polos serán entonces las raíces de la ecuación:  

ଵ,ଶݏ ൌ
െܥ േ ଶܥ√ െ ܭܯ4

ܯ2
 

Ejemplo 4: 

Consideramos la matriz de transferencia:  

ሻݏሺܩ ൌ ൥
ଶ
௦ାଵ

ଷ
௦ାଶ

ଵ
௦ାଵ

ଵ
௦ାଵ

൩ 

 

La ecuación característica que se asocia al más pequeño común denominador es:   

௦ܦ ൌ ሺݏ כ 1ሻଶሺݏ ൅ 2ሻ ൌ ଷݏ ൅ ଶݏ4 ൅ ݏ5 ൅ 2 
 

Los polos del sistema serán las raíces de esta ecuación característica:  

sଵ ൌ െ1; sଶ ൌ െ1; sଷ ൌ െ2 
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Los ceros 

En el caso de los sistemas denominados cuadrados, en donde el número de entradas es igual al número de salidas, los 

ceros se pueden determinar mediante la matriz o función de transferencia.  

Se define el polinomio o ecuación de los ceros ܰሺݏሻ como el más grande común divisor de los numeradores de los 

menores de orden máximo de ܩሺݏሻ normalizado, para tener la ecuación característica ܦሺݏሻ como denominador. Este 

polinomio se obtiene con: 
ܰሺݏሻ
ሻݏሺܦ

ൌ |Gሺݏሻ| 

 

Les ceros (z଴) son las raíces de este polinomio de orden ݉, y se obtienen para: Nሺz଴ሻ ൌ 0 

 

Ejemplo 5: para la misma matriz de transferencia del ejemplo 4: Gሺsሻ ൌ ቈ
మ

౩శభ
య

౩శమ
భ

౩శభ
భ

౩శభ

቉ 

Existe un menor máximo de orden 2 que es:  

|ሻݏሺܩ| ൌ
2

ሺs ൅ 1ሻ
1

ሺs ൅ 1ሻ
െ

3
ሺs ൅ 2ሻ

1
ሺs ൅ 1ሻ

ൌ
െs ൅ 1

ሺs ൅ 1ሻଶሺs ൅ 2ሻ
 

El polinomio de los ceros es: 

Nሺsሻ ൌ െs ൅ 1 
Existe un solo cero:  z଴ ൌ 1 

 

NOTA: 

Todas las definiciones son aplicables al caso más simple de un sistema SISO para las cuales ܩሺݏሻ es una fracción 

racional donde:  

 El numerador es ߨ௭ሺݏሻ y sus raíces son los ceros 

 El denominador es ߨ௦ሺݏሻ y sus raíces son los polos. 

 

Definiciones:  

 La diferencia de grados entre ܦሺݏሻ y ܰሺݏሻ (݊ y ݉) se denomina el grado relativo. 

 Si ݊ െ݉  ൐  0 el modelo es estrictamente propio (grado relativo positivo) 

 Si ݊ െ݉  ൌ  0 el modelo es bipropio (grado relativo cero). 

 Si ݊ െ݉  ൒  0 el modelo es propio. 

 Si ݊ െ݉  ൏ 0 el modelo es impropio (grado relativo negativo). 

 Los sistemas reales son estrictamente propio. 

 Los controladores pueden ser propios o impropios. Los impropios se modifican para poder construirlos. 

RReepprreesseennttaacciióónn  ddee  uunn  mmooddeelloo  mmaatteemmááttiiccoo  eenn  EEssppaacciioo  ddee  EEssttaaddoo  
 

La representación en espacio de estado, también conocida como representación interna, fue utilizada en otras 

disciplinas como la mecánica o termodinámica desde hace largo tiempo. Por ejemplo, para el comportamiento 

macroscópico de un gas puede describirse y predecirse con un número finito de variables físicas: el volumen ܸ de ese 

gas, su presión ܲ y su temperatura ܶ. El conjunto ܲ, ܸ, ܶ representa el estado termodinámico del gas. Su evolución en 

el tiempo dependerá del entorno exterior (aporte de calor por ejemplo) pudiéndose caracterizar su comportamiento 

dinámico con el conocimiento de ese entorno, que en control denominamos entrada del sistema.  

 

En conclusión el estado dinámico de un sistema puede ser representado por un conjunto de variables denominadas 

variables de estado. Este conjunto de variables caracteriza completamente la configuración dinámica actual del 

sistema. Para esto se requiere de un número mínimo de variables de estado necesarias y suficientes que permiten la 

descripción dinámica del sistema. 
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Los sistemas automáticos modernos, a partir de los cuales se desarrollo la representación de estado para el control 

de procesos, aparecen en los años 60 para permitir el control de sistemas complejos tales como las aplicaciones 

espaciales Apolo y Polaris, las cuales tienen múltiples entradas y salidas (MIMO), y criterios de funcionamiento cada 

vez más severos. El uso del espacio de estado para representación de sistemas de control proviene de la capacidad que 

tiene esta representación de representar sistemas multivariables complejos. Su desarrollo y aplicación crece luego con 

el uso de los computadores.  

 

El conjunto de variables de estado no es único, pero debe estar conformado para cada sistema por un número idéntico 

de variables de estado independientes. Esto significa que la selección de estas variables, así como de sus condiciones 

iniciales, constituye un conjunto que se puede fijar de forma arbitraria. 

El estado inicial del sistema constituye su memoria: dado un estado inicial a un instante dado el conocimiento del 

pasado no permite el conocimiento del futuro del sistema, se requiero por lo tanto de unas funciones (ecuaciones de 

estado) que permiten la predicción del futuro, las funciones comúnmente utilizadas son las resultantes de una 

integración.  

 

Para comprender correctamente el funcionamiento de esta representación se estudiaran las definiciones básicas de 

estado, variable de estado, vector de estado y espacio de estado. Luego se presentará la forma de las ecuaciones en 

espacio de estado, su relación con las funciones de transferencia y la forma de representar sistemas lineales en 

espacio de estado. 

 

Definiciones 

Estado 

El estado de un sistema dinámico es el conjunto más pequeño de variables ݔሺݐሻ (denominadas variables de estado) 

tales que el conocimiento de esas variables en 0tt  , conjuntamente con el conocimiento de la entrada ݑሺݐሻ  para 

todo tiempo 0tt  , y las ecuaciones que describen la dinámica ݂ሺݔ, ,ݐ ,ݔሻ y ݃ሺݑ ,ݐ  ሻ, determinan completamente elݑ

comportamiento futuro de los estados ݔሺݐሻ y salidas ݕሺݐሻ del sistema para cualquier tiempo 0tt  . 

Variables de estado 

Las variables de estado de un sistema dinámico ݔሺݐሻ son las variables que constituyen el conjunto más pequeño de 

variables que determinan el estado de un sistema dinámico. 

Nótese que las variables de estado no deben ser necesariamente cantidades físicas mensurables u observables. Sin 

embargo es conveniente escoger como variables de estado de un sistema magnitudes. 

Vector de estado 

Si se requieren ݊ variables de estado para describir completamente el comportamiento de un sistema dado, se puede 

considerar a esas ݊ variables como los ݊ componentes de un vector ࢞. Vector que recibe el nombre de vector de estado. 

Ecuaciones en el espacio de estado 

Las ecuaciones en espacio de estado manejan tres tipos de variables: 

 Las variables de entrada, o vector de entrada ݑሺݐሻ ൌ ሾݑଵሺݐሻ, ,ሻݐଶሺݑ … ,  ሻሿ்ݐ௥ሺݑ

 Las variables de salida, o vector de salida ݕሺݐሻ ൌ ሾݕଵሺݐሻ, ,ሻݐଶሺݕ … ,  ሻሿ்ݐ௠ሺݕ

 Las variables de estado, o vector de estado ݔሺݐሻ ൌ ሾݔଵሺݐሻ, ,ሻݐଶሺݔ … ,  ሻሿ்ݐ௡ሺݔ

Donde ݊, ݉ y ݎ, representan el número de variables de estado, salida y entrada respectivamente. 

La expresión general de estas ecuaciones es la siguiente: 

 Para un sistema no lineal: 

   tuxftx ,,  Ecuación de estado 
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   tuxgty ,,  Ecuación de salida 

 Para un sistema lineal 

         tutBtxtAtx   Ecuación de estado 

         tutDtxtCty   Ecuación de salida 

Donde: 

 tA  se denomina matriz de estado 

 tB  se denomina matriz de entrada 

 tC  se denomina matriz de salida 

 tD  se denomina matriz de transición directa 

Si las funciones o vector de funciones ݂ y ݃, o las matrices ܥ ,ܤ ,ܣ y ܦ comprenden explícitamente el tiempo el sistema 

se denomina variable en el tiempo, en el caso contrario el sistema se denomina invariante en el tiempo. En el caso de un 

sistema lineal invariante en el tiempo (LTI) las ecuaciones de estado se escriben entonces como: 

     tButAxtx   Ecuación de estado 

     tDutCxty   Ecuación de salida 

Representación de sistemas dinámicos en el espacio de estado 

Cualquier ecuación diferencial de orden ݊ se puede expresar como una ecuación de estado de primer orden en notación 

vectorial-matricial. Se presenta a continuación las técnicas para la obtención de estas ecuaciones de estado para dos 

ecuaciones diferenciales comunes. 

Representación en espacio de estado a partir de ecuaciones diferenciales ordinarias (típicamente 

sistemas SISO) 

Caso de una ecuación ordinaria de orden ࢔ en donde la función exitadora no incluye términos derivativos 

Sea el siguiente sistema de orden ݊: 

uyayayay nn

nn

 


 1

1

1  

Suponiendo que las condiciones iniciales      0,0,0
1n

yyy   y la entrada  tu  para un tiempo 0t  son conocidas, 

entonces las variables de estado deben ser tales que definan completamente el comportamiento futuro del sistema. 

Bajo esta premisa se puede entonces escoger como variables de estado: 
1

21 ;;



n

n yxyxyx   

Entonces la ecuación diferencial se puede escribir como: 

1

11

1

32

21

xy

uxaxax

xx

xx

xx

nnn

nn





















 

O en forma matricial: 

BuAxx   

Cxy   

Donde: 
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



















nx

x

x

x

2

1

; 



























 121

1000

0100

0010

aaaa

A

nnn 









; 

























1

0

0

0

B ;  001 C  

Esta forma de representación se denomina comúnmente forma canónica controlador. 

 

Nota: La representación de estado de un sistema no es única, pues depende de la forma como se seleccionan las 

variables de estado, sin embargo todas las representaciones de un mismo sistema tendrán el mismo número de 

variables de estado. 

 

Ejemplo 6: para el sistema mecánico mostrado en el ejemplo 1 se tiene la ecuación diferencial: 

FKyyCyM    

Donde Fu   

Se puede entonces definir las variables de estado como: yxyx  21 ;  

Sustituyendo esto en la ecuación obtenemos: 

 
M

KxCxu
xuKxCxxM 12

2122


   

Se obtiene entonces el sistema de ecuaciones de estado: 

1

212

21

1

xy

u
M

x
M

C
x

M

K
x

xx











 

El cual puede expresarse matricialmente como:  

BuAxx   

Cxy   

Donde: 

ܣ ൌ ൥
0 1

െ
ܭ
ܯ

െ
ܥ
ܯ
൩ ; ܤ    ൌ ൥

0
1
ܯ
൩ ; ܥ    ൌ ሾ1 0ሿ 

 

Caso de ecuaciones diferenciales de orden n en donde la función excitadora incluye términos derivativos 

Sea el siguiente sistema de orden n: 

ububububyayayay nn

nn

nn

nn

 






 1

1

101

1

1  

Suponiendo que las condiciones iniciales      0,0,0
1n

yyy   y la entrada  tu  para un tiempo 0t  son conocidas, 

entonces las variables de estado deben ser tales que definan completamente el comportamiento futuro del sistema. En 

este caso en particular las variables de estado deberán además ser tales que eliminen las derivadas de u en la ecuación 

de estado. Bajo esta premisa se pueden escoger como variables de estado: 
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uxuuuuyx

uxuuuyx

uxuuyx

uyx

nnnn

nnn

n 1112

2

1

1

0

1

222103

11102

01



























 

Donde n ,, 10  son coeficientes que se determinan como: 

01111

03122133

021122

0111

00









nnnnn aaab

aaab

aab

ab

b









 



 

Con esta escogencia de variables de estado se obtiene el sistema de ecuaciones de estado: 

uxy

uxaxaxax

uxx

uxx

uxx

nnnnn

nnn

01

1211

11

232

121































 

O en forma matricial: 

BuAxx   

Cxy   

Donde: 





















nx

x

x

x

2

1

; 



























 121

1000

0100

0010

aaaa

A

nnn 









; 



























n

n

B







1

2

1

 ;  001 C ; 00 bD    

 

Ejemplo 7: para la ecuación diferencial siguiente: 

uuyyyy 64016064019218    

Queremos obtener una representación en espacio de estado.  

Se definen entonces las siguientes variables de estado: 

uxuuuyx

uxuuyx

uyx

222103

11102

01













  

Donde: 
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  224016018640

160

0

0

03122133

021122

0111

00













aaab

aab

ab

b

 

La ecuación de estado del sistema será entonces: 

u

x

x

x

x

x

x







































































2240

160

0

18192640

100

010

3

2

1

3

2

1







 

La ecuación de salida será: 

 

















3

2

1

001

x

x

x

y  

 

Representación de estado a partir de un sistema de ecuaciones diferenciales 

En el caso de disponer de un sistema de ecuaciones diferenciales en lugar de una sola ecuación ordinaria es posible 

obtener una representación de estado directamente de este sistema de ecuaciones, los dos ejemplos siguientes 

ilustran esta opción. 

 

Ejemplo 8: Se tiene el sistema térmico del termómetro mostrado en la figura, representado 

por las ecuaciones: 

(1) CC DTCQQ  21  (2) VV DTCQQ  32  (3) HgHgDTCQ 3  

(4) 
1

1 R

TT
Q CE   (5) 

2
2 R

TT
Q VC 

  (6) 
3

3 R

TT
Q HgV 

  

 

Para el cual queremos obtener una representación en espacio de estado. 

El sistema puede simplificarse inicialmente para ponerlo en función solo de las 

temperaturas: 

(7) 
1221

11

R

T

R

T
TDC

RR
EV

CC 







  

(8) 
3232

11

R

T

R

T
TDC

RR
HgC

VV 







  

(9) HgHgV TDC
R

RT 









3
3

1
 

En este caso queda claramente identificado que la entrada es ݑ ൌ ாܶ   y la salida es ݕ ൌ ுܶ.  

Los estados se pueden definir de la siguiente manera: 

HgVC TxTxTx  321 ;;  

En base a esta definición de los estados se puede re-escribir el sistema como: 

TE 

V 

Q2 

Hg 

Q1 

Q3 

C 
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2333

3

3

2

1
22

3
2

2

12

2
11

2
1

1

11

11

xxCRx

R

x

R

x
xCx

R
x

R

R

u

R

x
xCx

R
x

R

Hg

V

C













 
 

A partir de estas ecuaciones se puede escribir el sistema en forma de espacio de estado: 

3

3
3

2
3

3

3
3

2
3

2
2

1
2

2

1
2

2
1

2
1

1
1

11

1111

1111

xy

x
CR

x
CR

x

x
CR

x
CR

x
CR

x
CR

x

u
CR

x
CR

x
CR

x
CR

x

HgHg

VVVV

CCCC















 

El cual puede escribirse en forma matricial como: 
ሶݔ ൌ ݔܣ ൅ ݑܤ
ݕ ൌ ݔܥ  

Donde: 

































HgHg

VVVV

CCC

CRCR

CRCRCRCR

CRCRCR

A

33

3322

221

11
0

1111

0
111

; 


















0

0

1

B ;  100C  

 

Ejemplo 9: Consideremos el sistema mecánico MIMO con dos entradas (ܨଵ y ܨଶ) y dos salidas (ݕଵ y ݕଶ), mostrado en la 

figura: 

Las ecuaciones del sistema son: 

ଵܨ െ ଵݕଵሺܭ െ ଶሻݕ െ ଵݕሺܦଵܥ െ ଶሻݕ ൌ ଵݕଶܦଵܯ
ଶܨ ൅ ଵݕଵሺܭ െ ଶሻݕ ൅ ଵݕሺܦଵܥ െ ଶሻݕ െ ଶݕଶܭ െ ଶݕܦଶܥ ൌ ଶݕଶܦଶܯ

 

 

En este caso tenemos:     

ݑ ൌ ቂ
ଵݑ
ଶݑ
ቃ ൌ ൤

ଵܨ
ଶܨ
൨ ݕ  ;  ൌ ቂ

ଵݕ
ଶݕ
ቃ    

 

Y podemos seleccionar como estados: 

ݔ ൌ ሾݕଵ ଵݕܦ ଶݕ  ଶሿ்ݕܦ
 

Si sustituimos los estados, entradas y salidas en las ecuaciones originales 

tendremos: 
ଵݑ െ ଵݔଵܭ ൅ ଷݔଵܭ െ ଶݔଵܥ ൅ ସݔଵܥ ൌ ሶଶݔଵܯ
ଶݑ ൅ ଵݔଵܭ െ ଷݔଵܭ ൅ ଶݔଵܥ െ ସݔଵܥ െ ଷݔଶܭ െ ସݔଶܥ ൌ ሶସݔଶܯ

 

 

Y obtenemos la representación de estado siguiente: 

ଵܥ

ଶܥ

ଶܯ

ଶܨ

ଵܯ

ଵܨ

 ଵܭ

 ଶܭ

 ଵݕ

 ଶݕ



 

Jean-François DULHOSTE  

 

12 Teoría de Control 

ሶଵݔ ൌ ଶݔ

ሶଶݔ ൌ െ
ଵܭ
ଵܯ

ଵݔ െ
ଵܥ
ଵܯ

ଶݔ ൅
ଵܭ
ଵܯ

ଷݔ ൅
ଵܥ
ଵܯ

ସݔ ൅
ଵݑ
ଵܯ

ሶଷݔ ൌ ସݔ

ሶସݔ ൌ
ଵܭ
ଶܯ

ଵݔ ൅
ଵܥ
ଶܯ

ଶݔ െ
ሺܭଵ ൅ ଶሻܭ

ଶܯ
ଷݔ െ

ሺܥଵ ൅ ଶሻܥ

ଶܯ
ସݔ ൅

ଶݑ
ଶܯ

ଵݕ ൌ ଵݔ
ଶݕ ൌ ଷݔ

 

 

Expresado en forma de Matriz: 
ሶݔ ൌ ݔܣ ൅ ݑܤ
ݕ ൌ ݔܥ  

Con: 

A ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 1 0 0

െ
Kభ
Mభ

െ
Cభ
Mభ

Kభ
Mభ

Cభ
Mభ

0 0 0 1
Kభ
Mమ

Cభ
Mమ

െ
KభାKమ
Mమ

െ
CభାCమ
Mమ ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

 ; B ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0
ଵ

Mభ
0

0 0
0

ଵ

Mమے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 ;  C ൌ ቂ1 0 0 0
0 0 1 0

ቃ 

Relación entre función de transferencia y espacio de estado 
Se puede obtener la función de transferencia de un sistema expresado en espacio de estado mediante una expresión 

simple. 

Para el sistema expresado en espacio de estado en forma matricial: 

BuAxx   

DuCxy   

Las transformadas de Laplace están dadas por: 

       
     sDUsCXsY

sBUsAXxssX


 0

 

Como la función de transferencia se define como la relación entre la trasformada de Laplace de la salida y la 

transformada de Laplace de la entrada cuando las condiciones iniciales son cero: 

   
 sX

sY
sG   

Se supone entonces que la condición inicial ݔሺ0ሻ es igual a cero, se obtiene entonces que la expresión de las 

transformadas será: 

     sBUsAXssX   ó      sBUsXAsI   

Pre multiplicando ambos miembros de la ecuación por   1 AsI  se obtiene: 

     sBUAsIsX 1  

Y al sustituirse esta expresión en la ecuación de salida obtenemos: 

      sUDBAsICsY  1
 

Por lo tanto: 

    DBAsICsG  1
 

 

Ejemplo 10: para el sistema mecánico teníamos que el modelo matemático expresado en espacio de estado es: 

BuAxx   

Cxy   

Donde: 
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












M

C

M

KA
10

; 













M
B 1

0
;  01C  

Si queremos obtener la función de transferencia a partir de esta expresión del modelo debemos entonces usar la 

expresión: 

      01
010

10

01
01

1

1 



















































MM

C

M

KsDBAsICsG  

Al resolver esta ecuación obtenemos: 

   






























MM

C
s

M

K
s

sG 1
01

01

1

 

 

Recordatorio :  

ଵିܣ           ൌ
ଵ

|஺|
݆ܽ݀ሺܣሻ்   

           

Donde:

      ݀௜௝ ൌ ሺെ1௜ା௝ሻหܣሚ௜௝ห   elementos de la matriz adjሺAሻ 
 ሚ௜௝ menores principalesܣ      

 

   



































Ms
M

K
M

C
s

M

K
s

M

C
s

sG 1
011

01
2

;   

 















 




MM

C
s

M

K
s

M

C
s

sG 1
0

1
1

2

 

 
M

M

K
s

M

C
s

sG
11

2 


;    

 
KCsMs

sG



2

1
 

Que es exactamente la función de transferencia encontrada a partir de la ecuación diferencial. 

 

Ejemplo 11: A partir del modelo matemático en representación de estado obtenido en el ejemplo 8, queremos obtener la  

función de transferencia de éste sistema se puede entonces obtener con la expresión: 

 

    DBAsICsG  1
 

   


















































0

0

1

11
0

1111

0
111

100

1

33

3322

221

HgHg

VVVV

CCC

CR
s

CR

CRCRCR
s

CR

CRCRCR
s

sG

 
Con:  
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 













































































































































































































































































































































































































































































 

CCHgVHgVC

HgVVCC

VC

VVCC

VCCVC

HgCCHgCCHgC

HgVHgV

HgV

HgVV

CRCR
s

CRCRCR
s

CRCR

CR
s

CRCR
s

CRCR
s

CRCR

CRCR
s

CRCR
s

CRCRCR
s

CRCR

CRCRCR
s

CR
s

CRCR
s

CR
s

CR

CRCRCR
s

CR

CRCR

CR
s

CRCR
s

AsI

2133322

33221

22

3221

32132

32132132

3232

33

332

1

1111111

11111

11

1111

11111

11111111

1111

11

111

  

En este caso se observa que el cálculo algebraico se vuelve relativamente largo, por lo cual es más fácil obtener la 

función de transferencia directamente de la ecuación diferencial del sistema: 

HgHgHgHgE TaDTaTDaTDaT 43
2

2
3

1   

 

Con: 

































1
11

2
221

14

3
3

3222
2

2

3

1121

3
13

2

3

2

3

1

3
12

311

RRR
Ra

R

C
CR

R

C

R

C

R

C

R

C

R

CR

R

C

R

C

RR

CR
Ra

CCCC
R

CCR

R

CCR

R

CCR
Ra

CCCRRa

C
Hg

CCVHgHgVHgHg

CVCHg
CHgVHgVHg

CVHg

 

 

En cuyo caso la función de transferencia puede escribirse como: 

   
  43

2
2

3
1

1

asasasasU

sY
sG




 

 

No unicidad del conjunto de variables de estado 
 

La no unicidad del conjunto de variables de estado significa que para un sistema cualquiera existen diversas 

representaciones de estado posibles. De forma recíproca matrices ܣ diferentes pueden representar un mismo sistema 

y por ende una misma ecuación característica. 

Para probar que esto es posible utilicemos el ejemplo siguiente: 

 

Ejemplo 12: Supongamos que inicialmente se tiene el sistema en forma de ecuación diferencial: 

uyyyy 66116    

Para obtener una representación en forma de espacio de estado se pueden tomar los siguientes estados: 
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yxyxyx   321 ;;  

Con estos estados se obtiene la representación de estado siguiente: 

uxxxx

xx

xx

66116 3213

32

21











 

Que puede expresarse en forma matricial como: 

Cxy

BuAxx




 

Donde: 

ܣ ൌ ൥
0 1 0
0 0 1
െ6 െ11 െ6

൩ ; ܤ   ൌ ൥
0
0
6
൩ ; ܥ   ൌ ሾ1 0 0ሿ 

 

La función de transferencia de este sistema es: 

ܻሺݏሻ

ܷሺݏሻ
ൌ

6
ଷݏ ൅ ଶݏ6 ൅ ݏ11 ൅ 6

ൌ
6

ሺݏ ൅ 1ሻሺݏ ൅ 2ሻሺݏ ൅ 3ሻ
 

 

Consideremos ahora el sistema lineal representado por las matrices: 

ܣ ൌ ൥
െ1 0 0
0 െ2 0
0 0 െ3

൩ ; ܤ   ൌ ൥
3
െ6
3
൩ ; ܥ   ൌ ሾ1 1 1ሿ 

 

Se puede obtener la función de transferencia del sistema con la relación:  

ሻݏሺܩ ൌ ܫݏሺܥ െ ܤሻିଵܣ ൅ ܦ ൌ ሾ1 1 1ሿ ൭ݏ ൥
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൩ െ ൥
െ1 0 0
0 െ2 0
0 0 െ3

൩൱

ିଵ

൥
3
െ6
3
൩ 

 

ሻݏሺܩ ൌ ሾ1 1 1ሿ ൭൥
ݏ ൅ 1 0 0
0 ݏ ൅ 2 0
0 0 ݏ ൅ 3

൩൱

ିଵ

൥
3
െ6
3
൩ ൌ ሾ1 1 1ሿ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

1
ሺݏ ൅ 1ሻ

0 0

0
1

ሺݏ ൅ 2ሻ
0

0 0
1

ሺݏ ൅ 3ሻے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

൥
3
െ6
3
൩ 

 

ሻݏሺܩ ൌ ൤
1

ሺݏ ൅ 1ሻ
1

ሺݏ ൅ 2ሻ
1

ሺݏ ൅ 3ሻ
൨ ൥

3
െ6
3
൩ ൌ

3
ሺݏ ൅ 1ሻ

െ
6

ሺݏ ൅ 2ሻ
൅

3
ሺݏ ൅ 3ሻ

 

 

ሻݏሺܩ ൌ
6

ሺݏ ൅ 1ሻሺݏ ൅ 2ሻሺݏ ൅ 3ሻ
 

 

Se observa que esta segunda representación de estado corresponde exactamente al mismo sistema pues posee la 

misma función de transferencia.  

Forma canónica de Jordan 

La forme canónica de Jordan o forma Modal, es la correspondiente a la segunda representación del ejemplo anterior, en 

la cual la matriz ܣ solo posee elementos en la diagonal, es una matriz llamada diagonal. Estos elementos de la diagonal 

corresponden directamente a los valores propios de la matriz, los cuales son los polos del sistema o raíces de su 

ecuación característica.  
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
















3

2

1

00

00

00






JA  

 

La no unicidad de la representación de estado permite modificar la representación para obtener modelos más simples 

de manipulación, tal como el caso de la forma de Jordan con matrices diagonales.  

 

En el ejemplo 12 vimos que la matriz ܣ bajo la forma canónica de Jordan es: 























300

020

001

JA  

Si determinamos la ecuación característica correspondiente a esta nueva matriz obtenemos: 

    0321

300

020

001






















 






JAsI  

 

La ventaja de la representación canónica de Jordan es que muestra directamente la estabilidad del sistema y además 

las operaciones matemáticas con las matrices diagonales son más sencillas. 

 

La representación canónica de Jordan es solo otra representación en espacio de estado posible para un sistema lineal. 

Cambio de variable lineal 

De hecho se puede demostrar que para toda representación de estado de un sistema se puede determinar un nuevo 

conjunto de variables de estado, mediante un cambio de variable lineal  de la forma:  

Pxz    

Donde ܲ es una matriz cualquiera con las mismas dimensiones que ܣ. 

En este caso el nuevo sistema queda determinado por: 

CPzy

BuAPzzP




 

Es decir: 

CPzy

BuPAPzPz


  11

 

Donde ܲିଵ es la inversa de ܲ. 

Ejemplo 13: Supóngase que se quiere definir un nuevo conjunto de variables de estado para nuestro ejemplo usando la 

matriz  


















123

101

111

P  

La inversa de esta matriz es: 























21211

011

21211
1P  
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En este caso nuestra nueva representación de estado estará definida por: 

zCy

uBzAz

z

zz




 

Donde las matrices vienen definidas por: 



















 

131020

022

12817
1APPAz ; 


















 

3

0

3
1BPBz ;  111 CPCz  

Podemos observar que esta nueva representación de estado corresponde al mismo sistema lineal, de hecho la ecuación 

característica de esta es: 

          
    03216116

1316224024013217

131020

022

12817

23 

































AsI

 

Diagonalización de matrices 

De hecho la representación de Jordan es un caso particular de cambio de variable, donde la matriz ܲ  que permite la 

diagonalización de la matriz ܣ. La forma de la matriz ܲ necesaria para la obtención de la representación canónica de 

Jordan se puede generalizar par una matriz ܣ cuya forma es de tipo canónica controlador: 



























 121

1000

0100

0010

aaaa

A

nnn 









 

Como:  

























 11
3

1
2

1
1

22
3

2
2

2
1

321

1111

n
n

nnn

n

n

P
















 

Para nuestro ejemplo la matriz ܲ  que permite la obtención de la forma canónica de Jordan es: 

















941

321

111

P   

Cuya inversa es: 


















5.05.11

143

5.05.23
1P  

De hecho: 
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JAAPP 








































































300

020

001

941

321

111

6116

100

010

5.05.11

143

5.05.23
1

 

En esta representación bajo la forma canónica de Jordan las matrices ܤ y ܥ serán: 

















































 

3

6

3

6

0

0

5.05.11

143

5.05.23
1BPBJ  

   111

941

321

111

001 















 CPCJ

 
 

Nota: Para que una representación de estado sea equivalente a otra obtenida por cambio de variable es necesario la 

transformación de todas las matrices que representan el sistema.  

 

Ejercicios 

1. Para los ejercicios del tema 2 obtener una representación en espacio de estado de las ecuaciones del modelo, 

utilizando la ecuación diferencial obtenida y otra utilizando el sistema de ecuaciones que representa el 

sistema. 

2. Obtener la función o matriz de transferencia de los sistemas utilizados para el ejercicio 1. 

3. Para los siguientes sistemas en representación de estado obtener la función de transferencia, la ecuación 

diferencial del sistema y la forma canónica de Jordan. 




















4812

100

010

A

, 
















1

0

0

B

,  001C  




















212

100

010

A

, 
















2

0

0

B

,  001C  




















7723

100

020

A

, 
















3

0

0

B

,  001C  
 


