TEORIA DE CONTROL

Tema 7. Analisis de la respuesta en frecuencia

Introduccion

Se denomina respuesta en frecuencia a la respuesta en estado estable de un sistema sujeto a una seffal sinusoidal de
amplitud (A) fija pero a una frecuencia (w) variable en cierto rango.

Asin ot Bsin(wt +¢)
— » Sistema L

La respuesta en estado estable a una entrada de este tipo seré de la forma: Bsin(a)t + ¢)

La representacion grafica de la entrada y respuesta en estado estable esta dada en la siguiente figura.
A

ASin ot

Bsin(awt + )

%7@ WAV .

En la préctica raras veces los sistemas de control estan sometidos a sefiales sinusoidales, pero la informacién que se
obtiene por el andlisis sinusoidal se puede usar para establecer |a naturaleza de |a respuesta a una gran variedad de
seflales. Ademés el andlisis es conveniente para el manejo analftico y experimental.

Calculo de la respuesta en frecuencia

Se puede demostrar que cuando un sistema se somete a una entrada sinusoidal ( ASIN @t ) la respuesta en estado

estable se puede calcular sustituyendo a s por jw en la funcién de transferencia: G(S) - G(]a))

Luego la respuesta en estado estable, de la forma (BSin(a)t +¢)), se puede obtener a partir de un valor complejo que
s¢ puede expresar como:

M(w)= |G(ja)] =+/Im*+Re?
Im
= /G(jw)=tan™| —
#l0)= 26(j0) = tan 11
Donde:
IM: parte imaginaria de G(]a))
Re: parte real de G(]a))

B
M(a)) = — se¢ le conoce como relacién de amplitud
A

¢(a)) se le conoce como angulo de fase.

La respuesta en estado estable del sistema seré de la forma: M(a))A sin(a)t + ¢(a)))
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Ejemplo 1. Si se tiene un sistema de primer orden cuya funcion de transferencia es:

1
Gls)=——
s+1
La respuesta en estado estable para una entrada sinusoidal de la forma Hsin(wt) se puede hallar sustituyendo a s

por jw como sigue:
1
Gls)=—
jo+1
Si se multiplica y divide por el conjugado para no tener términos imaginarios en el denominador:
1 w-1 1-jor
G(s) ?.7 J
ga)+1 go— 1 20*+1
En este caso la relacion de amplitud y el dngulo de fase seréan:

—|G(‘a)j— (—a)r T"‘( 1 JZ_ AN 1 B 1
B (PP o'’ +1) (a)212+1)2 (w212+1)2_\/1+a)2r2

{ -0t
#w)=2G(jw)= tan{lR—rD _tan | SOTAY | or)

)
(o)

La respuesta en estado estable (respuesta en frecuencia) sera:

[y —

Procedimiento para la obtencion de la respuesta en frecuencia

1. Se obtiene la funcidn de transferencia para el elemento o sistema. Todas las condiciones iniciales se

desprecian porque no afectan la respuesta en estado estable.

Se sustituye s por jw en la funcion de transferencia

3. Paravarios valores de frecuencia w se encuentra la relacion de amplitud M y el angulo de fase ¢

4. Se grafican los resultados obtenidos en el punto anterior ya sea en coordenada rectangulares (Diagramas de
Bode) o en coordenadas polares (Diagramas de Nyquist)

sin(er — tan ()

N

Diagramas de BODE

Los diagramas de Bode son una forma de representar la respuesta en frecuencia de un sistema de control en
coordenadas rectangulares, este consiste de dos graficos:
1. Diagrama de amplitud o atenuacion: en donde se grafica la relacion de amplitud M de G (jw) en decibelios (db)
contra el logaritmo de la frecuencia.
Elvalor M expresado en decibelios se obtiene como: M ;, = 20 |Og10 M(a))
2. Diagrama de fase: en donde se grafica el angulo de fase de G(jw) contra el logaritmo de la frecuencia.
Los diagramas de Bode tienen las siguientes caracteristicas:
e Como se grafica el logaritmo de w, los factores producto y cociente de G(jw) se convierten en sumas de
rectas.
e Los angulos de fase también se suman y restan en forma natural.

e El diagrama de Bode en la mayoria de los casos se puede aproximar mediante segmentos de recta lo cual
simplifica la construccion.
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Diagramas de Bode de Funciones comunes

Ganancia (G(s)=K)

Tema 7. Andlisis de la respuesta en frecuencia

Amplitud: M, =20logK = ctte
,0 [0°SiK>0
Fase: p=tan"—= .
K |-180°siK <0
A
M,
20log K
0.01 0.1 1 1 100 1000 >
logw
¢ A
K>0
logw
) K <0
0.01 0.1 1 10 100 1000
Polos y ceros en el origen (G(s)=s*")
. _+P

También conocidos como factor integral y derivativo. Al sustituir a s por jw se obtiene: G(]a)) =jw

M, =20log =120log @
¢ =tan(jo" )= +90° P

. +p
Jj@

Amplitud:

Fase:

La amplitud en este caso es una recta con pendiente £20P y pasa por Mg, = 0 para w = 1. Es asl como la pendiente
sera de 20 db por década de frecuencia. Es decir cambia de 20 db cada vez que el valor de la frecuencia es multiplicado

por 10. El dngulo de fase es una recta horizontal que pasa por 90P.

Escuela de Ingenieria Mecarnica - ULA_
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A
Mdb \\ N
P=1
20 >
\\\\
NN
O >
0.1 N 1 100 1000
i, D~ logw
\\ \\P:—l
_4. P:—2 \\ ~
¢ P=1
90
0 0.1 1 1 100 1000 | >
P=-1 0Qw
-90
P=-2
-18609 -

Factores de primer orden (G(s)= (L+s7)™)

, 1
En el caso del polo simple al sustituir a s por jw se obtiene: G(]a)) = (1—]
+JjoT

=-20logV1+ 0’7’

o Siw K 1/1 sepuede aproximar a My, = 20log1l = 0 lihea recta horizontal

*  Siw » 1/7 se puede aproximar a My, = 20log (wt) lihea recta con pendiente 20dbldécada

Las dos rectas anteriores son asintotas del diagrama de amplitud exacto, a las cuales se puede
aproximar el diagrama de amplitud. En donde el valor de frecuencia en el punto donde se encuentran las
dos rectas se denomina frecuencia de corte y se encuentra en w = 1/t.

Fase: ¢=tan(-07)=-tan" wr
e w=0->¢=0°
o w=17r—>¢=-45
o w=0—>¢=-"90°
En el caso del cero simple al sustituir a s por jw se obtiene: (1 + jwt)

1
1+ jor

Amplitud: = 20logl————

1+]a)r

Amplitud: M, =20logll+ jor|= —20log

Fase: ¢ = tan*(w7)
Se obtienen en este caso curvas idénticas pero con signo invertido
Si se requiere el valor exacto del diagrama de Bode basta con corregir el valor de la amplitud y esto se hace calculando
el error en algunos puntos.
El error méaximo se produce a la frecuencia de cruce y es aproximadamente igual a 3db ya que:
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Tema 7. Andlisis de la respuesta en frecuencia

E, ... =—-20log~1+1+20log =-10log2 = -3.03db

A
M
db 1+
20
—~ < Asintotas
< >
© o.1<\ ~ 100 1000 g
y. logw/t
20 Curva exacta 1
4 1+
¢ N 1+
45°
o° >
0.1 1 1 100 1000
- logw/z
— 1
B, L 1+ 73

2 +1
Factores de cuadraticos (G(S) =1 L 7| )
s +28w,5+ o,

En el caso de la funcion de transferencia de segundo orden al sustituir a s por jw se obtiene:

ol ) v
(jof +2bm,jo+a? ) | (jof /o +250/o,+1) 1-(0/w,) ]+ j280/o,)

Se estudiara aqul el caso en que & < 1, ya que en los otros casos G(s) puede descomponerse en el producto de polos
simples.

Amplitud: M, =-20log \/(1— (0/, )2)2 +48% (0o, )

e S w K wy se puede aproximar a Mg, = 20logl = 0 linea recta horizontal

e S w»w, se puede aproximar a My, = —20log/w*/w, = —40log (w/w,) linea recta con
pendiente -40dbldécada

Las dos rectas anteriores son asintotas del diagrama de amplitud, a las cuales se puede aproximar el

diagrama de amplitud. La frecuencia de corte se encuentra en w = wy,.

En este caso en la curva real cerca de la frecuencia de corte se produce un pico de resonancia el cual

depende del valor de &y tiende a crecer cuando & decrece.

26 0o,
1-(0/o,)

Fase: ¢=—tan™

e w=0->¢=0°
e w=0,—>¢=-90°
e w=0—¢=-180°

Escuela de Ingenieria Mecarnica - ULA_
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La curva del dngulo de fase es antisimétrica respecto al punto de inflexion y también depende del valor de .
A

£=0.05
4 u/ =01
O V >
0.1 =~N\._ 0 100 1000 |
4 §=1" g/ @,
-&

0] 1 1 10 100 1000 >
¢ ‘\ﬂ\\\\ < £=005 logw/,

N
ool O~

2
, s’ +2Ew s+ o, o ,
El diagrama de Bode para G(S) = > s¢ puede obtener invirtiendo las curvas anteriores.
a,

n

Procedimiento general para trazar diagramas de Bode

e En primer lugar se rescribe la funcion de transferencia sinusoidal como un producto de los factores basicos
analizados anteriormente

e luego se identifican las frecuencias de cruce asociadas con cada uno de esos factores

® Se trazan las curvas asintéticas del logaritmo de la magnitud con las pendientes adecuadas entre las
frecuencias de cruce. Esto se hace sumando algebraicamente los aportes de cada uno de los factores. Si se
requiere una curva exacta se puede obtener agregando las correcciones apropiadas.

e Las curvas de dngulo de fase se pueden obtener sumando las curvas de dngulo de fase de cada factor.

Analisis de estabilidad utilizando los diagramas de Bode

Esto se hace utilizando los conceptos de margen de ganancia y margen de fase que se definen a continuacion.
El método permite determinar la estabilidad relativa de un sistema de control de lazo cerrado como se muestra en la
figura con el simple anélisis del sistema de |lazo abierto G(s)H(s).

u(s) Y(s) U(s) Y(s)

G(s) —» 1/H(s) H(s) M G(s)
] -
H(s)

_Jean—Frangoia DULHOSTE




Tema 7. Andlisis de la respuesta en frecuencia

Margen de ganancia (MG)

Es una medida de |a estabilidad relativa, se define como la magnitud del reciproco de la funcién de transferencia de lazo
abierto y se calcula a la frecuencia w, a la cual el dngulo de fase es de -160°.

MG=—1 __20 logl-2010g|G(j @ )

|G(ja)cl
Donde:
¢(J0)C) =-180°= " rad
@, : frecuencia de cruce de fase o frecuencia critica.
Margen de fase (m¢)

Es una medida de la estabilidad relativa y se define como la suma de 180° al angulo de fase ¢4 de la funcion de
transferencia de lazo abierto y ganancia unidad.

mg = (180°+4(j, ), ..
Donde:
G(j, ] =1=> 2010gG(jw, | =0

w, se denomina frecuencia de cruce de ganancia.

Estabilidad relativa

Los conceptos de margen de ganancia y margen permiten determinar la estabilidad de un sistema segln el siguiente
criterio:
Un sistema es estable si MG >0 y m¢ >0

Nétese aqui que estos conceptos ho solo indican la estabilidad en términos absolutos sino que permiten dar un margen
de que tan lejos esta un sistema de la estabilidad o inestabilidad, esto ya que entre mas pequefios se hagan los valores
del margen de ganancia y de fase mas tendera el sistema hacia la inestabilidad y viceversa.

Procedimiento para determinar la estabilidad utilizando los diagramas de BODE

1. Se determina la frecuencia critica (w¢) trazando para ello una horizontal que pase por -180° hasta cortar el
diagrama de fase luego se traza una vertical hasta el eje de las frecuencias.

2. Se traza una vertical que pase por w¢ y que corte el diagrama de amplitud. La diferencia entre el punto de
corte con Odb da el margen de ganancia (MG).

3. Se determina la frecuencia de ganancia critica (wy), trazando para ello una horizontal que pase por Odb hasta
cortar el diagrama de amplitud luego se baja verticalmente hasta el eje de las frecuencias.

4. Se traza una vertical que pasa por wy y corte el diagrama de fase. La diferencia entre -180° y el punto de
corte da el margen de fase.

5. SIMG >0 ym¢ > 0 se dice que el sistema es estable.

Escuela de Ingenieria Mecarnica - ULA_
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A

Mdb

40— ™~

MG >0 logw

¢ ‘\

0° N >
logw

m¢>0 4

-18609

o.

Comentarios sobre los margenes de fase y ganancia

Los margenes de fase y ganancia adecuados permiten tener una cierta seguridad en cuanto a la estabilidad del
sistema cuando ocurre una variacién en algin parémetro de este. Para tener un comportamiento satisfactorio el
margen de fase debe estar entre 30° y G0° y el margen de ganancia debe ser superior a Gdb. Esto significa que la
pendiente de la curva del logaritmo de la magnitud a la frecuencia de cruce debe ser mas suave que -40 db/década.

Ejemplo 2. Hacer el diagrama de Bode y analizar la estabilidad de:
10(s +3

G(S) — ( a )
s(s+ 2)(s +5+ 2)
Se sustituye a s por jw y se obtiene:

10(jw+3)
Gls)= 2
oljo+2)\jo) + jo+ 2)

joljo+2)(jo) +;
Por comodidad para el trazado de las graficas se rescribe la ecuacion en la forma normalizada con los términos
independientes iguales a 1:

Gls)= (10)3)jw/3+1) _ 75(jw/3+1)
ja)(Z)(ja)/Z+l)(2)((ja))2/2+ja)/2+l) ja)(ja)/2+1)((ja))2/2+ja)/2+1)

Esta funcidn se descompone en factores conocidos, que son en este caso:

1 1 1

75 = 1+ jw/3

T e uéi) 1+ jo/2) (1+ ja)/2+(ja))2/2)
2 4 5

Gréfica asintética
Seguidamente se hace la grafica con las asintotas identificando las frecuencias de cruce para los factores 3, 4 y b:

1. Amplitud: M, = 201log7.5=17.5: recta horizontal que pasa por 17.5

Fase: ¢ =tan" —— = 0°: recta horizontal que pasa por 0°

7.5
_Jean—Frangoia DULHOSTE



Tema 7. Andlisis de la respuesta en frecuencia _

2. Amplitud: M, = 20Iog‘jaf1‘ =—20l0g @: con pendiente -20Py pasa por M, =0 para @ =1.

Fase: ¢ =tan _l(ja)_l): —90°: recta horizontal que pasa por 90.
3. Frecuencia de cruce @ =1/T como T =1/3 = w=3
Amplitud: M, =20log[L+ j2 = —20Iog+
3 1+ jw/3

o Si << 3 sepuede aproximar a M ;, = 201091 = 0: linea recta horizontal

a) 7 7
e Siw>>3 e puede aproximara M , = 20log§: linea recta con pendiente 20db/década

Fase: —tant{ £
ase @ (3]

e w=0->¢=0°
. w:ﬂr%¢:4?
e w=0—>¢=90°

4. Frecuencia de cruce @ =2

Amplitud: M, =20log

1+ jor

=-20log1+ w*(1/2)

o Si << 2 sepuede aproximar a M ;, = 201091 = 0: linea recta horizontal

a) y 7
e Siw>>2ce puede aproximara M , = 20IogE: linea recta con pendiente -20db/década

Fase: p=tan{ -2 |=—tan* 2
2 2

e w=0->¢=0°
e w=17r—> ¢=-45°
° a)=00—)¢=—900

5. Frecuencia de cruce @ = @, como a)n2 =2 = w= \/g,y E= 1/2\/5
Amplitud: M, = —20Iog\/(1_(w/ﬁ)2J2 +40/242f (o/V2)

e Siw<< \/E se puede aproximara M, = 201l0ogl =0 linea recta horizontal

4

@ [
o Si a)>>\/§ se puede aproximar a M, =-20log,|— =-40log— Itea recta con
V2 V2

pendiente -40db/década

1 Zé:a’/\/i
1—@#J§y

e w=0—>¢=0°

e w=0,—>¢=-90°

Fasce: ¢=—tan"

Escuela de Ingenieria Mecarnica - ULA_
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=00 —> ¢ =—180°

Grafica exacta

Para la grafica exacta se debe caloular el valor exacto de la curva de magnitud y fase en algunos puntos adicionales, los
puntos minimos necesarios son en general los correspondientes a las frecuencias de cruce.

Magnitud
En (02\/5
2 2 2\2 2
M, :—20Iog7.5—20Iog\/x/§2 +20Iog‘/12+[g] —20log /12+(%J —20log [1% J +[%J
M, =16.61
Enw=2
2 2 2\?2 2

M, :—20Iog7.5—20logx/2_2+20Iog‘/12+(§) —20log‘/12+(§j 20log\/(1§ ] +(§J
M, =706
Enw=3

3’ % 32\ (3Y
Mdb:—20Iog7.5—20Iogx/3_2+20Iog 12+(§j —20log 12+(Ej —20log [1_EJ +(Ej
M, =-5.75
Fase
En a)=\/§
¢=tanl(1j—tan \/_ +tan™ \/_/3 n—t @ —tan \/_/2 =-190°

7.5 0 1 /2
Enw=2
qﬁztan‘l(ij—tan‘l gj+tan‘1(%j—tan‘l(£j—tan‘l i f =-143
7.5 0 1 1 1-2%/2

Enw=3

¢ = tan‘l(ij - tan‘l(éj + tan‘l(%j - tan‘l(g/—zj —tan ‘l( 3/§ ] =-258.11
7.5 0 1 1 1-32/2
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Diagrama de Bode

Bode Diagram

Tema 7. Andlisis de |a respuesta en frecuencia

a0 T

Magnilude {dB)

Phase (deg)

RSN

e R

Frequency (rad/sec)

Bode Diagram

10

Magnitude (dE)
- o
1

=125

=
=]

Phase [deg)

-226

-270

Andlisis de estabilidad
MG =-18
m¢ = —50°

Por tanto el sistema es inestable

Fraquency (radisec)
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Ejercicios
Hacer el diagrama de Bode de las siguientes funciones:
G(s)= 10(s+1) _ 10s+10
(s+2)s+5) s°+7s+10

Bode Dlagram
40 T

30 £ . . - L

20— . . T 2ot . Ll

Magnitude (dB)
: =]

45

Phase (deg)

45 —— F1
F2
F3
— F8

Frequency {rad/sec)

G(s)=( (s+2) _ s+2

s+3)s+4)s +1)s? +3s+1) s°+1Ls* +4ds® + 7752555 +12

Bode Dlagram
50 . ; . . S

Magnilude (dB)

-200 i HE - | i FE S| h FE |

80 T I e T re ey ey ——

Phase (deg)

o

10° 10" 10 10' 10°

Frequency (radisec)
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Tema 7. Andlisis de la respuesta en frecuencia

Determine la estabilidad e las siguientes funciones mediante los diagramas de Bode.

G(S): (S+2) _ S+2
(s+3)(s+4)s+1)s2 +3s5+1) s°+11s* +445° + 7757555 +12

Bode Diagram

Magnilude (dB)y

-100

-150

-40

Phase (deg)

-180

=360
10 0 0 10 10
Frequency (rad/sec)

Diagrama de Nyquist

El diagrama polar cominmente denominado diagrama de Nyquist de una funcién de transferencia sinusoidal G (jw) es
un diagrama de la magnitud o médulo de G(jw) en funcién del angulo de Imj
fase de G(jw) en coordenadas polares al variar el valor de w de menos
infinito a infinito. Entonces, el diagrama polar es el lugar de los vectores
|G(jw)|£G(jw) cuando w varia de —oo a oo.
La figura presenta un ejemplo de este diagrama. Cada punto en el diagrama
polar de G (jw) representa el extremo terminal de un vector para un valor w3
determinado de w. LA Re
Para construir el diagrama polar se calcula directamente la  magnitud o £
|G(jw)|y el dngulo de fase £G (jw) para cada frecuencia w.
Los datos también se pueden obtener a partir del diagrama de Bode.
Si se requiere la multiplicacién de dos funciones de transferencia
sinusoidales, se puede obtener multiplicando, para cada frecuencia, las
funciones de transferencia sinusoidales individuales por medio de una wy
multiplicacion algebraica compleja. Es decir:

o Gljo)=G o) G,lje) o

Entonces

+—Re[6(ju)] —

Gl Im[G(jw)]

——
[1}

Gljw)=|G,(jo)|G,(jo)
£G(jw)= £G,(jo)+ £G,(jo)

En general, si se desea el diagrama polar de G(jw) = G,(jw) - G,(jw), es conveniente trazar primero el diagrama
logaritmico de G(jw) y luego convertirlo en un diagrama polar, en lugar de dibujar los diagramas polares de G;(jw) y
G,(jw) y multiplicar ambos en el plano complejo para obtener el diagrama polar de G (jw).

Escuela de Ingenieria Mecarnica - ULA_
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Una ventaja al utilizar un diagrama polar es que presenta las caracteristicas de respuesta en frecuencia de un sistema
en todo el rango de frecuencias, en un solo diagrama, la desventaja es que el diagrama no indica claramente las

contribuciones de cada factor individual de la funcion de transferencia.

Diagramas de Nyquist de Funciones comunes

Factores integral y derivativo G(jw)=(jo)"

El diagrama polar de G(]a)) = 1/](0 es el gje imaginario negativo ya que:

G(ja))z—:—j%:%z—gm

1
ja
El diagrama polar de G(]co) = JW es el gje real positivo.

Factores de primer orden G(jw)= 1+ joT }*

Para la funcién de transferencia sinusoidal

1 1

G(jo)= ol o Z—tan T
Para =0 G(jO) =1,0°
w=1T Im
1

Si w tiende a infinito, la magnitud de
G(jw) tiende a cero y el angulo de
fase tiende a — 90°. El diagrama polar 1
de esta funcién de transferencia es un
semicirculo, con centro en 0.5 sobre €l
eje real y radio igual a 0.5, cuando la
frecuencia w varia de cero a infinito, como se puede ver en la figura.

El diagrama polar de la funcion de transferencia G(ja)):1+ joT' es

simplemente la mitad superior de la recta que pasa por el punto (1, O) en
el plano complejo, y es paralela al eje imaginario. El diagrama polar de

G(ja))=1+ja)T es totalmente diferente al de G(ja)):1/1+ja)T.

Factores cuadréticos G(jw)= (l+ 2£(jolo,)+(jolw, Tl

Las partes de alta y baja frecuencia del diagrama polar de la funcién de
transferencia sinusoidal:

1
Gljow)= >0
be) 1 28(wjo,) Gajo,F T
Estén dadas respectivamente por:

limG(jw)=120°y lim G(jw)= 0 -180°

Im

¥

@n

(§: Pequena)

El diagrama polar de esta funcién de transferencia sinusoidal comienza en 1/0° y finaliza en 0/180° al aumentar w de
cero a infinito. Esto indica que la porcidn de alta frecuencia de G (jw) es tangente al eje real negativo.
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Tema 7. Andlisis de la respuesta en frecuencia

La figura presenta ejemplos de diagramas polares de esta funcidn de transferencia. La Im
forma exacta del diagrama polar depende del valor de la relacion de amortiguamiento &,
pero la forma general es la misma, tanto para el caso subamortiguado (1 > & > 0) como
para el sobreamortiguado (§ > 1).

Para el caso subamortiguado en w = w, se tiene que el dngulo de fase es -90°. Por
tanto, se puede ver que la frecuencia a la cual el diagrama corta al eje imaginario, es la
frecuencia natural.

El punto del diagrama polar cuya distancia al origen es maxima, corresponde a la
frecuencia de resonancia w,..

Para el caso sobreamortiguado, al incrementar & mas allé de |a unidad, el lugar de G (jw) tiende a ser un semicirculo, lo
que resulta del hecho de que para un sistema fuertemente amortiguado las raices caracteristicas son reales, y una de
ellas es mucho més pequefia que la otra. Como para un valor de & suficientemente

alto la ralz mas grande de la respuesta se hace muy pequefia, el sistema se : Imy

comporta como uno de primer orden.
b P ujﬂahhﬂw
Para la funcién de transferencia sinusoidal
2
. . 2 =
) w 0] w [ 2¢w w=0
Gliw)=1+24 22 |+[ 12| =[1- 2|, j[ 2 -
a% a% a& ah © ! Re
La porcién de baja frecuencia de la curva es: lim G(]a)) =1-/0°
w—0

La porcién de alta frecuencia es: 1im G(jw) = 00./180°

W—>0

Como la parte imaginaria de G(jw) es positiva y crece en forma monétona para w > 0, y la parte real de G(jw)
decrece en forma mondtona a partir de la unidad, la forma general del diagrama polar de G (jw) es como aparece en la
figura. El angulo de fase esté entre O° y 180°.

Imj

Retardo de transporte.

. —joT
Elretardo de transporte, o tiempo muerto G(]a)) =e , 8¢ puede escribir como:
G(jw)=1ZcoswT — jsinwT

Como la magnitud de G(jw) es siempre la unidad, y el angulo de fase varia linealmente
con w el diagrama polar del retardo de transporte es un circulo unitario, como se
puede ver en la figura.

Formas generales de los diagramas polares

Los diagramas polares de una funcién de transferencia de la forma:
b)) +b(jo) "+ KQ+jol, 1+ jeT,)---
G(jo)=bief thljol v Kl jol, Kt jol,
a(jo) +a(jo) +- (jof Q+jolf1+ joT,)-
Donde n > m o el grado del polinomio denominador es mayor que el del numerador, tendran las siguientes formas
generales:

1. Para A = 0 o sistemas tipo O: el punto de inicio del diagrama polar (que corresponde a w = 0) es finito y esté
sobre el eje real positivo. La tangente al diagrama polar en w = 0 es perpendicular al eje real. El punto
terminal, que corresponde a w = A, esta en el origen y la curva es tangente a uno de los ejes.

2. Para A =1 o sistemas de tipo 1: el término jw en el denominador contribuye con - 90° al angulo de fase total
de G(jw) para 0 < w < . Para w = 0, la magnitud de G(jw) es infinita, y el angulo de fase es igual a menos
90°. A frecuencias bajas, el diagrama polar es asintético a una linea paralela al eje imaginario negativo.
Ehw = 4, la magnitud es cero, la curva converge hacia el origen y es tangente a uno de los ¢jes.
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3. Para A =2 o sistemas de tipo 2: el término (jw)? en el denominador contribuye con -180° al dngulo de fase
total de G(jw) para 0 < w < 0. En w = 0 la magnitud de G(jw) es infinita, y el dngulo de fase es igual a
menos 180°. A frecuencias bajas, el diagrama polar es asintético a una linea paralela al eje real negativo.
En w = A, la magnitud se hace cero, y la curva es tangente a uno de los ejes.

En la figura se pueden ver las formas generales de las porciones de baja frecuencia de los diagramas polares de los

w
Sistema tipo 1 \Y

Sistema tipo 0

Bajas frecuencias

La tabla siguiente muestra diagramas

polares  de
transferencia comunes.

_J@am—Frangoia DULHOSTE

diversas funciones de

sistemas de tipo O, tipo 1y tipo
2.

Nétese que si el grado del
polinomio denominador de G (jw)
es mayor que el del numerador,

Altas frecuencias

los lugares de G(jw) convergen
Re  hacia el origen en sentido
horario. En w = A, los lugares
son tangentes a uno de los ¢jes,
como se ve en la figura para
altas frecuencias.

Im g Im
@l = o Tw=w
o Re 0] ‘I;e
W
J,I_MJ‘L T+ jwl _!.y?
faal
o e o
Im o Im o
jW"—i-w 1+ fwl — 7_‘_‘&_1
w=0 w=0
0 Re 0| 1 Re
Im
1
Y
Uu\:() w=®

1+ sty fijgJH + jew's)

\\%
W= 1

8] w=0 Re
o - »-
1+ jwTl w=0 Re
1+ fwaT
(o >1)
w?

Jollwd® + 20w,(jw) + w,?]

0

w=a

w

R

o

1+ jwdy
Jurlt+ fulp) (14 fwl)

i
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Ejemplos
1. Considere la siguiente funcion de transferencia de sequndo orden:
1
Gls)=———
s(Ts +1)

Trace el diagrama polar para esta funcion de transferencia.
Como la funcién de transferencia sinusoidal se puede escribir como

Gljo)=— e
jol+ joT)  1+a°T? a)(l+ a)2T2) Im,
La porcion de baja frecuencia del diagrama polar es:
limG(jw)=~T — joo =0/ —90°
0—0 -T
La porcion de alta frecuencia es: ! o [0 Re
lim G(jo) =0~ j0 = 0/ ~180° /4
W—>0 . [
En la figura aparece la forma general del diagrama polar de G(jw). :
Este es asintético a la linea vertical que pasa por el punto (=T,0). e
Como esta funcién de transferencia incluye un integrador (1/s), la ; é

forma general del diagrama polar difiere de las funciones de trans-
ferencia de segundo orden que no tienen un integrador.

2. Obtenga el diagrama polar de la funcion de transferencia siguiente:

- jal - 1
o004 o= "N g [

La magnitud y el dngulo de fase son, respectivamente,

. 1| 1
6(jo) - | _
Gle)=le L1+ joT| \1+0’T?

D

f
\
2

—joL

/G(jw)= Z(e_mL)+ 4(—] =-wlL-tan™ ol
1+ joT
Como la magnitud decrece en forma monétona a partir de la unidad y el dngulo de fase también decrece
mondtona e indefinidamente, el diagrama polar de la funcidn de transferencia dada es una espiral, como
aparece en la figura.
Nétese que en los ejemplos mostrados anteriormente se desarrollo el diagrama polar para una frecuencia w entre O e
infinito. El diagrama polar para una frecuencia entre menos infinito y cero seré la imagen espejo respecto al eje
real del diagrama para frecuencias de cero a infinito. Y el diagrama entre infinito y menos infinito seré siempre
el origen de coordenadas.

Analisis de estabilidad utilizando diagramas de Nyquist

El criterio de estabilidad de Nyquist permite determinar la estabilidad relativa de un sistema de control de lazo cerrado
como se muestra en la figura con el simple andlisis del diagrama de Nyquist del sistema de lazo abierto G (s)H(s).

U(s) Y(s) U(s) Y(s)

G(s) —> 1/H(s) H(s) = G(s)
] -
H(s)
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Criterio de estabilidad de Nyquist Imj
Plano GH
(Para un caso especial en que G(s)H(s) no tiene polos ni ceros sobre el eje jw)
En el sistema que aparece en la figura, si la funcion de transferencia de lazo
abierto G(s)H(s) tiene k polos en el semiplano derecho del plano s y
limg_,o, G(s)H(s) = Cte, entonces para que haya estabilidad, la gréafica de x 5 -
- Re

G(jw)H(jw) al variar w de —0 a oo debe rodear k veces al punto —1 + jO en
sentido anti horario.

Observaciones sobre el criterio de estabilidad de Nyquist

1.

Este criterio ee puede expresar comoZ = N + P
Donde:

Z = cantidad de ceros de 1 + G(s)H(S) en el semiplano derecho del plano s

N = cantidad de rodeos alrededor del punto — 1 + jO en sentido horario

P = cantidad de polos de G(s)H(s) en el semiplano derecho del plano s
Si P no es cero, para que un sistema de control eea estable, se debe tener Z = 0,0 N = —P, lo que significa
que hay que tener P rodeos antihorarios alrededor del punto —1 + jO.
Si G(s)H(s) no tiene polos en el semiplano derecho del plano s, entonces Z = N. Por lo tanto, para que haya
estabilidad, no debe haber rodeos alrededor del punto — 1 + jO por parte de la gréfica G(jw)H (jw). En este
caso no es hecesario considerar la gréfica para el eje jw completo, pues basta solamente con la porcidn de
frecuencia positiva. La estabilidad de tal sistema se puede determinar viendo si el punto —1 + jO queda
rodeado por el diagrama de Nyquist de G(jw)H(jw). En la figura se puede ver la regidn encerrada por el
diagrama de Nyquist. Para que haya estabilidad, el punto — 1 + jO debe quedar fuera de |a regién sombreada.
Se debe tener mucho cuidado al verificar la estabilidad de sistemas con lazos miiltiples, ya que pueden incluir
polos en el semiplano derecho del plano s. (Nétese que aunque un lazo interior sea inestable, se puede hacer
que todo el sistema de lazo cerrado sea estable con un disefio adecuado). Para determinar la inestabilidad de
sistemas con lazos mliltiples no basta la simple inspeccion de los rodeos alrededor del punto — 1 + jO por Ia
gréfica G(jw)H (jw). En esos casos, sin embargo, se puede determinar facilmente si hay o no algin polo de
1 + G(s)H(s) en el semiplano derecho del plano s, al aplicar el criterio de estabilidad de Routh al
denominador de G(s)H(s).
Si el lugar de G(jw)H (jw) pasa por el punto — 1 + jO, hay ceros de la ecuacion caracteristica o polos de
lazo cerrado, ubicados sobre el eje jw. Esto no es deseable para sistemas de control practicos. En un sistema
de control de lazo cerrado bien disefiado, ninguna de las raices de la ecuacion caracteristica debe quedar sobre
el eje jw.

En los diagramas de Nyquist se puede obtener también en forma gréfica los valores del margen de ganancia y del
margen de fase definidos para los diagramas de Bode, |a obtencidn de estos valores se muestra en la figura siguiente.

Al examinar la estabilidad de los sistemas de control lineales utilizando el criterio de estabilidad de Nyquist, se pueden
presentar tres posibilidades:

1.

2.

No hay rodeo del punto — 1 + j0. Esto implica que el sistema es estable si no hay polos de G(s)H(s) en el
semiplano derecho del plano s; en caso contrario, el sistema es inestable.

Hay un rodeo en sentido anti horario o rodeos del punto —1 + jO. En este caso el sistema es estable si la
cantidad de rodeos antihorarios es la misma que la cantidad de polos de G(s)H(s) en el semiplano derecho
del plano s; en caso contrario, el sistema es inestable.

Hay un rodeo o rodeos del punto —1 + jO en sentido horario. En este caso, ¢l sistema es inestable.
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_ Imj : Imi
Margen de ganancia Plano G Margen de fase Plano G
positivo ‘ negativo
1
=3
R; | 1
- 4 .
WA ’ Re -1 \ J Re
'Margen A ¢
de fase
positivo e 1 ] Margen de
(i) ' Ko~—"_ ___ ganancia
Gljw. Gljw) . negativo
Sistema Estable Sistema Inestable
Ejemplos

En los egjemplos siguientes, se supone que los valores de la ganancia K y de las constantes de tiempo (como T, Ty, y T3)
son todos positivos.

Imk

Plano GH

1. Considere un sistema cuya funcién de transferencia de lazo abierto esta

dada por:

K
Gls)H(s)=
(5)1(s) (Tus + 1T, +1)

Examine la estabilidad del sistema.

X

La figura muestra un diagrama de Nyquist de G (jw)H (jw). C

Como G (s)H(s) no tiene ningtin polo en el semiplano derecho del plano s,
y el punto —1 + jO no esté rodeado por el lugar de G(jw)H (jw), este
sistema es estable para cualquier valor positivo de K, Ty, y Ts. GjwH (jw)

2. Considere el sistema con la siguiente funcién de transferencia de lazo abierto:

Gls)= K
s(Tls +1)(T2s +l)
Determine la estabilidad del Im ﬂ\
sistema para dos casos:
(1) la ganancia K es pequefia,
(2) K es grande.

Plano GH Plano GH

N2
T
NN O

En la figura aparecen los
diagramas de Nyquist de la
funcién de transferencia de
lazo abierto con un valor
pequefio de K y un valor grande
de K.

La cantidad de polos de
G(s)H(s) en el semiplano
derecho del plano s es cero. Por
lo tanto, para que este

{Estable)
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sistema sea estable, es necesario que N = Z = 0 o que el lugar de G(s)H (s) no rodee al punto —1 + jO.

Para valores pequefios de K, no hay rodeo al punto —1 + j0. Por lo tanto, el sistema es estable.

Para valores grandes de K, el lugar de G(s)H(s) rodea al punto —1 + jO dos veces en sentido horario, lo que
indica dos polos en el semiplano derecho del plano s y el sistema es inestable.

Para lograr buena exactitud, K debe ser grande. Sin embargo, desde el punto de vista de la estabilidad un valor
elevado de K brinda estabilidad pobre, incluso inestabilidad. Se debe hallar una solucién de compromiso entre
exactitud y estabilidad.

3. La estabilidad de un sistema de lazo cerrado con la siguiente funcién de transferencia de lazo abierto
K\T,s +1
G(S)H(S) = (2—; depende de las magnitudes relativas de Ty y T,.

s?(Ts+1

Trace los diagramas de Nyquist y determine la estabilidad del sistema.

En la figura se muestran diagramas de G(s)H(s) para tres casos, Ty < T, Ty =T, yT; > T,.

Im)  Plano GH Imy  Plano GH Im}  Plano GH

Re

Tl < Tz T=T Tl > Tz
Estable Inestable

Para T) < Ty, el lugar de G(s)H(S) no rodea al punto —1 + jO, y el sistema de lazo cerrado es
estable.

Para Ty = Ty, el lugar de G(s)H(s) pasa por el punto —1 + j0, lo que indica que los polos de lazo
cerrado estéan ubicados sobre el eje jw.

Para Ty > T,, el lugar de G(s)H(s) rodea al punto — 1 + jO dos veces en sentido horario. Entonces,
el sistema de lazo cerrado tiene dos polos de lazo cerrado en el semiplano derecho del plano s, el
sistema es inestable.

4. Considere el sistema de lazo cerrado con la siguiente funcién de Img Plano GH
transferencia de lazo abierto
Gls)(5) =~
s(Ts -1)
Determine la estabilidad del sistema. o=
La funcidn G(s)H(s) tiene un polo (s = 1/T) en el semiplano derecho del Re
plano s. Por tanto, P = 1. w=-®
El diagrama de Nyquist de la figura indica que el punto —1 + jO es
rodeado una vez en sentido horario por la gréfica de G(s)H(s).
Entonces N = 1.ComoZ = N + P,resultaque Z = 2.

Esto significa que el sistema de lazo cerrado tiene dos polos de lazo
cerrado en el semiplano derecho del plano sy es inestable.
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Determine la estabilidad de un sistema de lazo cerrado que tiene la siguiente funcidn de transferencia de lazo

abierto: Imj

K(s+3 Plano GH
oloyr(s) = K1
s(s —l)

La funcion de transferencia de lazo abierto tiene un polo (s = 1) en el

semiplano derecho del plano s, w=—

osea P = 1.Elsistema de lazo abierto es inestable. -
Re

w=®

El diagrama de Nyquist que se ve en la figura indica que el punto —1 + jO
es rodeado por la grafica de G(s)H(S) una vez en sentido antihorario. Por
lo tanto, N = —1. Entonces, se¢ determina que Z = N + P es igual a
cero, lo que indica que no hay cero de 1 + G(s)H(s) en el semiplano
derecho del plano s, y el sistema de |lazo cerrado es estable. Este es uno de
los ejemplos donde un sistema inestable de lazo abierto se vuelve estable
cuando se cierra el lazo.

Considere el sistema de control de |a figura, que incluye dos lazos.

R(s) 3 Cls)
K(S + 0.5) 2
s°(s + 1)

G‘(S)

62(5,

Se pide determinar el rango de ganancia K que hace al sistema estable utilizando el criterio de estabilidad de
Nyquist. (La ganancia K es positiva).
Para examinar la estabilidad del sistema de control, hay que trazar el lugar de Nyquist de G(5s), donde

G(s)=Gy(s)G,(s)
Sin embargo, en este punto no se conocen los polos de G(s). Por lo tanto, hay que examinar el lazo menor por

posible presencia de polos en el semiplano positivo del plano s. Esto es facil de realizar utilizando el criterio de
estabilidad de Routh. Como:

e
La tabla de Routh es:

$/1 00

s31 1 0

s-1.0 0

2910 00

Nétese que hay dos cambios de signo en la primera columna. Por lo tanto, hay dos polos de G,(s) en el
semiplano derecho del plano s.

Una vez hallada la cantidad de polos de G,(s) en el semiplano derecho del plano s se traza el diagrama de
Nyquist de G (s), donde:
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G(S) = Gl(S)Gz(S) - %

El problema consiste en determinar el rango
de ganancia K para la estabilidad. Por
tanto, en lugar de trazar lo s diagramas de
Nyquist de G(jw)para diversos valores de
K, ee dibuja el diagrama de Nyquist de
G(jw)/K. En la figura se puede ver un
diagrama de Nyquist o diagrama polar de

G(jw)/K.

Como G(s) tiene dos polos en el semiplano
derecho del plano s, se tiene que Py = 2.
Como Zy = Ny + Py para la estabilidad se
requiere que Z; = 0 o Ny = —2.

Es decir, el diagrama de Nyquist de
G(jw)/K debe rodear al punto —1+ j0
dos veces en sentido anti horario. De la
figura se ve que, si el punto critico queda
entre 0 y — 0.5, entonces el diagrama de
G(jw)/K rodea al punto critico dos veces
en sentido antihorario. FPor lo tanto, se
requiere que —0.5K < —1

Entonces el rango de ganancia de K por
condicién de estabilidad es 2 < K.
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