UNIVERSIDAD DE LOS ANDES
ACULTAD DE INGENIERIA
METODOS NUMERICOS

TEMA 1

PROE. FRANZ RAIMUNDO




e £Qué son Los métooos
NUMmeéricos?

* Métooos numeéricos Yy
compdtaooras

* Aproximaciones y errores oe
rReoonoeo

» Cifras significatioas

* Exactitud y precision

* Definiciones oe error

* Ejemplos



A0uUP S0n LDS MPtodDS nUMEBricnsy

Los meétodos numeéricos son técnicas que
permiten formular proBlemas matemadticos oOe
forma que pouedan resoloverse utilizando
operaciones aritmeticas, para OBtener
soluciones aproximaoas.

Modelos matematicos :: > Solucion analitica
simples

Modelos matematicos > Solucién aproximada
complejos



A0uUP S0n LDS MPtodDS nUMEBricnsy

Solucion analitica Solucion aproximada
Variable continua Variable discreta

%T A x(?) %T A x(nT)
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Tiempo continuo Tiempo discreto
— - —

(a) (b)



MetodnsS numericns 4y computddorads

Antes de las computadoras los ingenieros solo
contaban con cuatro métodos para la solucion
de problemas

1. Algunas soluciones se encontraBan meodiante
métooos andliticos (exactos), sin emBargo La
solucion exacta esta oOeterminada por La
simplicidao oel proBlema (moodelos
matemadticos lineales, geometria simple Yy
pocas variaBles



MetndoS numericos y computadoras

Solucion analitica

Geometrias simples

: AN
‘,/' Pocas
L P
e 02 e . oariasBles
N~

Mooelos matematico
lineales

5x — 9 = 3(x — 2)




MetndoS numericos y computadoras

2. Para andalizar el comportamiento oe Los
sistemas se usaBdn soluciones graficas. Aunque
es posiBle oBtener soluciones graficas oe
proBlemas complejos, estas no son muy
exactas, aoemdas que sin el wuso oOe la
computaoora son extremaoamente teoiosas




MetodnsS numericns 4y computaddaora

3. Para implementar Los métodos numeéricos se
atilizaBan calculadooras y reglas oe cdlcualo.
Aunque en teoria estas aAproximaciones
OeBerian ser aoecuaoas, en la prdctica surgen
ciertos proBlemas, ademds los  cdlculos
manddles son Largos y teoiosos
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MetodnsS numericns 4y computddorads

4. Finalmente, los ingenieros pueden oBtener
0atos experimentalmente, meoiante La
faBricacién de un prototipo o moodelo
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El uso de computadoras

Desoe finales de Los anos 1940 el desarrollo oe
Las computaooras llevaron a una explosion en
el uso y 0esarrollo d0e Los mMétodos numeéricos,
a pesar oe su elevado en costo.

La constante eovolucibn 0e las computadoras
personales ha permitido que hoy en O0dia
muchas personas tengan acceso A pPoOerosdAs
capacioaoes oe coOmputo.



MetodnsS numericns 4y computddorads
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| ACM Chess Challengg

Garry Kasparoy
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IB Deep Blue
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Las computadoras...

Procesan instrucciones
Oe logica

oon rApidas y precisas

Resuelven operaciones
aritmeticas




MetodnsS numericns 4y computddorads

Mediante las computadoras...

1. Los meétodos numéricos se conovierten en
herramientas pooerosas para la solucion oe
proBlemas, capaces 0e manejar sistemas oe
ecudciones granoes, no Llineares y geometrias
complicaoas, comunes en la prdactica oe la
ingenieria




MetodnsS numericns 4y computddorads

2. En el transcarso 0Oe sy CcaOrrera, dn
ingeniero proBaBlemente utilizard software
OisponiBle comercialmente que contenga
métodos numéricos. EL uso inteligente Oe estos
pPrOgrAmMaAs oepenoe oOel conocimiento BAsico oe
La teoria O0e estos MEtooos.

I\N SYS ‘ ‘\ MATLAB

2
2S soLIDWORKS




MetndoS numericos y computadoras

3. Hay muchos proBlemas que no pueden
resoloverse Oirectamente en PROQRAMAS
comerciales, por Lo que si se tienen
conocimientos BAsiCOsS 0e Meéto00s NUMERrIicos Yy
programdcion es posiBle crear un programa
propio. Ademads, las licencias oe lLa mayoria oe

programas comerciales son Bastante costosas.



AProxXimaciones 4y errores

La mayoria 0e métodos numeéricos son mauy
claros en su oOescripcion Yy aplicacion, por lo
que Rresulta tentadoor iR oOirectamente al uso
Ooe estas teécnicas, sin emBArRYgo entenoer el
concepto 0e errOR es importante para utilizar
efectivamente estos métooos.

No oeBemos oloidar que Los métodos numeéricos
PROpPORCiONaAn  soluciones  aproximaoas, Las
caales oOifieren en cierta medida Oe solaciones
exactas (andaliticas), por lo que la pregunta
que OeBemos hacernos es ¢qué tanto EeRrROR Se€
presenta en los cdlculos y qué tan toleraBle
es?



ApProXimaciones y errores

Errores de redondeo

Los errores oOe reodonoeo se oOeBen a que la
computaoora solo pueoe rRepresentar
cantidades con un ndmero finito Oe 0digitos.
Comdnmente la cantidad oOe ndmeros con el
que se traBgja estd relacionada con las cifras
significativas oel moodelo matemdtico o
sistema.



AProxXimaciones 4y errores

Errores de redondeo y el “efecto mariposa”

EL OescuBridor oOel “efecto mariposa” fue el
meteordlogo teodrico estadounidense Edwarod
Norton Lorenz, quién mediante el estudio oel
clima 0esSCUBRIO el CAaos: pequenas
perturBdciones en la atmoéstera pueden
camaiar el clima en proporciones enormes.

En 1987 el término efecto mariposa oOespegd
gracias al liBro “Caos: la creacion oe und
ciencia’



AProxXimaciones 4y errores

El descubrimiento del “efecto mariposa”

Eoward Lorenz estaBa traBgjando en sds
investigaciones soBre el tiempo atmostérico,
meoiante mooelos matemadticos simples con la
ayuda oOe computadoras, cuanoo, en 1960,
oBseroO (que algo extranNno pasaBa CcUanoo
repetia cdlculos anteriores.

Al simular 00s meses Oe clima oBservd que los
cdlculos finales que salian por la impresora
no tenian aBsolutamente naoa que ver con lLos
odlores iniciales.



AProxXimaciones 4y errores

El descubrimiento del “efecto mariposa”

En an principio pensdé que la compatadora se
haBia estropeado, sin emBArRgo al mMIirRAr maAs
Oetalladbamente Lla solucidbn o©Oe su mooelo
matemadatico oBseruvO0 dalgo: los ndmeros que
haBia tecleadoo inicialmente no eran Los
nameros originales exactos, sino odlores
redoonoeanos que haia 0aoo la impresora en
un principio. Los errores redondeados iniciales
eran los cdlpaBles: se iBan amplificanoo
constantemente hasta oominar lLa solucion.



CiFrdSs Significadtivds

Cuanoo se emplea un ndmero en un cdlcdlo
OeBe haBer segurioad oOe que pueoda utilizarse
con contianza, por lo tanto las cifras
significativas O0e un ndmero son aqdellas que
pueoen ser dtilizadas en forma confiasle.

Por ejemplo el velocimetro y oddmetro Oe un
automooil ilustra perfectamente el concepto
Oe cifras significatioas.



CiFrdSs Significadtivds

Tres cifras significatioas

49,5
49,56423

¥

‘j"!‘?#:

'lltfflr;
o

Seis cifras significa



CiFrdSs Significadtivds

¢Qué sucede con los ceros?

Los ndmeros:

0,00001845
0,0001845 | > Cuatro cifras significatioas

0,001845

Mientras el ndmero 45300 puede tener tres,
cdatro o cinco cifras significativas oependiendo
si Los ceros se conocen con exactitud

4,53x10* 4,530x10* 4,5300x10°
7w =3,141592653589793238462643...



Exactitud y precision

La exactitao se refiere a que tan cercano estd
el oalor calculado o medido Oel valor veroaoero.

La precision se refiere a que tan cercanos se
encudentran, dnos o0e o0tros, o0iversos ovalores
calcaulados o meoidos.




DeriniCiones de error

Los errores numeéricos surgen oOel uso
0e dadproximaciones pdara Representar
operdciones Yy cantioades matemadaticas
exactas.

Existen Oistintos errores que se pueoden
calcalar  ourante el uso oOe los
MEéto0os numeéricos, entre Los que se
encuentran:

Error overoadero

E, =|Valor verdadero —Valor aproximado|



DeriniCiones de error

Error relatioo

Error verdadero
Valor verdadero

Error relativo fraccional =

Error relativo porcentual

|Va|or verdadero —Valor aproximado|
Valor verdadero

r— 100%



DeriniCiones de error

Ejemplos de error verdadero y relativo

Valor verdadero =10000 cm Valor verdadero =10 cm
Valor medido =9999 cm Valor medido =9 cm

E, =1lcm E, =1lcm
& =0.01% & =10%



DeriniCiones de error

Error aproximado porcentual

4

Métodos iteratioos

laproximacion actual — aproximacion anterior| 100%
. 0

€a

aproximacion actual



DeriniCiones de error

Errores 0e truncamiento

Los errores oe truncamiento son aquellos
que resultan al datilizar una aproximacion
en lLugar Oe un proceoimiento matemdtico
exacto, como por ejemplo Lla serie oOe
Taylor.

e p

a) »
5 = (x—a)" +R.

f(x)=f(a)+ f'(a)(x—a)+




DeriniCiones de error

Errores 0e truncamiento
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FIGURA 4.1
Lo aproximacién de f(x) = -0.1x* =0.15x° = 0.5x2 - 0.25x + 1.2 en x = | mediante



EjempLDS CALCULD dE Errores

Error relativo y errROrR aproximado
porcentual

Ejemplo 1. En matematicas a menudo se pueden
representar las fanciones mediante una serie infinita.
Por ejemplo La funcidon exponencial se puaede calcular
usando lLa serie oe Maclaurin.

NG & X"

e | LB S i i
| | |
21 3l n!

Empezando con el primer término oOe Lla serie Yy
agreganoo un término a la ovez, estime el ovalor oOe
F(x=0,5). Después 0e agregar cada término, calcale el
errROR Rrelativo y aproximado porcentadl, utilizanoo #
cifras significatioas.



EjempLOS CALCULD dE Errores

Ejemplo 1. Solucién:

Primer término Oe la serie.

e* =1

EL valor overdaoero oe la Funcion eovaluada en x=0.5 es:

e’ =1.648721

\Valor verdadero —Valor aproximado| i
Valor verdadero

gt = O%

= 1.648721-1
' 1.648721

100% = 39.35%

EL error aproximaoo es 100% para el primer término
Ooe la serie, ya que no se tiene una Aproximacion pRreovia.



EjempLOS CALCULD dE Errores

Segunoo término Oe lLa serie.

eX =14 x > e =1+05=15
Error relativo:

1.648721-1.5
g =
: 1.648721

100% =9.02%

Error aproximado:

laproximacion actual — aproximacién anterior| 100%
= 0

€a

aproximacion actual

15-1
¢, == ——100%=33.3%

a



EjempLDS CALCULD dE Errores

Tercer término Oe la serie.

2 2
B Y Sy U ) o
A A

Error relatioo:

1.648721-1.625
5. =

) 100% =1.44%
1.648721

Error aproximado:

162515

a

100% = 7.69%




EjempLDS CALCULD dE Errores

Resultaoos:

39.3
2 1.5 9.02 33.3
3 1.625 1.44 7.69
4 1.645833 0.175 1.27
5 1.648438 0.0172 0.158
6 1.648698 0.00142 0.0158



EjempLOS CALCULD dE Errores

Errores oe redonodeo

Ejemplo 2.1 Evalué el polinomio: Yy = x> —5x° +6x+0.55

En x= 2.73. Use 3 cifras significativas con corte Yy
eoalde el error relativo porcentudl.

Ejemplo 2.2 Eovalué el mismo polinomio del ejemplo
2.1, en x=2.#3 expresaoo Oe la siguiente manera:

y =| Xx(x—5)+6 |x+0.55

Use 3 cifras significativas con corte y eovalde el

errOrR Rrelativo porcentual. Compare con el ejemplo
2.1



EjempLOS CALCULD dE Errores

Ejemplo 2.1 Solucion:

EL valor veroaodero del polinomio evaluado en x=2.73 es
0.01191#7

AL utilizar tres citras significativas y redondear:
y =20.346417-37.2645+16.38+ 0.55
y =20.3-37.3+16.4+0.55=-0.0499

~0.011917 — (~0.0499)|
P 0.011917

100% = 518.73%

&



EjempLDS CALCULD dE Errores

Ejemplo 2.2 Solucion:
y =| X(x—5)+6 |x+0.55

y = :—6.1971+ 6]*2.73+ 0.55= [—6.20 + 6]*2.73+ 0.55

y = :—O.20]*2.73+ 0.55=-0.546+0.55

y =0.004

0.011917 — 0.004]
g =
t 0.011917

100% = 66.43%
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Error Oe truncamiento

Ejemplo 3. Se tiene la funcion:  f(x) = X"

Para m= 12 y 3 soBre el rango oe x=1 a 2, utilice lLa
serie Oe Taylor Oe primer oroen para estimar el
oalor Oe ¥F(x) en Oistintos ovalores 0e m. Calcule el
errOrR Oe truncamiento. Recuerde que Lla serie Oe
Taylor se expresa como:

A} o 2 f ()

f(x)=f(a)+ f'(a)(x—a)+
21 n!

(x—a)"+Rs



EjempLOS CALCULD dE Errores

La serie 0e Taylor Oe primer oroen para la funciéon
f(x), se puede expresar Oe la siguiente manera:

f(x +1)=f(x)+mx""h; h=(x +1)-x

Mientras el residuo Oe la serie oe Taylor serian los
oemds términos 0e lLa serie:

n (3)
R= ey h? +f—(xi)h3+....
21 3!

Al omitir términos en la serie, se producen ErRORES
Oe truncamiento en la aproximacion



EjempLDS CALCULD dE Errores

Para m=1 y x +1=2
f(x)=f@Q=@Q"=1 h=(X+1)—x =2-1=1

f(x +1) =1+1(1)1 (1) = 2

R f "(Xi) h2

(3)
L F90)
2! 3!

h®=0

Para lLa fancién de orden 1, el residuo es cero puesto
que la derivada Oe sequnOO Yy Tercer OrOen son Cero.
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Para m=2 y x +1=2
fO)=f0)=0"=1

f(x +1) =1+2()** 1) =3

ElL valor overdadero oe la Funcion es:

f(2)=(2)? =4
R ). f(g’(Xi)h3:1(2)+0:1
2! 3 2

Como se puede oBservdr, la oOiscrepancia entre el
oalor veroaoero y el ovalor aproximado es proOOUcto
Oel erroOr Oe truncamiento, dl omitir términos oe La
serie



EjempLDS CALCULD dE Errores

Para m=3 y x +1=2
fO)=f0)=0"=1

f(x+1)=1+3Q0)""(Q1) =4
EL valor verdadero Oe lLa fFuncion es:

f(2)=(2)°=8

(%) o 9 (x) B OV S ROl 2o
R= - h + o h—2(1)(1)+6(l)—4

EL residuo aumenta a medida que lo hace el
exponente Oe la funcidén, por lo tanto el error oOe
truncamiento es MmayoRr.



