§.___4L_: Cr.pe;a_niﬁn_ tie_ hallar los limites At

265.

266,

.
a.-]i.[i( 1-3 5+ 7F 3 B .t Bn—1) {En-I-fij)
o
lim 222 S 267, lim 2222,
TRy 2 +l N-+oQ =— .
e - P

Funeién de argumento continio '

En los ejercicios 268—-304 hallar los l1m1t95

268.
270,
272.

274,

276,
278.
279.

280,

281,

283,
285,

287.
288’
289.

291.

oo ERE e 23 —3z41
1 —wa-——“ o 269. lim e
z i —3
T 211 ﬁ{'ﬁ- PR
e #2—Jx41 v 343z 42z
R =l L e
(z—1)V 32—z & Baed—l 1 -
- = -§~ 275. :f_‘i__ E—T T ©
I 2
: Blz—2 £, By o
linll 2 — gl -1 2117 EP? ( 1—z 1-.-:3) i T
1 1
i [ — = | X
=2 L=
lim[ F—51i T 3@—3=1D) ]
1i ;:n— (myn son niimeros enteros).
eSS =
ﬂ.{-x [ Z"_Ex
=g 282, lim gt
- § b2 — 323
Snerrr 284. lim 73 ogs
o=y - D0
" z3 fie a2
;\I:LI:]o ( zé1 ....J;) 2 286. 11_11; (23‘3—1 T 2zk1 ) 3
; Bz% (2 =1) (322 z-}- 2) .
lim | = —_ - §
xim[ 2z-+1 hxd ]
1im {x—+ -1:}1?_1.{:.{,,2}50'.}.___+{m.|_-:|_(}[)}lﬂ
s 00 210 41010
; f".'c V- 1—y 2541
lim Y AL+ 290. lim LIty L
::-j-:-nm Yt r—z sroo Y FVf 11—y A1
lim ACE AT

Yoo} TEAZT ]2
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292,

294,

296,

298,

300,

302.

303%,

:c-rm T' -n"I-‘i—I- ’ ] &
1imw—':;’:‘_. 295, fim LBt
s x0 | 2B16—4
m-*%ﬂi. 297. lim TI‘:,—Vf .
e . x—+1 & —
LRV, umd R
h~+n )
; :
lim 2 +”—’/*“”. 301. lim LEt=Ve=b o)y
o * x> =
lim :: (r y m son niimeros enteros).
-l ! )
i KR SRR gy, g VI =Y/ B
g PR o z—1 A

305. gDa qué manera varian las raices de la ecuacién cuadrada
ax® + bz Jd-c = 0 cuando b y ¢ conservan sus valores constantes
(b % 0) y la magnitud a tiende a cero?

En los ejercicios 306—378 hallar los limites.

306.
308,
310.
311,
312,

-313.

314,
3i6.

lm (Vz+a—V 7). 807. lim (V22 +1 -V 2&—1).

:iil;m(Vx“_M—x) Y. 309. &I; 2(VEF1—a).
Jin (VEF o —a) o
EmW{Vﬁ—Eiu‘l—V.vﬂ—T:r+3).

l;“}; o E+1P— @ -1

3
lim 2% (V2 +1—V 2 —1).

1 :;‘__-a-ad
jimiats 815, lim MBEz,
sl ; 0
SEI o Mo tgx
by  Aelim o
lim A [or) (n y m son nimeros enteros positivos),

318.

+ En

separadamente

Ty ,_{BBI]. oy

log o Eamplu& en que se presenta z — - oo dehen ser congiderados
cgcasos do z -+ + o0 ¥ 2 > = oa,
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319.

321.

329,

331.

333.

335.

337.

338.

340,
342,
343.
344,

345.

347,

i A0S, 320.
A=} y
T A EE, 322.
a—e il +
i L 324,
T i—cmap [
tg ct—sen o
lim 202 326.
y T 1
lin (omete]. 826,
» cos.x
: : 330,
x]i?;l V (1—zen z)%
lim (—’;,i - .z) tg x. 332,
s
’ &
Ei'_lil (i -—2} tg‘ T. 334-
1.) cio8 ﬁ‘—'islin T 336.
x-:ﬂ cos8 2z
%
e
4 —=zen —
Iim 2
e i

2

€08 e (co’a f‘i——aeu %)

11 “2x— ATCSEN =
p:LI:‘,II 2x~-arctgz
< . 1—costx
Sy ol

2==0)
. i4stnz—cosx
1im £ .
1 —8enx —=CO05 x

w0
Ifm {1 —cos a)?

weg V3O —sendcr

Y=g

ny
78

lim ( sen
y-a

¥m 08 fa+.z:}-—uus {a—zx)

43

I

xljrin(thgm— —=) 389 lim -

2

e €080 —cos fz sen (a4-x)—sen (e —2)
a7 . lim =
o sen*o—senZfl
ey
i sm{a+-2h}—_23&n{a+h}+aena _
h=+0 h#
P tE{ﬂ-I-?h}—ﬂ}:zgid"i‘h}-l-tEa .
h=+0 :

. V_E—],fi-i-cns;z: s 1;’1+5&nr-—V1—san:¢
31?7 senz z ¥ 346. ]:'['_[,“u tg z L
i V1+zsenz=1 cosiz _
%=l

133%
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348.

349,

950",

351.

353.

355.
357.

359.

363,
365.
367.
368,

370.

372*,

374.

376.

—
t—cos )/ cos 2z
T

lim
el

-

V' T—arotg 9z — J 1 — arcsen 3z

lim

ewy |/ 1—arcsen2z— |/ i--arctg2z

T = § -1
im (35)

w

o 1y %
lim (1+)

o ($25)77

lim ( x:j: )ﬂ.

Ifin (1-{-?)"‘“.

lim (1 - sen z)*%° %,
a0

I B (k) *ij"‘"" .

x=0

352,

354.

356.
398.
360.

362,

364, lim (1 +tg®) )

366.

lim {z [In (x 4~ a) — In z}}.

lim ln.n:—:l: ;

xae Z—€

3 33-'4’—!.

Iim

z-+0 dz

lim—-———exz_'mz

5:4{} zk :
aanﬂ«: on &

_llm £ Es'“ :

A==l

lim 2 (e* —1). 377.

369.

373.

370,

lim (ch &z — sh z),

x-+t 00

'1im(1 4—%)! *

| end

lim (1 4+=)"
e x+1.
lm (F57)
Jim (FET)”
Lim (i -i--gz—)x.
iifﬂ(—ﬁ%]
™

]

1{m In {a+:r}+— Ina .

e &
h-r{l b
dim -—E.;:-.
e g e
.. EE—EE
e
1 ,;m:._,gb:t
L1Ih - = ¥

20

378.

Kmie =00

lim th z.
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Diversos -;_Im_!_it_es
En los ejercicios 379-=401 hallar los limites.:

379. Mm %l, Considerar separddamente los casos en que
= DO ' i
n es: 1) un namero entero pci‘s;iti\ru, 2) un niimero entero negativo,
3) cero. .

380. 1im t{sz-E-Vx’-}—i-—IVE}

o cxedem
af—gx '
381. xl‘f:,'w—i (a>0). 382. x_l;ﬂ;# (a=0).
383. lim se;.-r . 384. lim Mtﬁ.
. w00 J
s X8R E . arcsenr

8-

287. lim sen (a-}-3k) — 3 sen {q+'§:}+3m{a+m_—»aena )
hes0
388, lim tg?z (Y 2sen®z-3senz-4—) sen®x +6senz4-2).
W
. i—cos{i—cosz)
389. 1 :
it} L
390, :l-ﬂ (cns--‘%.-rcns % ses €08 TnL') i
394. lim 22 (1-:;4::5%). 392. 1im (cos /T +1—cos Vo).
393%. _-}Lﬂm (arctg ":j_; -%) f
394, E}g x (arctg -H —arctg ﬁﬁ') !
. arcsen r—arctgr o Loy
.ty SIS 6, i (14-L) 0.
1
397*. lim (cos z)™" ~. 398. lim 2582
] E]
Ben x 1
399. lim {ZZ22) T 400. lim (cosz+senz) ™.
=i} 2 F=e0
3 i
3

491. lim (cosx+asendz) ™.

x={)
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Comparacidn de magniiudes infinitesimales

402. La magnitud infinitesimal u, toma los valores

1 1 1
H|=i, EE:T, ua-:T,..-, U,-,:-n-,....,.
v la magnitud infinitesimal v, respectivamente
| 1 1
U‘iﬁ‘i, Ua%'—é‘r, U3—I TR Pp By il

Comparar u, y v,. ¢Cuil de las dos es de orden infinitesimal superior?
403. La funcién u,, toma los valores

3 8 nt—1
uy =0, Hps=rgry HaFVgmy veen BT g '
y la funcién v,, respectivamente ‘

5 10 X nid-4
U1=2, vgm—ﬂ—l U3=IT,..., g '—i_"""

Comparar estas dos magnitudes infinitesimales.
404. La magnitud infinitesimal , toma los valores

1 2 -1
=0, Up==—, Us=rg s +ory Un=-—g—, c0uy

v la magnitud infinitesimal v,, respectivamente

5 T 2n+1
IJ'|=3, L’E:T? Haz'?, "aely Uy = n—:

= & &

Comprobar que u, y v, son infinitesimales del mismo orden, pero
no equivalentes.

405. Las funciones y = 1;"‘ ey=1-—-12z son infinitesima-

les enando z — 1. ;Cudl de las don es de orden infinitesimal superior?
406, Dada Ja funciém y = 2*, mostrar que Ay y Az cuando Az — 0
y Az =£0, son infinitesimales del mismo orden,
Cﬂmpruhar que la magmtud Ay es infinitesimal de orden superior
que Az cuando z =0.
«Para qué valor de = son equivalentes los incrementos Ay vy Azt
“407. Comprobar que las magnitudes infinitesimales 1 — &

vy 1 — ¥ zson del mismo orden infinitesimal cuando ..":--a-‘l
¢Son  equivalentes?

408, Sea z — 0. Entonces }Va +2° — [ a (a > 0) es una magni-
tud infinitesimal. Determinar su orden respecto a x,

409. Definir el orden, respecto a z, de la funcién infinitesimal
para  x—»{: :

. 5 9y YRV EEdl) g T
1) a®4-10002% 2) ¢/ 2—V'z; 3) e e o
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410. Demostrar que los incrémentos de las funciones i = aVz
vy 1 = ba® para x> 0y para el incremento general Az — 0 son del
mismo orden infinitesimal. ¢Para qué valor de 2 son equivalentes
(a ¥ b son distintas de cero)? _ -
411, Mostrar que cuando z=»1 las magnitudes infinitesimales
f-z2ya(l — ﬂ], donde @ ==0 y k es un nimero entero positivo,
son del mismo orden infinitesimal. ¢(Para qué valor de & son equiva-
lentes? : :
. 412. Demostrar que las funciones sec # — tg 2z y ® — 2z son
infinitesimales del mismo orden cuando z — n/2. ;Son equivalentes?
. 413. Demostrar que las magnitudes infinitesimales & — ¢*
v sen 2x-— sen z gon equivalentes cuando x— 0. '
414. Definir el orden de la funcién infinitesimal respecto a z
cuando z — 0

) Vi+y z—1 2) VIiF—1—Va 3) eVit;
4y esenx—q; 3) In(14+Vzsenz); B6) Vi-l_—.tztg_-’l.;;

7) e*—cozz; 8) ¢ —cosz; 9) cos z— 3/ cos z;
10y sen(V T+z—1); 11) In(14+28)—23/ (=15
12y aresen (V4 z* — 2).

Algunos problemas de geometria

415, Consideremos un tridngulo eguilitero dé lado a. Sus tres
alturas sirven para engendrar un nueveo tridngulo eguildtero y asi
sncesivamente n veces. Hallar el limite de la suma do las areas de to-
dos los tridngulos cuando 7 —» co.

416. Un circulo de radio R lleva inscrito un cuadrado; éste, lleva
inserito un circulo el cual, a su vez, tiene inscrito un cuadrado, y asi
sucesivamente n veces. Hallar el limite de la suma de las Areas de
todos los circulos y el de la suma de las dreas de todos los cuadrados
cuando n == 0o.

417, Un tridngule isdsceles rectdngule cuya base estd dividida
en 2n partes iguales lleva inserita una figura escalonada (véase la
fig. .15). Demostrar que la diferencia.entre el drea del tridngulo y la
figura escalonada es infinitesimal cuando » crece infinitamente.

‘418, Un tridangulo isésceles rectingulo cuyo cateto es igual a a,
tiene dividida su hipotenusa en n partes iguales. De los puntos de
divisién estdn trazadas rectas paralelas a los catetos resultando una
linea quebrada, AKLMNOPQRTRB (véase la fig. 16), cuya longitud
es ignal a 2a para cualquier n. De ahi que el limite de su longitud es
igual a 2a. Pero, por otra parte, la linea quebrada va aproximandose
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infinitamente & la hipotenusa del tridngulo cuando n crece infini-
tamente. Por consiguiente, la longitud de la hipotenusa es igual
a la suma de las longitudes de los catetos. Este razonamiento encie-
rra un error. Hallarlo.

T

7
- il
% | AL g

% LM
DN

NN
&:

=

L

DN

o

Z

Fig. 15 _ Fig. 16

%19. Ll segmento AB cuya longitud es a, estd dividido en partes
iguales por n puntos, desde los cuales se han trazado rayos en dngulos

AQ&MME )4'3
. 2 . O

Fig. 17 Fig. 18

&%‘—{véas& la fig. 17). Hallar el limite de la longitud de dicha linea

quebrada cuando n ¢rece infinitamente. Comparar con el resultado
del ejercicio anterior.
. 420. El segmento AB cuya longitud es a estd dividido en n partes
iguales; Los pequeinos segmentos resultauntes sirven de cuerdas y sub-
‘tienden arcos de cireunferencia, cada uno de los cuales es igual a n/n
radién {véase la fig, 18)., Hallar el limite de la longitud de la linea
resultante cnando n-= co, $Cémo cambiaria ‘el .resultado si lag'cuer-
das subtendiesen una- semicircunferencia? - :
421, Una circunferencia cuyo radio es R estda dividida por r. pun-
tos M,, My, . .., M, en partes ignales. Cada uno-de los referidos
puntos sirve para trazar desde él un arco do-eircunferencia (cuyo
radio es de r) hastd que se corte con otros arcos trazados desde:los
puntos vecinos (véase la fig. 19), Hallar ol limite de la longitud: de la
linea cerrada resultante euando n crece infinitamente. '
422. Dos cireulos de radios R y r respectivamente (H:>>r1), to-
~¢an el eje OY en ol origen de coordenadas y estdn colocados a la dere-
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L = Ak

cha del eje (véase la: fig. 20). ;De qué orden, respecto a x, son el seg-
mento infinitesimal MM’ yel dngulo infinitesimal « cuando z — 07

Fig. 19 Fig. 20

423. El segmento lineal OP une el centro de una circunferencia
con el.punto P, que se halla fuera de aquélla. De ésto trazamos una
tangente PT a la circunfereneia. Del punto 7 hajamos una perpendi-
cular, TN, sobre la vécta OP. El punto de interseccién de la recta
OP. con la circunferencia es A. Demostrar que los segmentos AP
vy AN son “infinitedimales: equivalentes cuando P —'4,

424. En-los puntos extremos y medio-del arco AE de una circun-
-ferencia se han trazado las tangentes v los puntos 4 y I so han unido
poruna cuerda. Demostrar que la razén de las dreas de dos tridngulos
resultantes: tiende a 4, disminuyendo infinitamente el arco AR.

'Prnbiamas de cdlculo

425, Partiendo de la equivalencia de las funciones V' 1+z—1
_y_-;—.x, cuando a0, calenlar aproximadainente: 1) Y 105;

2) V912; 3) V260; 4) YV 1632; 5) V0,31, 6) 110,021,

- 426. Mostrar que las funciomes /' 1 4+ — 1 y z/n son infinite-
simales equivalentes euando z — (. Valerse de. ello para calcular
aproximadamente las raices: 1) /1047;2) 1/ 8144; 3) ¥/ 1.4;
4y 5/ 1080. Hallar-el valor de las referidas raices en. ]a tabla ]oga-
ritmica.. Comparar los resultados. = . . ; i

427. Valiéndose de la equivalencia do 1n: [1 4 a-) vz cuanda}
;-:—s-ﬂ caleular apmxlmadamente los logaritmos naturales (neperia-
nos) de los siguientes niimeros: 1,01;-1,02;-1,1; 1,2.:Hallaz los loga-

ritmos: decimalos de los mismos numeros y mmpm'arlug con los datos
presentados en ‘la tahla.

§—0176
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Derivada y diferencial.
Calculo diferencial.

§ 1. Derivada. Velocidad
de variacién de la funcién

Algunos problemas de fisica

428, Dada la ecuacién del movimiepto rectilineo del punto:
s =5t -+ 6,

hallar la velocidad media del movimiento: a) en los primeros 6 se-
gundos, b) en el intervalo de tiempo transcurrido entre el final del
tercer segundo hasta el final del sexto segundo.

429, El punto M va alejindose del punto inmovil A de modo gque
la distancia AM aumenta siendo proporcional al cuadrado de tiem-
po. Al transcurrir 2 min desde que comenzé el movimiento, la dis-
tancia A M era 1gua1 a12 m. Hallar Ia velocidad media del movimien-
to: a) en los primeros & min; b) en el intervalo de tiempo desde
t = 4 min hasta ¢ = 7 min; ¢) en el intervalo de tiempo desde? = t,
hasta t = i,.

430. Dada la ecvacién del -movimiento rectilineo:

g=f4—,

hallar 1a velocidad media del movimiento en el intervalo de tiempo
desde ¢ =4 hasta ¢ = 4 - At, poniendo At = 2; 1: 0;1; 0,03.
431 Un cuerpo efectda la caida libre de -&cunrdq con la 1e}.r*s —

'--—~ donde g'(~ 9,80 mf’s"’] es la aceleracin de 1a gravedad. Ha-

llar la velocidad media del movimiento en el intervalo de tiempo ‘desde
t =5 s hasta“(i - At)s, poniendo At = 1s; -0;1s; 0,05's;0,001s;
hallar 1a velocidad del cuerpo en caida libre al fmal del qumto y-del
décimo segundos. Obtener la férmula de’la’ velnmdad del auerpo en
caida libre para cualquier momento:de’tiempo .

. 432, Consideremos una barra delgada de Eﬁtl‘llﬂt‘l.lr& heteragenaa
AB cuya longitid L= 20 cm. Lamasa de'un segmento A M aumenta
proporcionalmente al cuadrado de la distancia entre el punto M



