Cap. 111, Derivada y Diferencial

1

{—Ins
581. y=m.
583, y=2a"lnaz.
585, y=In(1—2z),
587. y=1Insen z.
589, y=Intgaz.
991, y=In*senz.

- y=(1+lnsenx)".
y=lnarctg V' 142

y= 'Vln sen 3_:3 5

580, y= I':,:r :
Inz
582. y= ol
584, y= Vm
586. y=In (2~ 4z).
588. y=1logz(z2—1).
590. y=1n arccos 2z,
592, y=arctg [In (ax--b)].
584. y=1log, [log; (logsz)).
596. y=arcsen®1n (a® - 2%)].

Funciones ezponenciales

En los ejercicios 598 —633 derivar las funciones que se indican.

598, y=2%
601, y=-—.
804 y=-3. 605, y
607. y=aefx

610, y=ua—3"

612, y=(a2—22--3)¢".
1—10=

614. y=w.

616. y=a¢* (cos x4 sen z).

618] y=1023,

620.. y =sen (27).

622, o qsenss,

62‘1.- :y=23x:.

626, y=son (¢v+ix-2). -
628, y= eVinteronta,

630,

y=ae" az?‘z-_

602. y==z-10%

- zs_'_gx
————

05
608. 1= Tz'-

599. y=10% 600 y=-.

603. y= ze*.
606. y=ecosx.
609. y=2M%,
6il. y=Y 11

-4 ex
613, y=ttor.
= o
615. y:i'i'—:-"&l
617, y=e.
619, e Ve,
621, y= geenz,

623. y=earesenlx,
- 625 y=seVinE,
627,y sorpQh ~sent 3=
© 629, y=Ilusen  aretg 6%
2

631, y=u% o.

632. y = Ae~%**sen (or 4 «).” 633. y = a™2".
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Funciones hiperbélicas
En los ejercicios 634 —649 derivar las funciones que se indican.

634. y=sh®z. - 635. y=Inchuz.

636. y=arctg (th z). 637. y=th (1 —a?).

638. y=sh*z-fchz. 639. y=ch(shz). :
640, y=Vchz. 641, y=eonx, ’
642. y=th (Inz). © 643. ,::..-\:shx—chz

644, y=7/ (1Fthizp®. - 645, y=— zh——?_.ms;._

646, y= ) E‘Hi_:

7. —--th '1/'2 1+1/2'th.~c

-3 x+ 1—)Zthz "

648, y= ; ch 2x+ ]/x sh2z. 649. y=a2a%"" cosech .

Derivacion logaritmica
En los ejercicios 650 —666 derivar las funciones que se indican

aplicando la regla de la derivacién logaritmica.

650. y = x**. 651. y = &%,
652. y = (sena0s ), 553- y = (ln x)*.
654. y = (z + 1)¥™. 655. y = 2% sen 2z.

656. y= (r_'i)ig‘fﬁ. 657, y=zlnw,

658, y=£:_/%}[_§23. 659. y=} zsemzy 1—¢.
660. y= ]/;:;;E:E:. §ts s,

662. y=-azson=, 663. g:(ﬁ?)‘.

664. y=2V% 665. y= (a2 1)"""

666. y= |/ ’Egz_“'j;z’ :

Funciones diversas

En los ejercicios 667 —770 derivar las funciones que se indican.
667. y=(14 7 z). 668. y:atg(%—-{- b).
669, y=1/1+V 2pz. 670. y=arctg (22— 3z 2).
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671.
673.
675.
677.
679.

681.

683.

685,
687.
689,
691.

692.
693.

695.
697.
699.
701.
703.

705.
706.

707.

709,

711,
713.

y=lg{z—cosx).
£ 4 £ n
y=5tgs+itg g

y=sen 3 sen 2.

y=y'/ 2 -8
1 yto
y“_(ﬁ-l—ﬁ) .
§ = g3 (:n?-—:r-q-%]'.
1 3
y='_i/.—§‘81t‘lg%;—z.
y=sontZotg 5.

y=In (1+Va3+:;5).
y=VI1+igZe+ig-z.

672. y=3costzr—cos®z.
1

674 Y=,

Vet V=
676, y==sen..etosx
678, y=-e-**Inz.

- r+1

680. y=arctg e
682, y=2802,

tg 5 +otg o
684. y.—.-%
; _ Va2
686, =
688. y=zavelg )}/ z.
690. y=cos2zInz.

y= % arclg x -1—!% H[‘Gt_gTi% u

i = arcseq (n sen x).

y = arcsen  sen x.
y=a—) T—zarcsen z.
WY 7 e
y =sen® (-—1 “’:M ) :

1—=zx
y=arety ‘/ g

y=xaresen (1n ).

y=cosz )/ Tfgenz.
2z-H1

Y= 0,4 ( GﬂSwT — sen 0,83’.‘ )-2 :

y=.; z-10VE,

y=71narcig T_%_-—; i

Y V.l +z 'Vx_-l— 3o
¥y

¥ V 1T-Fsenzz

694.
696.

698.
700.

702,
704,

708.

710.”

712,
714.

1, i
= L wenb 32— — sen®
y =g sen 32— 3z sen® 3.

Arcsen
""_2 .

arccos |/ 1 — 3.

y=log; (z* — sen z).

i =108

:a:-1'—'||/’1_—-:_z
y:]n—x_-
{—ex
y=tg ‘l—i~_!."':'
.
V=@

y:]ﬂ—-1—_~__— .
: 2} -1
y= zz']/‘l +Vz.

y=a® arctg &°.
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S g DBBE, ., 716. -y =arcsen # 4+ T—22
" Y Tncosz s ; 2
4z D
7. y ﬁi’%‘;z_ 718, y=eli®,
79, y=In 155 720. y=10ste=,
721. y=sen?z-sen z*. 722. y= ]j% o
723, y=z )/ 4= 72y fln {22 — Larctgz,
725. ¥ =21-n_'x, oot
T, TR Tr— B=—=T
726. y=V(a—z)(x—b)— (a—b)arctg ]/ =—-
sen 3r 1_‘:5
727- :m- 728. =€ 14,
729. y=V ¥ —aF —aarccos =.
780, y=VFEFT=1n (L +)/1+%).
i senfz |, costx
781 y= Ttegz | i+igs "
732, y =ln(.r-{-|/ 32'—1}—#-
733. y=¢"(asenz—cosa). 734, y=uwzel-cvsx,
735. y=@. 736. y=¢*(sen 32— 3 cos 3xz).
737, y=37%arcsenz+ (2 4+2)Y 122
/5T, S ;
Vi +e~ V=
739. y=~2arcsen z—E2 —V2¥ax—22.
740. y=1n(e*cosz e ™sen x).
? _dd-rarctgz . : 1
741, y———-—vm 742. y—m.
743. y=¢*sen x cos® . Tah. y=y 946 2.
745, y=z—In (2" +1 4V & 14+ 1).
. = earetg VTR T, y=_ .
T46. y = earclg ¢ 1, b ¥ e
748. y=Intg -—} —ctgeln(14senz) —az.
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749, y=2In(2z—3) 1—4z%) —6arcsen 2x.

750. y= 3'2 L pin YTFZ+arctga.
751. y~1 (3—9:}]/‘1 07—+ 2 arcsen S+ 1/' ;
752, y=Iln(zsenz)/ T—2%). 753. y=z) 1f2lsenaz.

z4+2(3—a)t = T s
T pe l‘(&“{?ﬁ_ﬂ" 75 y=y¢/ (I +aeVH)
756. y= ‘}« eﬂ-nmta:—h%lnxﬂ.

\ : 1415
. senz |, dsen 3 2
7. y= Feostz 1 Scosﬁzz +Ehl s e
L 1-—-tg-£-

e arcty x § — x2) gl x

758- y=r—IBnTrc:xL. 759. y:%ﬁ'
-hx

760. y=zV (#+a*P+
761. y=.«:(arcsenx)3—2x+2Vi—x3arcsen:c.

762. y=1ncosarctg ‘x_z ki

(VB

764. y=_llll—;..L—lJl 2x_!

1
VE—z+1 ﬁ 1[3
765. y= _"’{_!‘.if:...._v.:;:i +2 arctg Vm'

763. y=

Vite+V 11—z
766. BT, 767, y= /{;
zldox41 2z+l,J_
768. -—ln l/z‘—x+1+2]f (arctg Vi arctg V"?f

769. y= ar_cccsf—i,;;-:- .

1n (4222 +VE Vs oty br—1

770' s 1+82'.9 + 1 prEy s Vi

VEFE+2 n (a4 VFF ).

7’?1 Demomrar ‘gque la funmon y=1n 1 satisface la relacmn

1+
a:y’—i-i—e” + Frtd 70 |
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772. Demostrar que la funeion
Y= 42 s VEFI4 MY 2 FV 2 F1
satisface la relacién 2y=xy' 4-Iny".
773. Demostrar que la funcién y=
cién (1 —a?)y' —zy=1.
774*. Caleular las simas

a) 4 + 2z + 828 . . . 4 na™ 1
b) 24 2.3z 343 4+ ... 4 n(n — 1)

arcsen

satisface la rela-

Funciones inversas

775. Supongamos que la regla para derivar la funcién potencia}
fue establecida s6lo para un exponente entero positivo. Deducir la
formula para derivar la raiz, aplicando la regla para derivar la fun-
cién inversa.

776. z=efreseny; hallar la expresién para %‘E mediante y, medijan-
te x. )
777, t=2—3s-}5% expresar % mediante s.

gL 1+4v | se o du dy
T78. u_ufln =1 comprobar la relacion E'E_i'

779. Teniendo en cuenta que las funciones arcsen }/ z y.sen? = son
reciprocamente inversas y que (sen 2 z)’ = sen2z, hallar (arcsen J'z)".

780. Designemos la funcién, inversa a la funcién potencial expo-
nencial y = 2%, por el simbolo @ (z), es-decir, supongamos que de
¥y = z¥ se deduce x = & (y). Hallar la férmula para la derivada de
la funcién y = o (2). i

781. Las funciones que son inversas a las funciones hipebolicas
son designadas por los simbolos Arsh z, Arch z, Arth 2. Hallar las
derivadas de estas funciones.

782. s=te~t: hallar L.

ds
783. y:-:-:—_,"—fr. Expresar % mediante z, mediante y. Mostrar
4l fieion AL, 8=
que es vilida la relacion R =1,

784, 2=y —4y+1. Hallar 2L,

785. t=arcsen 2. Hallar la expresién para % mediante s, me-
diante .
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786. Comprobar la validez de la relacion j-’i.&i.:i, si zey

dy
se relacionan por medio de la dependencia:
Hy=a+tax+b 2 y=z"
HNy=In@ —1).

Funciones dadas en forma implicita

787. Aplicando Ja derivacién mostrar que las derivadas de los
dos miembros de la igualdad sen 2z = 1 — cos® = $on idénticamente
iguales entre si. :

788, Aplicando la derivacién mostrar que las derivadas de los
dos miembros de la igualdad

2eenfr—1 , cosx{2senz-1)
€08 X + 1+senz =tga

son idénticamente iguales entre si.

789, ¢A qué es igual el coeficiente angular de la tangente a la

2 2 AT

elipse —xg--i-”T =1 en el punto (1, 2y

790, ¢éA qué es igual el coeficiente angular de la tangente a la
hipérbola zy = a (@ = 0) en el punto (a, 1)?

701, ¢A qué es igual el coeticiente anguler de la tangente a la
circunferancia (z — 1) -+ (y 4 8)* =17 en el punto (2, 1)?

En los cjercicios 792—812 hallar las derivadas de las funciones
y dadas en forma implicita.

4 1 1
702, 54 4o =1, 798, BT =al.
794. 28 +y% — B azy = 0. 795. y® cosz = a®sen 3z
796. y® — 3y - 2az = 0. 797. y* —2zy + V* = 0.
798. 24 4 yt = 2%y 799, 2 - aa?y 4~ bay® + ¥ = 0.
800. son {ay) -+ cos (zy) = ig (@ + y). 801, 2% 42V = 2%V,
802. 2y lny = x, 803. z —y = arcsen z - arcsen j.
804. 3V = y*. B05. y = cos (z + y). :

2 2

g ’
806. cos(zy)=x. 807. 2%y == gt
808. y = 1 -+ xe".

809, @ seny —cos y + cog 2y = 0.

810. tg-,z =¥ mtg-z—. ;

811. y sen = —cos(z —y) = 0.

812. y = = ~ arctg y. .

813. Mostrar que la funcién y = définida - por la ecuacion
zy—In y =1, satisface también la relacion

Pt (ay— 1) g =0.
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Aﬁfﬁc&zﬁiéﬁe& de !a de}iﬁaéa
814, En la parébu]a y == z% 8¢ lan marcado dos puntog cuyas
abscisas son z, = 1, z, = 3. Por éstog puutos pasa la secante. ¢En

qué-punto dela parébola la tangente a ésta es paralel.a a la secante
trazada? .

"815. Una cuerda esth, t,razads. de manera que pasa por el foco de'
la pardbola y es perpendicular al eje de ésta: Por los puntos de inter-
seccion, de la cuerdd-y-la, parahola pasan tangentes. Demostrar que

" e’ cortan en_ 4ngulo Tecto. -

" 816, Escribir la ecuaci6n.de la tangente y de 1a normal a la hi-,
pérbola .y = 1/z en.el_punto cuya ahsclsa es z = —1,’2 Hallar la
subtangente y la subnormal. :

817. Mostrar ‘que el -segmento-de la tangente'a la hipérhola y &=

__ comprendido entre los ejes de conrdanadas estd dividido en ‘dog

partes iguales por el. punto de contacto, .

818. Mostrar que respecto a la hipérbola. zy = a el drea del tri-
éingulo formado por cualquier tangente y los ejes de coordenadas es
igual al cuadrado del semieje de la hipérbola, . -

819. Un punto mévil se desplaza sobre una recta de modo que
su distancia s del punto inicial al cabo de Z 3 es igual a s——i —
— 48 4+ 15382,

a) ¢cEn qué momentos se encontrd en el punto inicial el punto
referido?’b) ¢En qué momentos fue igual‘a cero su velocidad?

820. Un cuerpo cuya masa ed de 3 kg efectia movimiento rectili-
neo de acuedro con la ley

s=1+t+9
s viene expresada en centimetros, ¢, en segundos.. Determinar la
energia cinética (-—"’213-) * del cuerpo-al cabo de 5-s al iniciar el movi-
miento." R

824. El 4ngulo o de giro de una pnlea én funcién del tiempo ¢
viene expresado por la funcién o = £ + 3¢ — 5. HalIar la veloci-
dad angular para £ =5 s.

"822. Una rueda gira de modo que el angulu de g1ro s proporcio-
nal al cuadrado de tiempo. La primera vuelta ha sido realizada en 8s,
Hallar Ia velocidad angular @ al c.abo de 32 s al comenzar el movi-
miento. b

823, El dngulo 6, que se forma al dar una vuelta una rueda, al.
cabo de ¢ segundog, es igual a @ = at® — bt -+ ¢, donde a, b; ¢ son
constantes positivas.- -Hallsr 1a_velocidad angular @ ‘de la rotacién
Idf ?la ‘rueda. ¢En qué momento es igual'a cero 14" velocidad a.ngu-

g
50178
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824, La cantidad de electricidad que pasa por un conductor a par-
tir del momento de tiempo £ = 0, se calcula con la t6rmula siguiente

Q= 2* + 3t 1 (culombios).

Hallar la intensidad de corriente al final del quinto segundo.

825. En la linea y = z® (z — 2)2 hallar los puntos en los cuales
las tangentes sean paralelas.al eje de abscisas.

826, Mostrar que la-linea'y ="a® + 5z — 12 en todos sus puntos
ests inclinada hacia el eje Oz, formandosé entre ellos un dngulo agudo

827. ;En qué puntos de la linea y = a®+4 z — 2 la tangente
a ella es paralela a la recta y = 4z —1?

B28. Formar lag ecuaciones de lag tangentes a la linea y = x —%

en los puntos de su ‘interseccién con el eje de abscisas.

829, Formar la ecuacién de la tangente a la linea y = 2° - 32* —
~- 5, 'perpendicular a la recta 2z —6y 4 1 = 0.

En los ejercicios 830 —833 formar las ecuaciones de la tangente!
y de la normal a lds lineas Gue se indican.

830. y = senz en el punto M (x,, ¥).

831. y =Inzen el punto M (z, ¥o)-

ad
832, y= 4‘:?:_ — en el punto cuya abscisa es z=2q.

(cisoide) en el punto M (zy, yo).

23
833. »* -
834. Mostrar que la subtangente a una pardbola de n-ésimo. orden,
‘= £ es igual a % parte de la abscisa del punto de contacto.

Indicar el modo de construir la tangente a la linea y = 2".
835. Hallar las subtangentes y las subnormales a la linea y = 2*,
y® = 2%, zy* = 1. Indicar el modo de construir las tangentes a las
lineas indicadas. '
836. Formar las ecuaciones de la tangente y de la' normal a la
pardbola 2® = 4 ay en su punto (%4, Yo). Mostrar que la tangente en
- el punto cuya abscisa es z, = 2am tiene la siguiente ecuacién z =

5

=% amat. : . 1,

837. La cuerda de la_pardbola y = 2* — 2z 7 5 une los puntos
cuyas abscisas son z, = 1, z; = 3. Formar la gcuacién de la tangente,
a la pardbola paralela a la cuerda.. . =~ . .. " e

838._Fomar la ecuacién de la normal a la linea y=-i>“—'x_3.;+5-
en e‘l"puntb cuya ‘-‘bs'?'ié::}. 95_. $=3 - R :: : }
~ 839,, Formar la’ ecuacion de la normal a la linea y = VE+2,
en el punto de su interseccidn, con.la,bisectriz del primer dngulo,
coordenado. 2 :
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.- 840, Formar'la ecuicién de la normal a la' pardbola y == 2* —
—6z .+ 6 perpendicular-a Ja recta qué une el origen de’coordendadas
con el vértice de-la. pardbola. -

+# 841; Mostrar que la§ normales 4 la linea y = 2% — 2| 1, traza-
das en los puntos cuyas abscisas son &; = 0, 2, = —1, 25 = 5/2 se
cortan en un solo pumte. - * .- i ety
842. En los puntos de interseccién de la recta z —y + 1 =10
yla pardbola y =2 — 4z 4.5 estén trazadas las normales a la
‘pardbola. A N .
~ Hallar-el 4rea del tridngilo engendrado por las normales y la
cuerda que subtiende los referidos puntos de interseccion.,
-." 843, Mostrar que. Jas tdngentes a la hipérbola y = :—:g en los
puntos de su interseccién con los ejes de coordenadas son paralelas
entre si. s

844. Trazar la tangente a la hipérbola y = :—:::-g- de modo que

atraviese el origen de coordenadas.

845. En la linea y = 1—:1“-1-;-; hallar el punto enel cual la tangente
sea paralela al eje de abscisas.

846. Hallar la ecuacién de la tangente a la linea

2 (2 + y) = a* (z—y)

en el origen de coordenadas.
847. Demostrar que las tangentes a la linea y = -;—“‘]_';_%s_ trazadas
t:in los puntos en los cuales y = 1, se cortan en el origen de coordena-
as.
848. Trazar la normal'a la linea ¥ = 2/In 2 que sea paralela & la
recta 2z — 2y + 3 = 0. A s w g i
849, Hallar la distancia que media entre el origen de coordenadas
yla normal a la linea y ='¢* 4~ 2%, trazada en el punto z = 0,
850. Construir la grafica de la funcién y =sen, (22 —=t/3) y hallar
el punto de interseccién de las tangentes a la grafica, trazadas en
los puntos cuyas ghseisas son z, = 0 y z, = 5:7/12.
851 Mostrar que la subtangente a la linea y = a®* (donde
a-y'b son-constantes) tiene longitud constante en todos los puntos.
852. Mostrar que la'subnormal a la linea ¥ = z In (cz) (donde ¢ &8
cualquier constante) en cualquier punto ds la linea referida es la cuar-
ta proporcional a la abscisa, a la- ordenada y a la suma delaabscisa
y'de la ordenada del punto.referido. g e
853. Mostrar que cualguier tangente a la linea o Loah

e =
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80 éort&'}oun el eje de ordenadas en un punto equidistante entre el
punto decontacto y el origen de; coordenadas.

854. . Mostrar que la tangente a la elipse £+£_=1 en el

punto Mi(z,, yo) tiene la signiente ecuacién zj"’+w°

i 855. Mostrar que la tangente a la;hipérbola ‘-fé--—ﬁ=1 en el

wunto- M(z,, yo). tiena la siguiente ecuacién 5—?—'—-%:1 s

856. Demostrar que la normal a la elipse én cualquier punto que
le pertenezcaldivide-en dos el dngulo entre los radios focales de este

¥,
4§

Fig. 21

punto {véase. la fig. 21). Deducir 6l procedimiento para construir la
tangente y la normal a la elipse.

857. Formar las ecuaemnes de las tangentes a la h:péxbola— —

—E_.,i = 1 que sean perpendwulares a la recta 2z Y4y —3= 0.

858. Una recta pasa por el origen de coorder;adas Y es paralela :
a la tangente trazada .a Una curva en um’ u.nbo cualquiera=M de la
misma. Hallar el lugar geométrico P de los puntos de interseccitn
e 1a recta referida con una recta que sea, paralela al eje de: ordenadas
¥ que pase por el punto M. -

Hallar tales lugares geométricos para a) la pax.ﬁbola =, 2pz.
b) la logaritmica y = logs z,¢)-la -circunferencia - z® + yri=ad,
d) la tractriz

e~V s

H=Vaz;zz ..... a]n — ;
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Enilos. ejercicios’ 859864 hallar os dngules que[se forman al
cortarse las lineas que se indican,
859, 1) y= —I—%— e yéz’;l-_‘ig_ﬂ
i 2) y=1(z+ 2}’ o = 4.::—-—:;‘-1-4
860, 1) z24y2=8 e y*=2z. _
2) B2t yt—bdz=1y z‘+y‘+2y 9.

861. 2% —y*=5 ¥ -ﬁ—g-Tag_ -

862, 224y =8az e yzzﬁ;

863. z*—édyey—z,_’_“z

864, y =senz e y=cosz (0<z<m). .
865. Formar la ecuacion de la tangente ¥y de Ia normal a la linea

(3)7+ (3=

en el punto cuya abscisa es a.
866. Demostrar que la suma de los segmentos formados en los

e]as de coo;dgnadas por la tangente a la curva zi + y’-‘ = a2 es igual
a’ a para_ Lodpa sus puntos. " A PO

867 Mostrar ‘qne el segmenlo de la tangente a la astroide z§+

o y3 = a'-" ‘limitado - por los ejes de coordénadas tiene longitud
constanté e igual a a.
868. Demostrar qne el segmento de la tangente 8, la tractriz

y= -Q-ln"‘"F_'/._._..l’"2_’z VaF=a2

Jdimitado por los ejes de ordenadas y el punto de contacto, tiene
longm,ld -constante.,

-869. Mostrar: que para- oualquler punto M (24, y,) dela hipérbola
equllét.era 2% —y* = .a° el segmento de la normal desde el punto M
hasta el punto. de .interseccién con el eje de abscisas es igual al radio
polar del punto M.

870. Mostrar que el segmento cortado en el eje de abscisas por la

tangente en un punto cualquiera de la cu.rva-——l—-— ‘= 1, es propor-

cional al.cubo de la abscisa del punto.de ccmtacto
. 87 Demostrar que la ordenada de cualqular punto; de-la linea
92%% — z¢ = ¢ (donde c es una constante).es una media proporcional
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sentre la abscisa y la diferencia entre la abscisa y la subnormal;traza-
da a la linea en el mismo punto. ) ¥ S rar e,

2 2 s
872. Dadas las elipses %4-—22— = 1 cuyo eje 2a-es comiin, mien-
tras que los ejes 2b son diferentes (véase la fig. 22), demostrar que las

4

Fig. 22

tangentes trazadas en los puntos cuyas abscisas son las mismas, se

'cortan en un mismo punto gue pertenece al eje de abseisad. Valiéndo-

se de ello, sefalar un procedimiento sencillo para construir la

tangente a la elipse.

7 873. Mostrar que la linea y = &**

p sen mz toca cada una de las lineas

y = &%, y = —e** en todos los pun-
tos gue son comunes para ellas.

874. Para construir la tangente a

la catenaria y = ach-’é— se procede

de la manera siguiente: en la_ordena-
‘da MN “del ‘punto M, gue -sirve-de
— didmetro, se traza 'una ‘semicircunfe-

g Az “réneia - (véase la_fig. 28) y se marea la
_ cuerda: NP = a; la tecta MP'serd la
‘Fig. 23 tarigente “buscada.- Demostrarlo: = -

Derivacién  grifica

875, Al pasar la corriente eléétrica por el devanado del- electro-
imén 'de un motor ha sido medida_ 1a “temperatura, lo cual ha“dado

‘los siguientes- resultados:
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T10 | 4520 | 25

» 'Ti.g.am.l.)o'-s {en min) . 25 i B o
26° 32,5 {41 |46 49

< |- Temperatura 6 °C

| Tidmpo (o g8} <5 » e |30 - |85~ Fa0. |45 |56 | 85
| Tomporaturt 690 s L e . o] 525 [505 | 505\ 56 50,5 | of

- Cofistruir, una" '6flca aproxlmada d¢ la dependéncia cuntmua
de la temperatura enfuncién del tiempo. Después de haber efectuado
“la derivacién gréﬁca €0 sn'mr la grafica que muestre’ a qué veloci-
dad varfa la temperatura’ en funcién del tlempo. A

0_ 0027004 ‘005 008 010 072 OMs
g ! T

Fig. 2

876. La fig. 24 presenta la curva de la subida que efectiia la val-
vula de admisién del cilindro de una méquina de vapor (de baja
_presién). Construir la curva de velocidad aplicando la derivacion
gréfica.

§ 3. Diferencial.
Diferenciabilidad ‘de la funcién

Diferencial

. 877. Hallar el incremento de la funcién y = #* correspondiente
al incremento Az de la variable independiente. Calcular Ay, si z = 1
y Az = 0,1; 0,01; ;Cuél serd el error (absoluto y relativo) del valor
de Ay, si se limita al términe que contienesélo el primer grado de Az?

878. Hallar el incremento Av del volumen v de una esfera al
aumentar el radio R =2 en AR. Caleular Ay, si AR = 0,5; 0,1; 0,01.
¢Cuél serd el error en el valor de Av, siselimita al término que contie-
ne sblo el primer grado de AR?

879. Dada la funcién y = z® -+ 2z, hallar el valor del incremen-
to y de su parte lineal principal que corresponden a la variacién de
z desde z = 2 hasta z = 2,1
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880, ;Qué incremento- reclbe la funeién § =3zt — zal ‘fasar ‘el
valon de la: variable independiente de z,= 1 g z =1,027 :Cuél.es &l
. valor de Ja parte lineal principal correspondlente? Hallar la. razén
i entre los valores, segundo y /primero. }
. "881. Dados la funcibn y.= f(z) y el incremento Az = 0,2 éu
; un punto z, héllar la/derivadaen el punto z, tomando.en‘considera-
i cién que la parte prmcxpal correspondlenta del incrémento ‘'de-la fun-
!eibn resultd. igual a 08.. Lo i ; i

882, Sea dada la funcibn 7 (z) == .-43 Es aabulo que ‘en un punto
al incremento de la varia}:le indepe 0,2 le con‘esponde
‘la parte principal del inéremento ; n df (@) =
“Hallar el valor inicial de:la vanahla,_inﬂependlente . ol

883. Hallar el'incremento y la. diferencial de ld funcién y = a2 =
—z para =10 y Az=0,1. Calcular los errores absoluto y relativo
que se obtienen al sustn.ulr el mcremento por la diferencial. Trazar
la gréfica.

884. Hallar el incremento y la dlferencml de la funcién y = V'z
para z = 4 y Az = 0,41. Calcular los-errores ahsoluto y relativo.
Trazar la gréfica.

885. y = 2® — z. Para .z = 2 calcular Ay y dy, dando a Az los
valores Az = 1; Az = 0,1; Az = 0,01. Hallat los valores correspon-
dientes del error relativo

i

IM—G‘UI
$e Ml

886. Para la funcién’ y'= 2%, cuandd z = 2 y Az = 0,4, hallar
gré.hcamenta (trazando la gréfica en papel milimetrado a gran esca-
Ia) el incremento y la diferencial y calcular los errores absoluto
y relativo al sustituir el incrémento-por: 14 idiferencial.

887. El lado de un ‘cuadrado ‘midé 8 cm, En ‘cudnto aumentara

su drea si cada.Jado 6 prolonga.ent 4).1.cm; b): 0;5 cm; c) 0,1 cm?
Hallar 1a parte lineal principal®del incremento del drea del cuaclra do
y valorar el error relativo (en tanto por ciento) al sustituir el incre-
mento por su_parte principal.
+ ' 888, Es sabido’ que al aumentar-cada:lado’de. un' cuadrado en
:0,3 e¢m la parte. lineal: principal ‘del incremento;del ‘rea constituye,
‘2 4 cm? Hallar-la parte lineal ‘principal-del increniento del frea’que
curresponde al increman’oo da cada lado en"a) 0,6°cmy b) 0, 75“ cm;
c} 1.2:0m; 5" st

889, Hallarla dleI‘BﬂClal de la :funcwn

HoxVE ndE: Iy g 9

o - S .. +
8 - .-r'—n_ v 7)' -1”—‘,,,_’1 8 e ,..9)-—-—_’”1-0,;".__, oy 20k
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1) (@+do+1) (V3 12 FE (il
i i
4 fta—atfs 19158 ) Stes;  17)27,

18 dntg (F=5)5 19 g 3 20) Varcsn = + (iretg'a)®;
21) R tcsen z— 4a1'ctg 24 u—ams x—%—arctg )

29)°3” - g -+ 32 _4 V:c.
89{] Galcular el valur de la dzferenc:a] de la funcién:

1) y= 123 " al- varmr ~Ja- vanabie mdependlente desde z——g—
hasta .1:_-55'-‘—, 2) y= cos’q: al variar ¢ desde 60° hasta 60°30";
3) y=sen 2¢ al variar ¢ desde = < hasta -EE'-- 4) y=sen3p al
variar ¢ desde - hasta -236%-, 5) y= sen% al_}:rariar 6 desde g—
‘hasta —%’g— i Ay S _" A

804, Hallar el valor aproxlmado «del incremento da la Efuncnm
¥ = senz al variar z desde 30° hasta 30°1%. A quéies.igual sen 30°1?
892. Hallar el valor aproximado-del-incremento. de ,la Juncién

= tgz. al: variar z desde 45° hasta 45°10’. :
893, Hallar el valor aprmlmado del mcremento de 1a fum:wn

¥ -—#%:4:»'-—} al variar z dasde} —~ hasta & -I— 100

894, p=chos 2q>. hallar dp.

895, y=37 +43= +6VZ, Calcular dy parn z=1 y dz=0,2.
896. Calcular aproximadamente sen 60°3’, sen 60"18 Comparar
los resultados obtenidos con los datos tabulares.
‘.l+inz
z—zlnz

897. Comprobar que la funcién y= satisface Ia rela-
cibn 22%dy== (2% +1)dz. _
898. Comprobar quela fiuncién y definida por la ecuacién amtg‘— =
=In}/Z® + §7, satisface la relacién z (dy — dz) = y (dy -+ dz).
899. f (z) = elati=n. Caleular - aproximadaments f (1,05).
900 Calcular arctg 102' arctg 0 97] "

801, Calgular apmxlmadamente m_l_—s'. 1

902, Calcular apronmadamente arcsen (,4983:-
903, Si la- longitud dejun hilo-pesado:{cable, cadena) (véase la-
fig. 25) es-igual a 25, el medio tramo es I,.y la flecha és igual a f,
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Se tiene la igualdad aproximada
T
_a) Calcular qué cambio sufre la longitud del hilo al variar su
flecha en la magnitud df.
b) Tomando en counsideracién la variacién ds que sufre la longi-

tud del hilo (por ejemplo, al alterarse la temperatura o la carga),
decir qué cambio se opera en la flecha debido a ello.

{ /s

Ar\/a

28
Fig. 25

904. Cuando se calcula un dngulo por su tangente y por su seno
<on ayuda de tablas logaritmicas, se cometen errores, Hacer un
paralelo entre éstos, es decir, comparar la exactitud de los resultados
obtenidos para el 4ngulo = con las férmulas lgsen z == y y'lg tgz = 2
i y y z son dadas con errores ‘iguales. _

905. Al efectuar célculos técnicos se recurre; muy a menudo, a la
reduecién de n y V7 (ges la aceleracién de la gravedad) en el caso
«en que uno de @stos nimeros estd en el numerador y el otro, en el
denominador, ¢Cull es el error relativo que se comete?

906. Expresar la diferencial de la funcién compuesta por medio
de la variable indépendiente y su diferencial:

1) y=Vz‘-|—.‘5m; z=8142+1; 2) s=cos’z, =521_-'—£;
1
3) z=arctgv, v-;-z—l-; 4) v=3"*%, z=Intgs;

tgs
5) s=¢e*, z.,=.%- Int, (=2u2—3u1;

6) y=Intg % o0 W=arcsenv, ..v =c0s2s.

. _ Diferenciabilidad” de- las: funciones ;
907. La funcién y = |z | es continua-para cualquier . Com-
probar que no es derivable cuando z = 0. .. : )
908. Efectuando un anélisis, decir si la funcién y = | z* | para
=0 es continua y derivable.,, ~. ./ - 1. E
909: La funcién f (z) estd:definida «dela manera ‘siguiente:
f@y=1++zparaz L0 f@a)=2zparal<<z<<l;flx)=2 =2

g
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para- 1<z <2 yif (@) =3z —z® para z>> 2. Averiguar'si la
Juneion f (z) 'es continua: y aclarar la existencia y la continuidad
de .ffafg). vt L oy B s crair e .

910: La funcién y =:|sén .z-| es-continua para cualquier z.
‘Mostrar que no es:derivable cuando =z = 0. dExisten otros valores de
la‘variable independiente para losecuales la funcion no sea derivable?

“914, Averiguar si la funcién y = e~ es continua y derivable .
'pai"n‘“ x =0|. s ". F.. i I : ) = . s ) 0

912, (z)==*sen é para 250, f(0)=0, ¢Es derivable la fun-
cién f(z) cuande. z==0? = [ ; . G W

913. f(x)=—T para z0, £(0)=0. ;Es derivable y

continua Ja funcién f(z) cuando z=0?

914, Dada la funcién f (z) = £+ 3/ (@ — 1)°, mostrar que la
parte lineal principal del incremento de la funcién no es susceptible
de ser despejada cuando z = 1 y, por lo tanto, la funcién f (z) no
tiene derivada para x = f. Dar la intepretacién geométrica del re-
sultado. _

915. 7 (z) = z arctg %—para x50, f(0) = 0. {Es continua la

funcién f (2) cuando z=0? {Es variable? Dar la interpretacién geo-
métrica del resultado. '

916. f(z)=

T+~ para 250 y f(0)==0. ;Es continua la
oS

i+ 5
fancidn f{z) cuando z=0? ¢(Es derivable?

- § 4. La derivada como velocidad
de variacién (otros ejemplos)
Velocidad relativa

917. Un punto se mueve sobre la espiral de Arquimedes p = ag.
Hallar la veloeidad de la variacién del radio polar p respecto al
4ngulo polar ‘g. -

918, Un punto se mueve sobre la espiral logaritmica p = e.
Hallar la velocidad de la variacién del radio polar si se sabe que
gira con velocidad angular o.

* 919, "Un "punto' se mueve sobre la cicunferencia p = 2r cosg.
Hallar la velocidad de la variacién de la abstisa 'y la ordenada del
punto si el radio polar gira con velocidad angular w. En este caso
el eje polar desempefiala funcién del de lag abseigas, y el polo ha de
ser considerado como el origen del sistema de coordenadas cartesianas.
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920. ‘Un:circulo, de radio R rueda, sin deslizarse; sobre una recta.
El centro del circulo. se-mueve con velocidad constante v. Hallar la
velocidad de la variacién de la abscisa = y la ordenada y para um
punto que pertenece ‘al-limite: del circulo,

921. La presion barométrica p sufre alteraciones: al variar/Ja

altura & de acuerdo con-la funcién In £ =ck, donde Py es la presién

0
normal y ¢ es una constante. A la altura de 5540 m la pres:én ‘alcanza
la mitad de la normal, Hallar la velocidad de la vanacmn de la
presién barométrica en funcién de la altura.”

922. Entre y y z existe la relacién y* = 12z. El argumento z
crece uniformemente a una velocidad de 21 unidades por segundo
‘¢A qué velocidad auménta y cuando 'z =37 - ;

923, La ordenada del punto que describe la mrcunferencm
2% + y® = 25 decrece con una. velocidad de 1,5 em/s. ¢A qué veloci-
‘dad varia la abscisa “del punto cuando la. ordenada liéga a ser igual
a 4 em?

924, YEn ' qué punto de la ellpse 162® - Oy? = 400 la ordenada
‘decrece con la mismia velocidad con que crece la abscisa?

925. El lado de un cuadrado aumenta con velocidad v, Cudl
es la velocidad de la variacién del perimetro y del drea del mismo en
el momento en que su lado llega a ser igual a a?

926. El radio dé un ¢irculo cambia con velocidad v. dCuél es la
velocidad de la variacién de la longitud de su circunferéncia y de}
drea en el momento en que su radio llega a ser igual a r?.1 |

927: El radio de una esfera cambia con velocidad v. {Con qué
velocidad varfa su volumen y su superficie?

928, ¢Para qué valor del 4ngulo su seno varia dos veces m4s lanto
que el argumento?

929..{Para qué valor del éngulo son 1guaIe__s las velocidades de
la variacién ‘de su seho’y.de su tangente?

930. La velocidad del crecimiento. del seng aumenté en n veces.
- ¢CuAntas veces aument6 la velocidad ‘del ‘erecimiento de la tangente?

931. Supongamos que el volumen dél tronco de un drbol es pro-

orcional af cubo de su didmetro ¥ que’éste crece de afio en afio uni-

. formemente, Mostrar que. la velocidad del crecimiento del volumen,

siendo el didmetro, igual a 90 cm;-es 25 vetes mayor que la del creci-
 miento para’el caso del dikmetro igual a 18 cm.

‘Funciones- dadas ‘e forma’ pdmméﬁ-ica
-932.- Probar- 31 un punto dado, por- las coordenadas cartesianas
estd en la linea cuya-ecuacidn se da, en forma paramétrica:. a) Esté
.l purito (57 1) sobre la circunfere + 5 cos s =
5 sen-#?.b) dBatd el punto (2; V.’f} sohre la; c;rcunferenma -z
=2 cos-f = 2 gen £
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933. Construir las gréficas cle las funciones dedas en forma. para-
métrica:

@) =3 cos t, y = 4sen & b)z:—t"‘—2: y=t’+2t,

o) & = cos t, y—t+2sen! d) z = 2t y—T(t’-i-i)

'934. De las ecuaciones que dan la funcién'en forma paramétrlca
eliminar el pardmetro: - - -

1)z =38, 'y =Bt =sa% 2)x=tcosty—sen2f‘ >

Bz = -,y =14 4) .z =@ —sen y=1—ooaq>,

5) x=tgt. Y = sen 2t+2 cos. 2t.

. Hallar el valor del parimetro que correst nde a las coor-
denadas dadasdel punto scbre la linea cuya ecuagi on se da en forma
paramétrica-

1), =3 (2cos ¢ — cos 2i), y = 3 (2 sen t —3en 21). (—9 0),
2) me=t84 2, y =1+ (37 2) y
Hz=2tgt y=2 sen“t+sen2t (2, 2

4)z=t.2—1 y=1 —t (0, 0).

En los ejercicios 936 —945 hallar las derivadas de y respecto a z.

936. x=acosq, y="bsen g.

937. z=acos® @, y=~"bsen®q.

938, z=a(p—senq), y=a(l—cosp).

939, z=1—1%, y=t—2,

940. z= H:i ; y= ;‘:i .

941, z=In (14129, y=t—arctgt.

942, z=q(1l—senq), Y= PCos Q.
1488 _ 1

943. $=]§~:—§-, Y= 'E:'i-

944, z=¢'sent, y=¢e' cost,
Jat Bat?

. 945, _z=—-——;1_it i y:—-—-‘._"'_ts ;;

En los ejercicios 946 —949 bhallar los coeficientes angulares de las
tangentes a las lineas que se. indican.

946. 2 = 3 cos ¢, y = 4 sen ¢ en el punto (31/2/2, 2VD).

947. x =t —1tt, y=1 — en el punto (0,0).

98. z =+ 1, y=£ +t-+ 1 en el punto (1,1).

949, & = 2-cos.t,.y = sen t-en-el punto (4, —1 3/2).

+950. Para la linea dada ‘paramétricamente 'mostrar’ la-relacibn
entre el pardmetro £y el dnuglo o que forma la tangents 4 la linea’
con el eje de abscisas.
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a::.co'si'-i--ésant—%dost,
1} f2
y=sent—{eos t——Tsen 44
QD x=a cos't, y=a sen’i
3) z=acost)/ 2cos2t, y=asent )/ 2 cos 2..

951. Comprobarquelafuncién dadaen formaparamétrica median-
te las ecuaciones z = 2¢ - 3¢*, y = ¢* - 2¢® satisface la relacién

y=yt+ 2" (la prima denota la deﬁvaqién con respecto a z,
e, yl.=L
esto es, y' = d“:).

952, Comprobar -que la funcién dada W forma .paramétrica
mediante las ecuaciones z——';f,-—:- Y= 2+— satisface la rela-
cion zy? =14y (y =Ey')

953. Comprobar que la funcién dadaen forma paramétrica median-
te las ecuaciones z =ch 2{, y = sh 2t satisface la relacién

d,
w —z=0(y =)

954. Comprobar quela funcién dada en forma paramétrica_me-

diante las ecuaciones

el A+VIFE b
S e B T

satisface la relacion i)/ 14-y% =y’ ( Y = )

955. Comprobar que la funcién dada en forma paramétrica

_mediante las ecuaciones z= 1'};21“ y = 3+Elm satisface la rela-

cion: yyt =2zy'2 -1 (y - ) :
956, Hallar los dngulos que se forman al cortarse las Tineas:

LS R P

pos i - 4 & = i

1) - { G e Q) { z=acosy - A
P YN uE ' _éaaerr & a3
y=TSBTI.t" y o 9 y= 'l+¢2

957. Mostrar qua cualqulara que sea: la posxczén del clrculo ge-
nerador de una cicloide, la tangente yila normal en el punto.cortes-
pondiente de la cicloide pasan: por su, punto superior e inferior, ress
pectlvamenbe
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958. ‘Hallar las.longitudes de la tangante la normal, la subtan-
gente Y la subnormal a la cardioide: N . { @

= a (2 cost —cos2z) y= & (2 sen £ —-sén 21)

en un punto uualqulera “de . ésta.
959. Hallar las longitudes .de la tangente, la normal la subtan-
- gente, la subnormal a la astroide.

r=a sen®t, y == a cos’t

en un-punto cualquiera de &ta.. .
960, Demostrar que la tangenta a la circunferencia 2* + y* = a®
es, al mismo tiempo, la normal a 1a evolvente de'la circunferencia.

z = a (cost + ¢sen 1), y=a (Seni;_-s ¢ cost). .

964. Hallar las longitudes de la tangente, l1a normal, la subtan-
gente y-la subnormal a la evolvente de la circunferencia (véanse las
ecuaciones de. ésta en el ejercicio anterior)..

962. Demostrar que el segmento de la normal a la curva

z = 20 sent - a sen { cos® ¢, b — a cos? 2,

limitado por los ejes ‘de coordenadas, es igual a 2e.
En- los ejercicios 963 —966 formar las ecusciones de la tangente
y la normal a las lineas que se indican en los puntos citados.

963. x=2¢; y=e¢"! ' para i=0,
964. z=sent, y=cos2} para t=mn/6
965. z=2Inctgi+1, y=tgtfcgti para t=n/4.
8at B
- 966. 1) [x;:"_;tz e y.=.\'1+£z para {=2;
we=t(lcost—2 sent), - "o
2 { y=t(tsent+2cos), L S
3) a=sent, y=a* para =0,

- 967, Mostrar que en dos puntos-de la cardioide (véase al ejercicio
958) los: cuales corresponden a los valores del pardmetro t que se
diferencian en —;— m, las tangentes son paralelas.

968. Demostrar que si las lineas' OT y ON son las perpendicula-
rés bajadas ‘desde el origen de coordenadas hasta la tangente y la
normal & la astroide en cualgquiera de sus puntos (véase Bl e]ermcm
959), ‘g6 ‘tiene

4.0T* + ON® = a2
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- 969 Hallar la longitud de la perpendicular ha]ada desde el
ongen de coordenadas hasta la tangente a lalinea

2z = a (3.cos t + c0s.3f), 2y = a (3 sen £ - sen 3i).

Mostrar qua 4p® = 3p® - 4a?, donde p es el radio polar del punto
dado, y YD e, la longimd de dicha perpendicular.

Velocuiad de la variacién del radio’ polar

970. Dada la circunferencia p = 2 r sen @, hallar el angulo 8
iormadc por el radic polar y la tangente, y el Angulo & que forman
entre .-;1 ol eje polar y la tangente.

3 971 Demqstrar que para la parébo]a p=a aecz—z la suma: da los

én,gulos formados por la tangente con el radio polar y el eje polar,
3 igual 'a-dos dngulos rectos. Valiéndose de esta propledacl construir
la tangente a la pardbola,

* 972. Dada 1a linea p =a sen® (p (concoide), mostrar que o =40
(las designaciones son las que se dan en el ejercicio 970).
973. Mostrar que dos parébolas p=a sec? q) v p=~5 cosec? 323-

so cortan formando un dngulo recto.
974. Hallar el valor de la tangente del angulc formado entre el
eje polar y.la tangente a la linea p = a sec *¢ en los puntos en que

975. Hallar la I:angaute del 4ngulo formado entre el eje polar
y la linea tangents en el origen de coordenadas: 1) a la linea p = sen®p
2)-a la linea 'p = sen 3¢.

976. Mostrar que. dos -cardicides p=2a (L -+cos ¢) vy p=
=a (1 —cos ¢) se cortan formando un dngulo recto.

977. La ecuacidn;‘de la linea en las coordenadas polares es dada
en forma paramétrica: p = f; (¢), @ = /, (£). Expresar la tangente del
4ngulo B formado entre la linea tangente y el radw polar, como
funcién de ¢.

~ 978. Una linea viene dada mediante las ecuaciones p = at?,
@ = bt®. Hallar el &ngulo entre el radio polar'y la tallgonte

979. .Dada la elipse z = 4@ cos-#; y =.b sen ¢, expresar elvradio
polar.p v el sngulo polar ¢ como: funcién del parametro . Valiéndose
de la forma asi obtenida para dar la ellp&e, calcular el éngulo forma-
do entre la tangente y el radio polar.' =~

.Se llama subtangente polar-a.la. proyeccion -del segmento de la
tanganta desde el punto de contacto hastasu interseceién con:la per:

endicular levantada _.al radio polarien el polo, sobre dicha perpen-,
dicalar. De andloga manera se define la subnormal polar Tomando
esto’sn consideraci6n, resplver Ioa pruhlemas de los a]erclclos 980 —

984"
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980. Deducir la f6rmila “para la siibtangenté polar y la subnor-
mal polar de la linea p = f (¢).
981. Mostrar que la longltud de la subtangenm polar de la espiral

hl,parbéhca P =L o5 constarite:

982, Mostrar que la longitud de la suhnarmal polar de la espn-al
de- Arquimedes p = ag' és constante.

983. Hallar la longitud de Ia subnurmal polar de la es;nral loga-
ntmlt‘.a g =

+ 984: Hallar la longltud de la subnormal’ polar de la espiral lo-
gamtmica p =a%

Velocidad de la variacién de la longitud

En los ejercicios 985 —999 s designa la longitud del arco de la
linea correspondiente.

985. La recta y=az+b; %:—=?

986. La circunferencia 2?4 y®=r? %:?

i ds

987. La elipse = -i-yz =1 Ti}':?

988. La parabola y* = 2pz; ds = ?

989. La parabola semiciibica y* =az% 22 =2
990. La sinusoide ¥ = sen x; ds =7

e+e

991. La catenavia y= {y=chz); —-— ?

ds
var =t

993. La cicloide z=ua(t—sent), y=a (1—cost); %:?

992. La circunferencia z=rcost, y=rsent;

994. La astroide z = ¢ cos™, y = asen®; ds =7
995. La espiral de Arquimedes z = atsen ¢, y = at cos ¢; ds = ?
x = a (2 cos {-—cos 28),

y=a(2sen¢—sen 2t); ap=

996, La cardicide {
997. La tractriz
z=a (coss—i-lntg%) . y=asent; ds=?
998. La evolvente de la circunferencia
r=a(cost-isen t),y:a{sen:—tcost].;%=?
999. La hipérbola z = ach i,y =ash t; ds=?
60170
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Velocidad del movimiento

1000. Una escala, que mide 10 m de longitud, tiene apoyado su
extremo superior contra una pared vertical. Su extremo inferior se
halla apoyado en el suelo y se desliza apartindose de la pared a 2 m
por minuto. ¢A qué velocidad va descendiendo el extremo superior
de la escala cuando el inferior dista 6 m de la pared? ¢Cual es la di~
reccion del vector de la velocidad?

~4004. Un tren y un globo aerostdtico parten de un mismo punto
simultdneamente. El tren se traslada a una veloeidad wniforme de
50 km por hora. El globo sube (también uniformemente) a 10 km por
hora. dA qué velocidad se aparta el uno del otro? ¢Cudl es la direc-
cién del vector de la velocidad?

£002. Un honibre de 1,7 m de estatura se aléja, a 6,34 km por hora,
de una fuents luminosa que se encuentra a 3'm de altura. (A qué
velocidad se traslada la sombra que proyecta su cabeza?

1003. Un caballo corre a 20 km por hora a lo largo de una circun-
ferencia en cuyo centro se halla un farol. En el punto jnicial de la
carrera del caballo esté situada una cerca que sigue la direceién de la
tangente a la circunferencia referida. ¢A qué velocidad se desplaza
la sombra del caballo a lo largo de la cerca en el momento en que
éste ha recorrido 1/8 de la circunferencia?

¥
A4
5 ¥ q
F—a—
Fig. 26

1004. La fig. 26 muestra, de manera esquematica, el mecanismo
de manivela de una méquina de vapor: A es la cruceta, BB’ son las
correderas de la cruceta, AP es la biela, P es-el gorrén de manivela,
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@ es el volante. El volante, de radio R, gira uniformemente con
‘velocidad angular ©. La longitud de la biela es igual a . éCudl es la
velocidad que tiene la cruceta al desplazarse, en el momento en que

. el volante ha girado un dngulo «? : :
~ 1005. Un-volante que habia dado 80 vueltas por minuto quedé

"roto. El radio del miismo' mide 0,9 m. Su centro se halla levantado

~por sobre el suelo, la- distancia_entre ambos;-en linea vertical, mide

1 m. ¢Cudl es la velocidad a que efectuard su cafda hacia“el suelo
el pedazo roto (designado por la letra 4 en la fig. 27)?

§ 5. Derivacion sucesiva
Funciones dadas en forina explicita

1006, y = 2* — 32 + 2; " =7
1007. y =1 —z* — 2% y"
1008. f (2) = (x + 10)% " (2) =?

1009 f (z) = 2% — 4o + 4 iV (1) =7

1010. y = (2* +1)% p" =1 1044, y = cos®z; y" =17

1012, 7 (@) = ¥ " {(0) =1 1013. f (z) = arctg o; /" (1) =17

1044 f(2) =2 1¥ (@) =2

1015, y=2*lnz; V=2 1016, f(2)=—m; ¥’ (2) ="
1—z

i
dq_f’. =P 1018 y= = =2

En los ejercicios 1019 —1028 hallar las segundas derivadas de las
funciones

1017, p=asen 2¢;

1019, y = zex, 1020, y=—qi_IT.
1021, y=(1-+2%arctga. 1022. y=Va?—a=.
- T __ 1
1023, y=In(z4-V T+22. 1024. y_u+1/;.
1025, y=eVE, 1026. y=1)1—2zarcsen z.

1027. y = arcsen (a sen z). 1028. y = o*.
En los ejercicios 1029 —1040 hallar las expresiones comunes para
las derivadas de n-ésimo orden de las funciones:

1029, y== e, 1030, y=e=.
1031. y=sen ax -+ cos bz 1032. y=sen?z.
1033, y==ze", 1034, y==x1nz.

B*
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1035, y = 1036. y=1In (az ).
1037. ymlogai. 1038. y=-;,%_—_i—-.
: 1039 y#ml 1040. y:sen"a: +COS" Z.

1041. Demostrar que l1a funcién y = (z* —1)* satisface la
relacion ;

(z* — ™ 4 2xy‘“’“ —nn 4 Hy™ =0.

1042. Demostrar que la funcién y = € sen z satisface la relacién
oy -2y + 2y =10, mientras la: fupcién y = e~® sen z satisface la
relacmn ¥y 4294 2y =0,

1M3 Demostrar que la:funcién y =
Wt =@y —1) y".

1044, Demostrar que la funcién y =1V 2z — «* satisface la rela-
cién y%y" +1=0.

1045. Demostrar que la funmén y = e + 2~ satisface la rela-
cién y* — 13y —12y =0.

1046, Damdatrar que ‘la ‘Funcién y = eV= + e~ V= satisface la

relaciébn zy" -+ —-y -—-}- =10

1047. Demost.mr que la funcién y = cose” -+ sen ¢* satisface la
relacién ¥y —y" - ye** = 0.-

1048, Demostrar que la funcion

4 y=A sen (0f -+ 0,) -+ B cos (ot + wy)

satigface la relacidn

+4

{4, B, 0, v, son constantes) satisface la relacién
dl2 Y 1oty =0.

1049. Domostrar que la funcién
1e“" -l-aze““’ 4 aacosno: + ag senm:

(al, ag, a,a, B4y sun constantas} sausface la relacién -d—;’; = n‘y
- 1050, Demoat.rat que. la iuncm i gen’ (n arcsen z) satisface la
velacién (1—a?) y" —azy +nfy = 0.
1054. Demostrar que la funcién ¢o arcsenx sahsface la ralac:on
A —z%) y" —ay —aly=0.
1052, Dewostrar ‘que- la funcién y=(z4V EF+1)* sahsfaoe la
relacién (14 22y zy' — Ky =+0.

%
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1053.' Demostrar que la expresién Sc—;;——‘--%(i)z no varia

P
si sust1tu1m05 y por -% ; esto es, si ponemos y=--., se tieno %‘—-—
1

— (—§-) =5.
a2 d, a2
1054. Sea dado’ y:-}‘(x} Expresar oo mediante -—»:,r a,zi "
2 3
i 5 . 1w 2 '
Mostrar que la formula Hm% es susceptible de ser redu-~
cida a la forma '

2 1 1
e
(2 (%)

1055. Sea dado F (z) = f (2) -9 () siendo f' (z)q’ (z)= C. Demos-
trar que

= _r ¥ T 0 o, e
P T +i.f¢ F )'+tv‘

Funciones dadas en forma implicita
1056. b“zz-t-ﬂ’y"‘ {I"bz, 'Ez_z-g?
1057, a2J-y2==r%; —d-;a—=? 1058. y_tg{x+y). -—--"

1059, s te%; S5 =? 1060. y3+:x:’—-3rtxy—0' V=1

1061. y=sen (z-y); ¥ =? 1062, &V=uay; y'=

1063. Deducir la formula para la segunda derivada de la Iuncmn
inversa- a la dada y = f (x):

1064. ¥ 4 zy = e; hallar y" (z) para =z = 0. 1

1065. y%=2paz; hallar la oxpresién T,
e » Vit
1066. Comprobar que de y®-+4z%= R? se deduce km-}r, donde

= 1y 1
Ve |
1067. Demostrar que si
az® + by + ey + 28z 4+ Yy + R =0,
se tieme
dy az--by+g a2y A
7 Ty R i O (R up iy

donde A es una constante gue no depende de z e y.
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- z
1068. Demostrar que si (a -+ ba:)e" =z, se tiene
2
o a8 ﬂsy (z y) ]

Funciones dadas en forma paraméirica

1069, c=a,  y=bt  TE=?
— . 2y o J8)
1070, r=acost, y=asent; -—o=
i3
. By
1071, v =qcost, y=bsens; =7

1072. z=a(p—seng), y=a (1 —cos ¢); T

dx‘)

1073. 1) z==acos’t, y=asen’y; %=9

2) z=acos‘-’t, y=a,seu=:g; %:9

. &y

1074. 1) z=Int, y=£2—1; ?;.2.__?
&P

2) z=arcsent, y=In(1—1); ?ﬁ-:?

1075. 2 =atcost, y=atsent; %=P
1076. Demostrar que la funclén (

) dada mediante las
se

ecuaciones paramétricas y = ef cos £, z = n ¢, satisface la rela-

cibn ¥ (z + y)* =2 (zy" —y)-
1077. Demostrar que la funcién y =7 (x) dada paramétrica-
mente modiante las ecuaciones y = 3t — 3, x = 3f* satisface la

relacidn _
36;;-‘(;,: —~V3z)=z+3.

1078. Demostrar que la Euncu’)n dada paramétricamente medmnte

las ecuaciones
& = sen £, y == gen ki,
satisface la relacién
(s_za} —z 3y k=0
1079. Demostrar que si ' g
z = f{)eost —f (t)sent,y =7Ff(t)sent+ f (t) cost

se tiene s ;
st = da® + dg* = [f (&) + 1" (O)* de2. : G
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Aceleracién del movimiento

1080. Un punto efectia. movimiento reetilineo, siendo s—-gt‘

— t+5. Hallar la aceleracién ¢ al fmaluar el 2° segundo (s estai expre-
sada en metros; ¢, en segundos). -

1081. Un mov1mlentu rectilineo se efectua de acuerdo con la
formula s —.1% — 4t + 1.

Hallar 1a velocidad y la aceleramén del movnmlanm

1082, Un _punto efoctiia movimiento rectilineo, siendo s=--%><

X sen -5‘;- + s;,. Hallar la accleracién al finalizar el primer segundo
(s estd expresada en cm, 2, en s).

1083. Un punto efectiia el movimiento rectilineo, siendo s = Vi
Demostrar que el movimiento del punto es retardado y que la acele-
racién a es proporcional al cubo de la velocidad v.

1084. Una viga pesada, que mide 13 m, se
hace descender hacia el suelo de la manera siguien-
te (véase la fig. 28): su extremo inferior estd
sujeto a una vagoneta, mientras que el superior
ge mantiene fijo con un cable devanado en un
cabrestante. El cable va desenrolléndose a 2 m
por minuto, éQué aceleracién experimenta la
vagoneta cuando se aparta rodando, en el mo-
mento en que dista 5 m del punto O?

1085. La cubierta de una harcaza se encuentra
4 m méas abajo de la altura del muelle. Tirando
de la barcaza, la hacen acercarse para que Sse
ponga al lado del muelle, mediante un cable el
cual va devandndose en un cabrestante a 2 m por
segundo. {Qué aceleracion experimenta la barcaza *
al moverse, en el momento en que dista 8 m Fig. 28
del muelle (en linea horizontal)?

1086, Un punto efectia movimiento rectilineo de manera
que su velocidad varia proporcionalmente a la raiz cuadrada del
trayecto recorride. Mostrar que el movimiento se efectia al actuar
una fuerza constante sobre el punto indicado.

1087, Se tiene un punto material sobre el cual actia una fuerza
inversamente proporeional a la velocidad del movimiento del punto.
Demostrar que la energia cinética del punto es la funcién lineal del
tiempo.

Férmula de Leibniz

1088, Aplicar la f6rmula de Leibniz para calcular la derivada:
1) [(z* + 1) sen zltv;
2) (e* sen a)™; 3) {x“ sen o)™
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1089. Mostrar que si y = (1 — z)-%e~%, so tiene
s oy
(1--—3)?5-=axy.
Aplicando la férmula de Leibniz mostrar que
(1 _z) y!ﬂ*l)_ (n+ax) y(ﬂ) - my(n- 1 =0.

1080. La funcién y=exeresenx satjsface la relacién (1 —a2)y"—
—azy’ — a2y =0 (véase el ejercicio 1051). Aplicando la férmula de
Leibniz y derivando esta igualdad n veces, mostrar que

(1 —%?) y("+2) s (2n o} 1) Zytnt ;| I (n" L rx.z) y(n) =1,
{091. Mostrar que
(%% cos bz)™ =r"e%% cos (bx + ng), donde r=) a®-Fb%, tgp ==—: .
Aplicando la férmula de Leibniz, llegar a las siguientes formu-
las:
rteosng =a"— C2a™ MUt 4+ Cha™ i — ...,
rsen pg = Cla™ b — Ca™ 3 - C3a™ %0 — ...
1
1 %
1092. Demostrar que (z"~1e%)®=(—1)" ::,,—,

1093. Mostrar que la funcién y = arcsen z satisface la relacion
{1 —az%y” = zy’. Aplicando a ambos miembros de esta ecuacién
la férmula de Leibniz, hallar y™ (0) (n = 2).

1094. Aplicando la férmula de Leibniz n veces, mostrar que la
funcién y = cos (m arcsen z) satisface la relacion

(1 —ay™» —(@2n + 1) ay™® -+ (m® —n?) y™ = 0.
1095. Si y = (arcsen z)?, se tiene
A — a2y —(@2n — 1) ey — (n — )Py = 0.
Hallar 3 (0), y" ©0), 1..., ¥™ (©). -

D'iferenéiales de ordenes superiores
1006, y=i/ 2% dy=? 1097, y=2"; d%=?

1098, y={z+1)* (@ —1)% diy="?
1099, y = 4% d*%y =17
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1100, y=arotg (Ftgz); dy=? 1101, y=)Wa=%; ay=?

1102: y = sen®z; d% = 1103. p2 cos®p — a? sen’p = 0; d% = ?
52 3 n .

1104, 254 yi=df; dy=? .

1105, y= 1ni_z2' :;I:=tg 4 'exﬁr-esar d?y mediante: 1)z ydz,

T2’
2y iy di.

1106. y = sen 3; 2z = a*; z =%, expresar d*y mediante: 1) z
ydz 2) zyde 3) tydi '



