Capitulo VIII

Aplicaciones de la integral

§ 1. Algunos problemas
de geometria y de estatica

Area de la figura

2455. Calcular el drea de la figura limitada por las lineas cuyas
ecuaciones son PP =2z +1 ya—y—1=0

2456. Hallar el drea de la figura comprendida entre la paribola
y =3 —D;c“ + 4z — 3 y las tangentes a ésta en los puntos (0; —3)
¥ (3 0)

2457, Calcular el Area de la figura limitada por la pardbola
¥ = 2pz y la normal a ésta inclinada hacia el eje de abscisss formén-
dose entre ellos el Angulo de 135° _

2458, Caleular el 4rea de la figura limitada por las pardbolas
y=2 e y="Va '

2459. Calcular el drea de la figura limitada por las paribolas
L8 =16 y y® — 24z = 48,

2460. Caleular el srea de la figura limitada por las parfibolas
y=2a e y =23

2461, La circunferencia z® 4+ y* = 8 estd dividida por la pari-
bola y = a%/2 en dos partes. Hallar las 4reas de las dos figuras.

2462, Hallar las &reas de las figuras en las cuales la parébola
y? = 6z divide la circunferencia z® 4 y® = 16 )

2463. De un circulo de radio ¢ est4 cortada una elipse cuyo mayor
gjé coincide ¢on uno de los didmetros del circulo ¥ el menor es igual
a 2b. Demostrar que el &rea de la parte restante es igual al drea de
la elipse cuyos semiejes son ¢ ¥y & — b. T

2464, Hallar el 4rea de la figura limitada por el arco deuna hipér-
bola ¥ su cuerda trazada desde el foco perpendicularmente al eje

al. : .
2465. La circunferencia ? + y® = a® estd dividida por la hipér-

bola z* — 2y® == a*4 en tres partes.. Calcular sus dreas, g
2466, Calcular las dreas de las figuras curvilineas formadas por .

; 2 a0 2
ila interseceion de la c!ipse%-+ y* = 1 y la hipérbola Ez— — =1
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2467, Calcular. el area “de: -lazr'f_igu:ra- comprendida entre la linea
N

y .="._.1-+¢;=§'Y la parébola_y

2468. Calcular el 4rea de la figura comprendida entre la linea
y=a(z—~1)* y el eje"de abscisas. i

2469, Calcular el &rea:de la:figura limitada por el ejede ‘ordena-
das yila:linea & = 33 (g —A).
.1+ 2470. Hallar el drea’ deiuna. parte de la figura limitada ‘por las
lineas y™ = z™ e y* = 2™, donde m. ¥ n son enteros positivoes. La
parte:buscada se-halla en-el primer cuadrante. Analizar la-cuestién
sobre el drea total de la figira segln. los nimeros m y.n sean pares
o impares. -

2471. a) Calcular el drea del trapecio mixtilineo limitado por

el ejo de abscisas y la linea y = & — 2® Vz.
b) Calcular el area de la figura limitada por des ramas de la linea
{y — 2)* = a® y por la recta £ = 4.
2472, Calcular el drea dé la figura limitada por la linea {(y —
— z = 2)? = 9z y los ejes de coordenadas.
2473. Hallar el area del lazo de la linea y* = z (z — 1)
2474. Hallar el 4rea de la figura limitada por la linea cerrada

¥ = (1 — 2% Y o
2475. Hallar el 4rea de la figura limitada por la linea cérrada
= g3 — gt

2476. Hallar el drea de la figurs limitada por la linea cerrada
o —ar® + oyt = 0.

2477. Hallar el 4rea de la figura limitada por la linea z%® =
= 4 (z — 1) y la recta que paza por sus puntos de inflexién.

2478. Calcular el 4rea de la figura limitada por las lineas y = €%,

=¢* y la recta z = 1.

2479. Caleular el Area.del trapecio ‘mixtilineo limitado por la
linea y = (22 + 2z) e~* y el eje de abscisas. )

2480. Calcular el 4rea del trapecio mixtilineo limitado por la
linea y = e~ (22 -+ 3z ++ 1) 4 €%, por el eje Oz y por dos rectas
paralelas al eje Oy trazadas de manera que pasan por los puntos ex-
tremos de la funcién y. -

2481, Hallar el 4rea de la figura limitada por las lineas y =
= 2:%* ey = —i'e". ;

2482. a) Calcular el rea del trapecio mixtilineo de base [a, b],
limitado por la linea y = ln z.

b) Calcular el 4rea de la figura limitada por la linca y = In 2,
por el eje de ordenadas.y las rectas ¥ = Ina, y = In 6,

2483. Calcular ¢l area de la figura limitada por las lineas y =
=lnze y=In*z

2484. Calcular el area de-la figura limitada por las lineas

In=z
T 4z ?



486 _ Cap. VIIL Aplicaciones de la integral

2485. Calcular el 4rea de uno de los tridngulos curvilineos:limi-
tados por el eje de abscisas y las lineasly = senz e y = co§z. -

2486. Calcular el érea del tridngulo curvilineo limitado ‘por el
eje de ordenadas y las lineasy =tgz e y = 1';:- cos T.

2487. Hallar el drea. de la figura limitada por la linea y =
= sen® z -+ cos® z y por el segmento]del eje de abscisas que une
dos puntos sucesivos de la intersecciénjde la linea citada con el eje
de abscisas. )

2488. Calcular el 4rea de la figura limitada por el eje de abscisas
y las lineas y =, arcsen x e y = arccos z.

2489, Hallar el érea de la figura limitada por la linea cerrada
(y — arcsen z)® = & — 2% =

e

2490. Hallar el érea de la figura limitada por un arco de la ci-
cloide z=a (¢t — sen £), y = a (1 —.cos t) y'el eje de abscisas.

2491. Calcular el irea de la figura limitada por la astroide z =
=acos®t, y =asen?t.

2492, Hallar el 4rea de la figura limitada por la cardioide z =
= 2z cost—acos?t y=2asent— asen 2f.

2493, Hallar el &rea de la figura limitada por: 1) la epicicloide

- z=(R+4-r)cost—rcos EL:“_".:' y=(R-r)sen t—rseni;—'"lii;a

2) la hipocicloide

z=(R—r) coat-iwrcoégt, y=(A—r)sen E-——raan‘i;ﬂ'ﬂ

siendo R = nr (n es un entero). Aqui R es el radio de la circunferen-
cia inmévil y 7 es el de 1a otra mbvil; el centro de la circunferencia
inmévil coincide con él origen de coordenadas; ¢ es el &ngulo-de rota-
cién del radio trazado désdeiel centro de la circunferencia- inmévil
al punto de contacto. :

2494, Hallar el érea del lazo-dé la linea:

Vze8hy=3ta1th Dr=B—Ay=>0—1

' 9495, a) Calcular 6l 4rea que describe el radic polar de la‘espiral
de Arquimedes p = ag-dando una revolucién,-si P =0 corrésponde
al comienzo del movimiento. .

b) Calcular el érea de la figura limitada por la segunda y la ter-

cera espira de la espiral y por un segmento-del-gje polar. -
2496, Hallarel 4rea dela figura limitada por lalinea p = a sen 2¢
(rosa de dos pétalos). | ' SR TN
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2697, Hallar 31 drea de la figura l:mitada por la hnea =
= a cos 5p.

2498 Hallar el érea de la flgura limitada por el caracol de Pas-

.cal p'=2a (2 + cos q).:

2499. Hallar ¢l 4rea de la flgura limitada por la linea p =
=atg ¢ (a > 0) y larecta ¢ = ni/4.

2500. Hallar el:4rea-de]a parte comiin de las figuras hmltadas

- por las lineas p = 3 +.cos4g y p = 2 — cos 4q.

-2501. Hallar el drea de la parte'de la figura hmﬂ.ada por la linea
p = iz + cos 29, que se halla.fuera de la linea p = 2 4 sen q’:

- 2502. Hallar el 4rea: de la figura limitada por la linea p
= a%c08 ng (n es un entero positivo).

'2503. Mostrar que el drea de la figura limitada por cualesqurara
dos radios polares de 1a espital hiperb6lica pe- = 4.y sudarco, es pro-
porcional a la diferéncia de estos radios.

: 2504. Mostrar que el 4rea de la figura limitada por cualesquiera
radios polares de la espiral logaritmica p = 2¢™® y su arco, es pro-
porcional a lad diferencia de los cuadrados de estos radios.

2505*, Hallar el érea de la figura comprendida entre la parte
externa e interna de la linea

p= asen’%.
2506. Calcular el 4rea de la figura limitada por la linea

p=V1—F8, lp=arcsent4+ ) 1—2.,

1. En los gjercicios 2507—2511 conviene haber pasado a las coorde-
nadas_polares y luego efectuar los céleulos.

2507. Hallar el drea de la figura limitada por la lemniscata de
Bernoulli {(z* + Y = a® (z* — y?).

2508. Hallar el drea de la parte de’la figura limitada por la lem-
niscata de Bernoulli (véase el ejercicio anterior) que se halla dentro
de la circtinferencia z* -+ y® = a¥/2.

2509. Hallar el 4rea de la figura limitada por la linea (z® 4
+ Y92 — a%? — bR = (.

2510. Hallar el area de la figura limitada por la linea

(@* + ¥ = bda’zy (2 — yP).

2511. ‘Caleular el 4rea de la figura limitada por la linea z! +4-
+ =g 4

2512, Calcular el 4rea de la figura comprendida entre la linea
y = ﬁ%— ¥ su asintota. '
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2513. Hallar ¢l &rea de la figura comprendida entre la linea
= e 3 y su agintota.
25143 Hallar el drea de la figura comprendida entre‘la cisoide
¥ = 2: y su asintota,

2515, Hallar ol érea de la figura comprendida entre la linea
zy® = 8 — 4z y su-asintota.

2516*, 1) Calcular-el drea de la txgura limitada por la linea y =
= 2%~ y su asintota.

2) Calcular el grea de la figura llmitada por la linea y? = xe~%.

2517. Hallar el 4rea de la figura comprendida entre la tractriz
z=a (c'os t41n tg'%),l y=uasent y el eje de abscisas.

2518. Hallac ol area del lazo y la de la figura comprendida entre
la linea p = QTO:-'S%}B ¥ su asintota.

Longitud de la linea *

2519. Calcular la longitud del arco de la catenaria y = a ch =

(desde z, = 0 hasta z, == b).

2520, Hallar la longitud del arco de la pardbola y® = 2pz desde
el vértice hasta el punto M (2, ¥). (Como la variable independiente
ha de ser tomada y.)

2524, Hallar la longitud del arco de 1a 1inea y = In a (desde 2, =
= V3 hasta z, = V§).

2522, Hallar la longitud del arco de la lnea y=In(1—2%)
(-desde 2= 0 hasta xzm%).

2523. Hallar la longitud del arco de la linea y—]ne +i
(desde z,=e hasta z,=b). '

2524, Calcular 1a longitud del arco de la para]:ola semlci_ibwa
el =§—_(m — 1)® comprendida dentro de la paribola y% = %

2525, Calcular la longitud del arco de la - ‘parabola semléublca
54® = z® comprendida dentro -de la circunferencia z® 4 y* = 6.

2526, Calcular la longitud del 1azo de la linea 9ay* =z (x —_
- 3‘1)9_ 1

* En los ejercicios en quo se-calculan las’ longttuiles de los arcos; en caso
necesario, los &:sréntesm lleyan indicaciones sobie el intervalo de variacion de
la variable independiente ol cual corresponde al arco Tectificable. d
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2527, Hallar el petinietro de uno de los: mangulos curvilineos

limitados por el eje rle absmqas y por las lineas y = Incosz e y =
= In sen a.

.‘:3 Inz

2528, Hallar la longitud del ‘arco de la linea z = Tt

compreridido entre sn. punto més inferier y el vértice (el punto de-
la’ linea que-tiene’ la curyatura extrema).
2529, Hallar la longltud de la linea y = V& — 2* + arcsen /7.
2530. Hallar 1a longitud de la linea (y — arcsen z)% = 1 — 22,
2531. Hallar un punto de la cicloide z = a (t — sent), y =
= .«,; (13-—- cos t) el cual dwlda 14 longitud de sw primer arco en razon
de
2532, Seun dados la astroide x = R cos® t‘ y=Rs=en®t y los

puntos en ella 4 (R, 0), B (0, R). En el arco AB hallar el punto M
tal que la longitud del arco 4 M constituya la cuarta parte de la longi-
tud del arco 4B.

’ ) 2
2533, Hallar la longited de la linea (-:-)3.;_(%)5.-,:1

2534, Hallar la longitud de la linea z = a cos® ¢, ¥ = a sen® £..
2535, Hallar la longitud del arco de la tractriz !

x=a(wst+lntg—2) y=asent

desde su punto (0, a) hasta su punto (z, y).
2536. Hallar la longitud del arco de la evolvente de la eircunfe-
rencia

z = R (cost -+ 1 sent), y = R (sent — L cos f)

(desde ¢, = 0 hasta ¢, = x).
2537. Calcular la longitud del arco de la linea
o= (" —2)sent 4 2tcost,
y=(2— ) ecost+ 2tsent
(desde t, = 0, hasta f, = x).
3 5
2538, Hallar la longitud del lazo do, la linea z =22, y = t — o-.
2539. Doscircunferenciag de radios iguales a b, ruedan, sin res-
balar, con velocidad angular igual; sobre una clrcunfarenma de ra-
dio @, por dentro y por fuera de ésta, En el momento ¢ = 0 tocan el
punto M de la circunferencia inmévil con sus puntos M; y M,. *Mos-

trar que la relacién de las distancias recorridas por los puntos M,

¥y M, en cualquier lapso 'de tiempd, es constante e igual a i-« (véa-

se el ejercicio 2493).'
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2540. Demostrar que la longi-tud del arco de la linea
z=7Ff"(tycost+ f () sen ¢,
y=—f"(t)sent+ f (t) cost

correspondiente al intervalo (4, 2,), les igual a [f (8) + " (9)] Jf2.
2541. Aplicar el resultado del eJerc.mw anterior para calcular la
longitud del arco de la linea z = ¢' (cos ¢ + sen t); ¥ = &' (cos t —
— gen t) (desde f, = O hasta ¢, = ).
2542, Demostrar que los arcos de las lineas

tzo=f ) — ¢ (2), y=0o @)+ ()

=1 ({)sen t — g’ (t) cos ¢,
y=1Ff (t)cost+ ¢ (f)sent
correspondientes a un mismo intervalo de variacién del parimetro ¢
tienen longitudes iguales.
2543, Hallar la longitud del arco de la espiral de Arquimedes
© = ap desde el principio hasta el final de la primera espira,
2544. Demostrar que el arco de la pardbola y = zi:c’ COITes-

pondiente al intervalo 0 < & < @, tiene la misma longitud que el
arco de la espiral p = pg, correspondiente al intervale 0 < p <
< a.
h 2545. Calcular la longitud del arco de la espiral hiperbélica

= 1 (desde @, = 3/4 hasta g, = 4/3).

2046 Hallar la longitud de la cardiocide p = a {1 4 cos ¢).

2547. Hallar la longitud de la linea p = a 59113%(\'6&59 el ejer-
<icio 2505).

2548. Demostrar que la longitud de la linea p = a sen™ -;!;-.(m
es un entero) es conmensurable con @ cuando m es un ndmero par y
conmensurable con la longitud de la clrcunferenma de radio a: cuan-
do m-es impar. d

2549. Para qué valores del exponente & (k 520) la longltud de
1a lnea y = a2* viene expresada en funciones elementales? (Con-_
viene partir del teorema de Chebishev sobre los; ‘casos de 1ntegrab1-
lidad del" binomio diferencial.) :

2550. Hallar la longitud de la linea ‘dada’ por la ecuacién

x
=§ V sz da.

vela
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2551, Calcular Ia:i' longitud del arco de la linea

!
cos s, _ {senz ,
i y_—_E_—_ dz. .

]
I
ey
&

desdé el origen de coordenadas hasta el punto mds préximo que tenga
la tangente vertical. k .~ ' Ly ok
- 2552. 'Demostrar -que 1a longitud del arco de la sinusoide y =
= gen « correspondiente’ al perfodo del seno, es igual a la longitud
de la élipse cuyos semiejes son iguales a Y2 y 4. _
2553. Mostrar que la longitud del arco de la cicloide «acortada,
o salargadas z = mt —nsent, y =m — ncost (m y n son nime-
Tos positives) en el intervalo desde ¢; = O hasta 2, = 2x es igual &
la de la¥elipse cuyos semiejes sona =m 4 n, b= |m —n |
2554%, Demostrar que la longitud de la elipse de_semisjes a
y b satisface las desigualdades m (2 + b) < L <z} 2-Va® + b
(problema de I. Bernoulli).

Volumen del cuerpo

2555. Calcular el volumen del cuerpo limitado por la supérficie
engendrada por la revolucién de la paribola y® = 4x alrededor de
su eje (paraboloide de revolueién) y por el plano perpendicular a su
eje que-dista una unidad del vértice de la pardbola.

2556. Una elipse cuyo eje mayor es de 22 y-el‘menor, de 2b gira
altededor: 1) del eje mayor; 2) del eje menor. Hallar el volumen de los
elipsoides de revolucién engendrados. En caso particular ‘calcular
el volumen de la esfera. '

2557. Un segmento parabélico simétrico cuya base es igual a a
vy la altura, i, gira alrededor de su base. Caleular el volumen del
cuerpo de revolucién engendrado (¢limén». de- Cavalieri).

2558, Una figura limitada por la hipérbola 2? — y® = a® y la
recta z = a - h (h > 0), gira alrededor del eje de abscisas. Hallar
el volumen del cuerpo de revelueidn.

~"2559, Un trapecio’ mixtilineo limitado por la linea y = ze* vy
las rectas # =1, y = 0, gira alrededor del eje de abscisas. Hallax
el wvolumen del cuerpo engendrado.

2560. La catenaria y = ch z gira alrededor del eje de abscisas
siendo engeridrada una superficié 1lamada catenoide. Hallar el volu-
men del Guerpo limitade por la catenoide y dos planos que distan.a
y'bunidades desde &l origen y que son psrpendiculares al eje de abs-

2561 Una figura limitada por los arcos de las parabolas y = u?
e.y* = r, gira alrededor del eje de abscisas. Calcular el volumen del
cuerpo engendrado.
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2562. Hallar el volumen dsl cuerpo engendrado por la revolucién
alrededor del eje de abseisas del trapecio que se halla smmdo encima
del eje Ox y que viene Jimitado por la linea (z — 4) y* = z (z — 3).

2563. Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la revolucién
alrededor del eje Oz del trapecio mixtilineo limitado por la linea
y = arcsen z y cuya base es [0, 1].

2564. Calcular el volumen del cuerpo engendrado_por la revo-
lucién alrededor del ejc de: ordenadas de la figura limitada por la
parabola y = 2z — 2% y ol eje de abscisas,

2565. Caleular el volumen del cuerpo engendrado por el trapecio
mixtilineo que gira alrededor del eje de ordenadas y qué estd limi-
tado por el'arco de la sinusoide 'y ‘= sen & correspondiente al semi-
periodo.
© 2566. La lemniscata (s* -+ y%)® = a® (z* — y°) gira alrededor del
eje de abscisas. Hallar el volumen del cuerpo limitado por la super-
ficie .engendrada.

2567. Calcular el volumen del cuerpo engendrado por la figura
que gira alrededor del eje de abscisasas y esta limitada porlalinea:
1) 2t 4+ ¥ = a%2% 2) 2t 4+ y' = 2

2568. Un arco de la cicloidez = a (t —sen t), y = a {1 — cos i)
gira alrededor de su base. Calcular el volumen del cuerpo limitado
por la superficie engendrada,

2569. La figura limitada por un arco de la gicloide (véase el
ejercicio anterior) y por la base de ésta, gira alrededor de la recta
perpendicular al centro de la base (eje de simetria). Hallar el volu-
men del cuerpo engendrado.

2570. Hallar e: vclug:lan- d;l cuerpo engendrado por la revolucidn

de la astroide % + yi=al alrededor de su ejo de simetria.
2571. La figura limitada por el arco de la linea 2 = f:- cos® ¢, y ==

el f;-sens t (evoluta de la elipse) situada en el primer cuadrante, y
por los ejes de coordenada _gira alrededor del 919 de ahscmas Ha-
Har el volumen del" cuerpo e;ngendrado

2572. Calcular el volumen del cuerpo hmltado ‘por la suparflcle

del huso infinité engendrado por 1a ravoluc:én de la’ liuea Y=

alrededor de su asintota.- :
2573. La linea y® = 2ege~™* g}ra a]rededor de $u asintota.
el volumen del cuerpo limitado por la- -superficie engendrada :
2574*, 1) La figura limitada por lg linea y = ¢~*" y la asintota
" de ésta gira alrededor del eje de ordenadas. Calcular el volum del
cuerpo engendrado.. ;
2) La misma flgura gira alredndor del eje. da absmsas
el volumen del cuerpo engendrado.
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il 2575%. Calcular él volumen _dei;:cuerp_o limitado por la superficie '
«gngendrada: al girar la linea-y = 2%~*' alrededor de.su asintota.
2576*. La figura limitada por la linea y =31z y el eje de abs-
cisas, gira alrededor del 8je de abscisas. Calcunlar ¢l volumen del cuer-
po engendrado. .
95774, Hallar el volumen del cuerpo-limitado por la superficie

engendrada al girar la cisoide y* = (@ > 0) alrededor de su

2a—z !

asintota, i a
2578. Hallar el volumen del cuerpo limitado por la superficie

engendrada al girar la tractriz z=a(cast+1htg__—;r.], y=asent

alrededor de su asintota.

2579*, Caleular el volumen del cuerpo limitado por el elipsoide
:x2+ y2 , 12 4
FtEta=t

2580, 1) Calecular el vzolumen del cuerpo limitado por el para-
boloide eliptico z =f§+% v el plano z=1,

2) Hallar el \r_glumen del cuerpo limitado por el hiperholoide
de una hoja %-l—y—g—zazi y por los planos z=—1y z=2.
9581. Calcular los volfimencs de los cuerpos limitados per el
paraholoide 5=2a%- 2% y el elipsoide 2?4 2y*+2°=0.
2582. Hallar los volimenes de los cuerpos cngendrades al
y* 2

cortarse el hiperboloide de dos hojas 533—?—3:1 y el elipsoide

=, ¥, 2
gtrte=1L

2583. Hallar el vazlumen del cuerpo limitado por la superficie
chnica (z—2)2=-9_.;—2—i—% v el plano z=0.

25?—4. (glulcular el voluma? del cuerpo limitado por el paraboloide
%§%+% y el cono %2+y-§-=33.

2585*, Hallar el volumen del cuerpo cortado de un cilindro cir-
cular por el plano gque pasa por el didmeétro de Ja base («segmento ci-
lindrico», véase la fig. 43). En particular, poner R = 10 ¢m y I =
=6 cm, ' '

2586, Un cilindro, parabélico estéd cortado por dos planos uno
de los cuales es perpendicular a la genoratriz. Como resultado se
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obtiene un cuerpo mostrado en la fig. 44, La base comin de los seg-
mentos parabélicos es & = 10 c¢m, la altura del mismo segmento que

Fig. 43 Fig. 44

estd en la base, es H = 8 cm, la altura del cuerpo / es de 6 cm, Cax-
cular el volumen del cuerpo.

2587. Un cilindro cuya base es una elipse estd cortado por un
plano inclinado que pasa por el eje menor de la elipse. Calcular el

Fig. 45

volutlnen del cuerpo engendrado, La fig. 45 presenta las d:.mensmnu
lineales
2588*. En todas lag cuerdas de un circulo de rad:o R paralelas
a una misma direccién estin construidos segimentos parahohcos si-
métricos de altura constante. H. Los planos de’éstos son perpendicu-
lares al plano de la circunferencia. Hallar el volumen dal cuerpa
engendrado de esta manera.
2589, Un'cono circular recto deradio B y' de'altura H esté cortado
_en dos partes por un plano que ‘pasa por el centro-de la base parale-



§ i Prohlémas dae. geomeu-ia ¥ estética 175

f-lamente ala generatriz (véase la fig. 46). Hallar los volumenes de las
dos partes del cono. (Las secciones-del cono por los planos paralelos
. a la generatriz son segmentos parabélicos.)

Z
1
:
i
i
- "
Q.L
/!
; \
}__ Nk e o
4 > % Y
&
Fig. 47

2590, El centro de un cuadrado de dimensiones variables se
desplaza a lo largo del didmetro de un citculo de radio a. Al mismo
tiempo el Fano en que se halla el cuadrado sigie siendo perpendi-
cular al del circulo y dos vértices opuestosidel cuadrado se desplazan
sobre la eircunferencia. Hallar el volumen del cuerpo engendrado por
este cuadrado que se halla en movimiento,

2594, Un circulo de radio variable se desplaza de tal modo que
uno de los puntos de su circunferencia sigue en ¢l eje de abscisas,
mientras que su centro avanza sobre la circunferencia z® 4 y* = %,
v el plano del mismo es perpendicular al eje de abscisas. Hallar ol
volumen del cuerpo engendrado.

2592. Los ejes de dos cilindros iguales se cortan formando el 4ngu-
lo recto. Hallar el volumen del cuerpo que forma parte comiin del
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cilindro «{la fig. 47 presenta 4/8 del cuerpo). (Examinar las seccio-
nes engendradas por los planos paralelos a los ejes de los-dos cilin-
dros). 4 5
2593, Dos cilindros inclinados tienen la misma altura H, la
base superior comfin de radio R y sus bases inferiores se tocan {véase
la fig. 48). Hallar el volumen de la parte comiin de los cilindros.

Area de la superficie de revolucién

2594, Hallar el drea de la superficie engendrada por la revolucitn
de la parsbola y? = 4az alrededor del eje de abscisas desde el vértice
hasta el punto cuya abscisa es z = 3a.

2595. Calcular el 4rea de la superficie engendrada por la revolu-
¢ién de la parabola clibica 3y — z* = 0 alrededor del eje de abscisas
(desde z; =0 hasta z, = a).

2506, Calcular el drea de la catenoide, superficie engendrada por

1a revolucién de la catenaria y = a ch % alrededor del eje de abscisas
{desde z; = 0 hasta z, = a).
2
2597. Al girar la elipse %—2 + %E = 1 alrededor de su eje mayor

es engendrada la superficie 1lamada elipsoide alargado de revolucitn,
mientras cuando gira alrededor de su eje menor es engendrada la
superficie 1lamada elipsoide acortado de revolucion. Hallar las 4reas
de las superficies de los elipsoides alargado y acortado.

2598, Calcular el 4rea de la superficie fusiforme engendrada por
la revolucién de un arée de la sinusoide y = sen z alrededor del eje
de abscisas. 3

2599. El arco del tangensoide y = ig x degde su punto (0, 0) hasta
su punto (m/4, 1) gira alrededor del eje de abscisas, Calcular el 4rea
de la superficie engendrada. ’

2600. Hallar el drea de la superficie cngendrada por la revolu-
cién alvededor del eje de abscisas del lazo de la linea 9ay? =
=z (3¢ — x)% _

2601. El aréo de la circunferencia z* + y* = a® que se halla en
ol primer cuadrante gira alrededor de la cuerda que lo subtiende.
Calcular el drea de la superficie engendrada. _

2602. Hallar el rea de la supérlicie engendrada por la revolu-
cién alrededor del eje do abscisas del arco de la linea z = ¢’ sen ¢,
y =¢' cos t desde £, = O hasta 2, = n/2. ¥

2603. Hallar el drea de la'superficie engéndrada por la revolu-
ci6n de la astroide z = @ cos® i .y = a sen®t alrededor del eje de
abscisas. g " I

2604. El arco de la cicloide gira alrededor de su eje de simetria.
Hallar el area de 1a superficie engendrada (véase el ejercicio 2568).
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—2605:~ Hallar el -drea dé.la supeﬂlcle engendrada por la‘tevolu-
cién dela cardioide p == a.(f - cos @) alrededor de su’ -eje polar.

2606. La circunferencia -p = 2r sen @ gira alrededor del” sje po-
lar. Hallar ¢l 4rea.de-la superficie, engendrada.. . -

2607, La lemniscatap? =:a? cds'2q gira alrededor del oje. pular.
Hallar-el. drea. de: la-superficie engendrada,

2608. El arco infinito de la linea y = e* correspondlenl:e a los
valorés positivos de z, gira alrededor del eJe de absclsas. Ca]cu]at
el srea de la superf:cle engendrada. . ) . ;

2609. La tractmz z=a (cost+1ntg 2) yﬁ-asant gira

alrededor del eje de ahsclsas. Hallar el drea de la superficie 1nhmta
engendrada.

Momentos y centro de gravedad*)

2610. Calcular el momento estdtico de un rectdngulo dé base a
v la altura % con respecto a su base.

2611. Calcular ‘el momento estatico de un tridngulo rectangulo
isbsceles cuyos catetos son iguales a &, con mspect.o a cada uno de
sus lados,

2612, Demostrar que se verifica la mgu:ente férmula:

[{az+b)f(z} dem @41) | £ @Y

donde & os la abscisa del centro de graveddd. del trapecio mixtllineo
de base [ag, &] limitado por la linea

(x). :
2613. Hallax, 6l centro de gravedad, °

de nn segmento parabélico de base a y
la altura &. %

2614. Un rectangulo de lados a v &
estd dividido en dos partes por el arco s,
de una pardbola cuyo vértice coincide /..
con uno de los vértices del “rectfngulo. 2 a x
¥y que pasa por el. vértice epuesto de .
éste (véase la fig. 49). Hallar el centro
de gravedad de las dos partes S, y S,
del recténgulo,

2615, Hallar las coordenadas del centro de gravedad’de la semi-
circunferencia y = V —z*,

Fig. 49

; ‘.En1 todos los ejercicios de bsta parte (2610--2662) la ﬂe:mdad se toma
igual a 1.

12-0178
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2616. Hallar las coordenadas del ¢entro de gravedad del semi-
¢irculo limitado por el eje de abscisas y la semicircunferencia y =
=Y =5,

2617. Hallar el centro de gravedad del arco de la circunferencia
de radio A, el cual subtiende el dugulo central o.

2618. Hallar las coordenadas delicentro de gravedad de la fi-

gura lumtada por los ejes de coordenadas y 1a pardbola V' + Vy =

261 9. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la figura
limitada por los ejes de coordeénadas y el arco de la elipaezz + %-: =
= 1 que se halla en el primer cuadrante.

2620. Hallar el momento estético del arco de la elipse ::—: + g-:- =

= 1 el cual se halla-en el primer cuadrante, con respecto al eje de
abscisas. i

2621. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la figura
limitada por el arco de la sinusoideé y = sen x ¥ el segmento del eje
de abscisas (desde 'z, = 0 fhasta lz, = 7).

En los ejercicios 2622—2624 hallar el momento estitico de la
figura limitada por las‘lineas dadag, con respecto al eje de abscisas.

2622, y= o y==1%

i-;;—:t:3
2623. y=sen x o y= -;-(para un segmento).

2624, y=2° e y=Vz

2625. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la fi-
gura limitada por la linea cerrada y* =

2626. Hallar las coordenadas del centro de g-mvedad ‘del arco de la

catenaria j = a ch - comprsndlda entre los puntos cuyas ahscisas

SN Ty =—a Y z, = a.

2627. Demostrar que el momenyvo ‘estético dé un, arco cualquiera
de.1a parabola, con respecto al ¢je de 1a misnid, es proporcional a la
diferencia de 10§ radios de curvatur: Bn 168 puntos extremos del arco.
El coeficiente de proporcwnahdad ‘eérigual a pf3 Hanﬂe p es'el para-
metro de Ja iparébola. :

© 2628. Hallar las coordenadas. del céntro de gravedad del prlmer
arco de:la cicloide z == a ( —sen 1), y = a (1 — cos 1),
2629, ‘Hallar 1as coordenadas<del centro de gravedaﬂ de la figura
limitada por el primer arco de una cicloide’y" ol ejer do abstisas. T
2630. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del arco de
la astroide z = @ cos® ¢,y = a sen®{ el cual se halla.en el primer
cuadrante.
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v 1:2681. Hallar las coordenadas del centro degravedad-de la figura
limitada, por los ejes-de coordenadas y el:arco-de unaastroideel cual
se thallaen el primer cuadrante. - wv L L0 0 oen

" 2632. Demostrar que la asbeisa y la ordenada del centro de fra=
vedad :del sector-limitado por dos:radios polares y por:la linea cuya
ecuacién se da-en las cooredenadas:pélares p =.p'(¢), vienen expre-
sadas del modo siguiente:

P2 ' - S
. E p3cos pidip” § pEeeng dp
ey vose T 2 :
..":—--3- Py ] ¥= 3 . T L.
§ o2 de SEE Y p¥de
9y "oy

2633. Hallar las coordenadas cartesianas del centro de gravedad
del sector limitado por una semiespira de la espiral de Arquimedes
p = a@ (desde ¢, =0 hasta ¢, = =),

2634. Hallar el centro de gravedad de un sector circular do radio
R cuyo dngulo central es igual a 2a.

2635, Hallar las coordenadas cartesianas-del centro de gravedad
de la figura limitada por la cardioide p = a (1 + cos @).

2636. Hallar las coordenadas cartesianas del centro de gravedad
de la figura limitada por el lazo derechd de la lemniscata de Bernou-
11i 2p’ = a® cos 2¢.

637. Mostrar que las coordenadas cartesianas del centro de
gravedadldel arco de la linea cuya ecuacién es dada en‘las coordena-
das polares p = p (), vienen expresadas del modo siguiente:

Pa ; LI
§ peoseVp2tptdp . § peone VpETptde
@y @y
=t Y=ty —
{ VeE+o2de § ViiEpidg
LN 3

2638. Hallar las coordenadas ccartesianas del centro de gravedad
del arco de la espiral logaritmica p = ae® (desde p, = n/2 hasta
Py =), ' # A

* 2639, Hallar las coordenadas cartesianas del centro de gravedad
del arco de la cardioide p = & (1 + cos ¢) (desde ¢, =0 hasta
Gy = 7).

2640, ¢A qué distancia del centro gaom‘ét.rico{-éa halla el centro
de gravedad de la semiesfera de radio B =~ - Loge

2641. Hallar el centro de gravedad de la superficie de la semioks
fera.

12%
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2642. Sea dado un cono circular recto cuyo radio de base es Ry
Ya.alturaH. Hallar la distancia que media entre la base del cono y-el
centro de gravedad de su superficie lateral, de su superficie total y
de su volumen.

1., 2643, (Qué distancia media entre la base y el centro de gravedad
de un cuerpd, da altura , limitado por un paraboloide de revolucién
vy un plano perpandlcular a su eje?

2644. Hallar el momento de inercia del segmento A8 = I con
respecto al eje.que se halla en el mismo plano. El extremo 4 del seg—
mento dista @ unidades del eje, el extremo B del segmento dista &
unidades del eje.

12645. [Hallar el momento de inercia de una circunferencia de
radio R con respecto a su didmetro.

2646. Hallar el momento de inercia del arco de la linea y =

L (ogzg_%), con respecto al eje de abscisas.

2647, Calcular el momento de inercia, con respecto a los dos ejes
de las cootdenadas, de un arco de la cicloide « = a (¢ — sen ¢),
y=a({l —cosi).

2648. Hallar el momento de inercia de un rectangulo de lados
a "~y b con respecto a su lado a.

2649. Hallar el mgmento de inercia de un tridngulo de base @ y
la altura 2 con respecto a:

1) 1a base;

2) la recta. que siendo paralela a la base pasa por el vértice;

3) la recta-que siendo paralela a la base, pasa por el centro de
gravedad del tridngulo.

2650. Hallar el momento de inercia de un semicirculo de radio A,
con respecto a su didmetro.

2651. Hallar el momento de inercia de un cireulo de radio R,
con respecto a su centro.

2652. Hallar el -momento de inercia de una elipse de semiejes a
y b, con respecto a los-dos ejes de la misma.

2653. Hallar el¥momento de inercia de un cilindro cuyo radm
de-base.es. igual a R;y la altura ./, .con respecto a su eje.” , -

2654, Hallar el momento de:inercia de un cono. cuyo,radio de hass
os igual iR, la altura H, con raspecto a su eje.

12635, Hallar el momontn de inercia de una esfera de radw R
con respecto a su didmetro. :

2656. Una elzpse gira alrededor de ‘uno de sus ejes. Hallar el
momento de inercia del cuerpo engendrado (elipsoide de revolucién),
con respecto-al eje de su revolucién.

.. 2657..'Hallar-el momento .de;inerciaj: con respécto;al ‘eje .de:revo-
lucién, de un paraholmde de' ra\rolucwm cuyo radio de hase: es: Ryla
glfura; H..n iy, o0 Ll e G %

Lt S
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-, +2658."Caleular el momento de inercia, con respecto al eje Oz,
ot o L * e o » e g b 3, T
~ del cuerpo limitado por el hiperboloide de ‘tina hoja %—-}- i.;_’____..

~ 23 =1 y los planos z = 0 y % &= 1. B :
2659. El trapecio mixtilineo limitado por las lineas y = %,
4=0,z=0yz=1gira alrededor - y
1) del eje Oz, 2} del eje Oy. = -
. -z:Caleular, el. momento, de inercia del cuerpo engendrado, con res-

pecto al eje de revolucién. - -

2660, Hallar el momento de inercia de la superficie lateral de
un cilindro cuyo radio-de hase es R y la altura, &, con respecto a su
oje. :

2661. Hallar el momento de inercia. de la superficie lateral de
un cono cuyo.radio de base es R y la altura, M, con respecto a su

J ._B. - ) 1
 '2662. Hallar el momento de inercia de la superficie de una es-
fera de radio R, con respecto a su didmetro.

Teoremas de Guldin

2663. Un hexdgono regular, de lado @, gira alrededor de uno de
sus lados. Hallar el volumen dél cuerpo engendrado. _ X

2664. Una elipse cuyos ejes son.A4; = 2z y BB, = 2b gira al-
rededor de una recta paralela al éjo AA,, que dista 36 del mismo.
Hallar el volumen del euerpo engendrado. ' ;

2665. Una.astroide gira alrededor de una recta .que atraviesa
dos’ picos: contiguos. Hallar el volumen y la superficie del cuerpa

engendrado (véase‘el ejercicio 2630).. _
2666, La figurd éngendrada por los primetos ardos de las cicloides

z =a(t — sen t), y=oa(l —cosi)

z =a(t—sent), = —a (1 — cos &)
gira alrededor del eje de ordenadas. Hallar el volumen y la superfi-
cie del cuerpo engendrado. D '

2667. Un cuadrado gira alredédor de una recta’ que e halla en
el mismo plano pasando por uno de sus vértices. {Cuél ha de ser la
posicién.de la recta respecto al cuadrado para que el volumen del
cuerpo de revolucién engendrado sea méximo? La misma pregunta
respecto al tridngilo, °

§ 2. ‘Algunos p,robléﬁtias de fisica

2668. La velocidad ciel_ cuerpo es dada por 1a férmula v ="
=V1+ ¢ m/s. Hallar la distancia recorrida’ por el' cuerpo en' log
primeros 10 s al ‘comenzar el movimiento. < '
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2669. Cuando se efectiia ol movimiento armdnico oscilatorio
a lo largo del eje de abseisas, cerca del origen de coordenadas, la

velocidad g-:-’ viene dada por la férmula

&= (Bhm)

donde ¢ es el tiempo; 7, periodo de oscilacibn; ¢, fase inicial. Ha-
1larla posicién del punto en el momento £, si es sabido que en el mo-
mento ¢, se hallé'en el punto r = =;.

] .

ifg I o
. La férmula f = k% , donde m y M son las masas de los pun-
tos, r, la distancia que media entre éstos, y k, coeficiente de propor-
cionalidad igual a 6,67 ‘10"“.3{.;22 (ley de Newton) establece la fuer-
za [ de interaccién de las masas de dos puntos. Tomando esto en
consideracién resolver los problemas de los ejercicios 2670—2678.
{La_densidad se supone constante.) it iy
Y0670, La barra 4B, de'longitud 1y de masa M, ejerce la atrac-
<ién sobre el punto ¢ de masa m el cual se halla en la prolongacién
dg 1a barra. Entre el punto C’y el extremo mfs préximo. B de la barra
rhedia 1a distancia a. Hallar la fuerza de interaccién de la barra y el
punto. (Qué masa puntual debe ser colocada en A para que ésta
‘g;_;t_‘qe, sobre C con,)a misma fuerza que lasbarra AB? Considerar el
‘caso ‘de un punto que se halla en la prolongacion de Ia barra y pri-
mero dista r; de la barra misma. Después, desplazdndose a lo largo
dé’ 1a recta, que constituye la prolongacién de la barra, el citado
punto va acercindose a l& misma, resultando entre ambos la distan-
cia r,. $Qué trabajo realiza la fuerza de atraccién en este caso?
2671. ¢Cual es la‘fuerza-con que el semianillo de radio r y de ma-
' sa. M ejerce su accitn sobre-el punto.material de masa m, ‘que.se halla
en su centro? g Ut e i s gy
.. 2672. :Cual es la fuerzdicon que el anillo de:alambre, de masa
M Yy de radio R,.ejerce su accién sobre el-punto-material .C:de masa
m:que se halla-en:la recta que asa por el centro del anillo. perpendi-

cular a su_plano? La distancia entre el citado punto y-el centro del

anillo es ignal a . ¢Qué trabajo realizaria la fuerza de- atraccidn-al
_desplazarse el punto desde el infinito hasta el centro del anillo?
2673. Aplicando el resultado del ejercicio amterior calcular la
fuerga_con que’ un- disco ‘plano;:de radioiR y de masa M, ejerce su
_accién sobre el punto material de masa m gue sé halla en su eje, dis-
tando g del-centro. ; P 2t EEE
. - 2674. Aplicando. el resultado del ejercicio anterior caléular la
fuerza con que un plano.infinito en el cual la masa, de densidad
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superficial ¢ estd distribuida. uniformemente, ejerce su aceién sobre
el punté/material dé masa'm. La distancia entré el punto’y el plano
s a,

2675 Existe un cono recto circular truncado cuyos radios de
base son R y r, la altura, k, la densidad, y. En su vértice-estd colo-
cado un punto material de masa m. ¢Cuél es la fuerza de la agcién
<que es ejercida por €l ¢ono sobre dicho puntof P

2676. ;Cudl esla.atraceién que ejerce la linea quebrada material
¥ = [z | + 1 sobre'el punto material, de masa #i, que se halla en el
origen de coordenadas? (La densidad lineal es igual a v.)

2677. Demostrar ‘que’la linea material quebrada y = a | } 4
<4 1 (a > 0) ejerce la‘atracei6n sobre un punto material que se ha-
1}a en -e(origen de coordenadas, Dicha atraceién no depende de a, es
decir, de la abertura del dngulo entre los lados de la linea quebrada.,

2678*. Dos barras iguales, siendo cada una de longitud 1 y de
masa A, pertenecen a una misma recta, midiando entre ellas la
distancia I. Caleular su atraccién mutua. ,

2679, Bajo la accién de la gravedad upa gota de masa inicial
M efectiia la caida. Almismo tiempo va evapordndose uniformemente
perdiendo, por segundo, una masa iguali a. m. (Cudl ég el trabajo rea-
lizado por la gravedad desde que comenzd la caida hasta que la gota
qued}é completamente evaporada? (Se prescinde de la resistencia del
aire,

2680. ;Cual es el trabajo que se debe realizar para' amontonar
la arena-en forma descono truncado,:de aliura H; cuyos radios de
hase sean B y r (r << R)? El peso especifico es igual a d (la arena se
hace desplazar levantiindola del snelo, en el queé se apova Ja base
mayor del cono). - ' : * oy 1L

2681. Las dimensiones de la pirdmide de Cheops son aproxima-
damente las siguientes; la altura es de 140' m, la arista de la base
(del cuadrado), 200 m. El peso especifico de la: piedra empleada en
la construceién es igual aproximadamente a 2,5 gf/cm®. Calcular
el {;nrahajo realizado durante la comstruccién para superar la grave-
dad.

2682. Calcular el trabajo que ha de ser realizado para sacar el
agua de un recipiente cilindrico, de altura # = 5 m cuya base es un
circulo de radio R = 3m.

2683. Calcular el trabajo que ha de ser realizado para sacar un
liquido, de peso especifico d, de un recipiente. Este representa, por
su forma, un cono de vértice invertido, cuya altura es H y el radio
de la base, R.¢De qué manera cambia el resultado si el cono tiene
su vértice en posicién 'normal? ' :

2684.:-Calcular’eltrabajo que ha de ser realizado ‘parafsacar el
agua de un recipiente semiesférico de radio R = 0,6 m. W s
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2685, La caldera tiene la forma de paraboloide de revolucibén
(véase la fig. 50). El radio de la base es R =2 m; la profundidad de

Fig. 50 Fig, 51

la caldera, H = 4 m. La llena un liquido cuyo peso especifico es
d = 0,8 gf/cm?®. Calcular el trabajo que ha de ser realizado para sacar
el liquido.

2686. Hallar el trabajo que ha de ser realizado para sacar el
agua de una cisterna que tiene las siguientes dimensiones (véase la
fip. 51)Ja = 0,75 f; b = 1,2 m, H = 1 m. Lia superficie lateral de
la cisterna representa un cilindro parabélico.

La energfa cinética del cuerpo que gira alrededor de un eje in
movil, es igual a —é- Jw? donde wes la valqcidad angular, J es el
momento de inercia respecto al eje de revolucién. Resolver los pro-
blemas de los ejercicios 2687—2692, tomando en consideracién lo
sobredicho. ;

' 2687, La 'barra-_.g:A-B. (véase 1a fig. 52) gira en 6l plano horizontal
alredédor del sje 00" con la,velocidad: angular o' = 10ms*!; La sec-

ot
_"“__..-- -'_'_'--._,_‘_

i 4, . 2E
. e 3 L] /’
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Fig. 52

¢i6n. transversal de la barra es S = 4 om? la longitud, ! .= 20 .cm;
la densidad del material de la barra, y.= 7,8 gfcm?®: Hallarla éner-
gia cinética desla barra. :
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2688. Una limina rectangularicuyos lados miden @ = 50 em y
b:=¥40 cm, y-el grosor es d = 0,3 cm, gira alrededor del lado a te=
niendo la: velocidad angular & comstante ‘¢ igual a 3ms~'. Hallar
la-energia cinética de la ldmina. La densidad ‘del material -de la 14—
mina y =8 glem?.: 6 ™ Fuet s ;

2689. Una lamina triangular cuya base es‘e = 40 cm y la altura,
h- =30 «cm, gira alrededor desu hase teniendo'la velocidad. angular
® constante e-ignal a . == 5x:e~% Hallar la energia cinética de la
lamina: .tomando ,en .consideraciéni que su ' it
grosor d = 0,2 cm y la densidad del material
de: lamisma ¢ =:2,2 glem®.- oo

2690. Una limina en forma. del segmento .
parabélico (véase la fig. 53) gira:alrededor -
del-eje de la pardbola teniendo la velocidad
angular _constante e igual a © = 4m s7%. La
base del segmento es a = 20 cm; la altira, s
h == 30 cm; el grosor de la ldmina, d = 0,3 em, b
la densidad del material y = 7.8 g/cm®. Ha- Fig. 53
Nar la energia cinética de la ldmina.

9894, Un cilindro circular cuyo radio-de base es R y la altura H,.
gira alrededor de su propio eje teniendola velocidad angular cons-
tante e igual a w. La densidad del material de la ldmina es 7. ‘Hallar
la energia cinética del cilindro. :

2692. Cierto alambre fino, de masa M, ha side combado adop-
tando la forma de semicircunferencia de radio R.'Va girando alrede-
dor del eje que pasa por los extremos de la semicircunferencia dando-
n vueltas por minute. Calcular su enefgia cinética. _

Calcular la energia cinética para el caso en que el eje de revolu--
ci6n es la tangente en el punto medio de la semicircunierencia.

a

2693. Una lémina en forma de tridngulo éstd sumergida, en posi--
cién vertical, en el agua de modo que su basé se halla sobre la su-
perficie del agua. La base de la limina es g, ]a altura, k. , ;

a) Calcular la fuerza de la presién que ‘ejerce el agua sobre cada
uno de los.lados de la ldmina. : 1

b) ¢En cuinto aumentard la presién si invertimos la limina-
de modo, que su vértice quede en la superficie y la base sea paralela
a la superficie del agua? ) :

2694. Una lamina cuadrada estd sumergida, en posicién verti-
cal, en el agua de modo que uno de los vértices del cuadrado.se-
halla sobre la superficie del agua, estando ‘en ¢ontacto con ella, ¥ una.
de 1as diagonales es paralela a la superficie. El'lado del cuadradoes
ignal a a. (Cuél es la fuerza de la presién gue ejerce el agua sobre-
cada uno de los lados de la ldmina? = e
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2695. Calecular la fuerza de la presién que ejerce el agua sobre
1a presa que tiene la forma de'un trapecio isésceles cuya base supe-
rior e8 ¢ = 6,4 m; la inferior, & = 4,2 m, y la altura, H = 3'm.

2696. La mitad de una ldmina en forma de elipse estd sumergida
en el liquido, en posicién vertical, de modo que uno de sus ejes
{euya longitud es igual a 2b) se halla sobre la superficie, estando en
-contacto con ella. ;Cudl esla fuerza de la presién que ejercs el ligquido
-sobre cada uno de los lados de la limina? La longitud de la parte
sumergida del semieje de la.elipse es igual a a; el peso especifico del
liquido, &

2697. Una limina rectangular cuyos lados son a y b (2 = b)
-estd sumergida en el liquido forméndose entre ésta y la superficie
del liquido el 4ngulo @. Eldado mayer es paralelo a la superficie y
ge halla a la profundidad A. Calcular la presidn que ejerce el liquido
sobre cada uno'de los lados de la limina teniendo en cuenta que sl
peso especifico del liquido. es d.

2698. El agua y el aceite (en proporciones iguales) llenan un reci-
piente rectangular, siendo el peso del aceite dos veces menor que
¢l del agua, Mostrar que la presién sobre cada una de las paredes del
recipiente disminuye en-iina. qumta parte si se toma sélo el aceite
en vez de la ‘mezela. (Es necesario tener en cuenta que todo el aceite
se halla encima.)

Resolviendo los problemas de los ejercicios 2699—2700 hace falta
apoyarse en el principio de Arqujmedes que dice lo siguiente: la
fuerza de empuje ascensional que ejerce su accién sobre el sélido
sumergido en un fluido es lgual al peso del fluido desalo;ado

2699. Un flotador de madera y de forma cilindrica ¢uya superfi-
cie de base es § = 4000 ¢cm? y la altura, # = 50 cm, flota sobre la
-superficie del agua. El peso especifico de 1a madera es d = 0,8 gf/cm®,

a) (Qué trabajo ha de ser realizado para sacar el flotador del agua?
b) Caleular el trabajo que hace falta realizar para sumergir el flota-
«dor de modo que lo cubra el agua?

2700. Una esfera‘de rndlo R y da peso especifico 1 estd su.mprg:da
en el agua de modo que estd eén contacto con la superficie. J,Que
trabajq ha de ser reallzado pam sacar la. esfera del _agua?

Los problemas de los ejercicios 27012706 tratan el fenomend de
1a salida de fluidos de un orificio pequefio. La velocidad con que el
Hquido: sale del orificio-la" déterming:'la ley de Torricellii'd =
=1/ 2gh, donde % es la altura de la columna del’liqguido sol bre el
-orificio.y g €5, la aoeleraclén de'la gravedad®).

s % La formn on’ q,ue Ia le de, Torriculh se-da’aqui, es aflu;abla ablo. al 1iqui-

lio ideal. Es g este liquido;i eal al que.se dan, regpuestas a los prublemna (En:la

i .pr:achca ‘hacen -uso. de Ia formulk wV/ 2gh, donde p. es el cooficiente qus, dé-

ende de la viscosidad del lifu! 2 la naturalou del orificia dal que_ sale el
iquido. En el caso mds senci lo del agua’ |t = 0,8)
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t-. 9701, Un recipients cilindrico cuya- Superficie de la: base es de
400 ‘em; y 18 alturat30. cmj tiens practicado un orificio. Calcular la
superficie de éste si'se sabe-que el'agua que llena el recipiente invierte
2'min en'salir de glis <o 0 T BLooRGL et T

" :2702.. El ‘agua lleha un embudo-céuico de altura H =20 ci:
Tl radioide la parte'siperior es Ri= 12°cm. De'laparte inferior, que
tiene- el orificio dé radio T=='0,3"cm, ¢omienza a “galir el agua:
‘a) ¢Cuénto tiempo se invierte para que el nivel del {agua baje en
5 cm? b) éCuéndo squedard vacio el embudo?

2708. La caldera.ofrece 1a forma de semiesfera ‘de radio R =
= 43 cm. En su-fondo se ha producido una abertura de superficie
S = 0,2 cm®. (Cufnto tiempo debe invertir el agua,-que llena la
caldera, para salir de ésta? 4

92704. La caldera ofrece la forma de cilindro eliptico de eje hori-
zontal (véase la fig. 54). Los semiejes de la seccion eliptica (que es

h
X ot
.\I.
i - —| &
} )
/ 2, ,
7 :

L

Fig. 54
perpendicular al eje del cilindro) son.iguales a b (horizontal) y @
(vertical). La generatriz del cilindro es igual a.L. El agua 1lena hasta
ia mitad la caldera que tiene practicada en su fondo un orificio de
superficie §. (Cudnto tiempo debe invertir el agua en salir de la
caldera a través de este orificio? ; . o 4 ?

2705, Un recipiente prismético, lleno de-agua, tiene practicado
en su pared vertical una hendidura rectangular vertical cuya altura
es igual a & y la anchura, #. Entre el horde superjor de la hendidura,
paralelo a la superficie del agua, y esta (ltima media ]a. distancia H.
(Cuinta cantidad del agua sale.del recipiente por:segundo si el nivel
del agua se mantiene a. la. misma altura?. Considerar el caso en que
H = 0 (problema.sobre el desagiie).., ... g :

2706. Un recipiente lleno de agua hasta los bordes, ofrece la for-
ma. de paralelepipedo. cuya base. tiene-el &rea .igual 2}100 cm?. En
su pared vertical hay-una hendidura, de altura igual 'a 20 cm y Ja
anchura igual a 0,1,cm (véase la fig.. 55). ¢Cuénto tiempo se-invierte
para que.el nivel del agua en el recipiente disminuya en a) 5 cm,
b) 10) e, ¢) 19 em, d) 20 em? (Aplicar el resultado del ejercicio ante-
rior, ;
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La ecuacién del gas perfecto es la siguiente: pr = RT, en la cual
p es la presion, v; el volumen, T, la temperatura absoluta y R, la
constante del volumen dado del gas. Resolver los problemas de los
eJermcms 2707—2709 considerando los gases como perfectos.

2707. Un cilindro cuya base es de 4rea igual a. 10 cm?, y la altura,
1gual a 30 cm, contiene el aire atmosférico. (Qué trabajo ha de ser
realizado para que el émbolo penetre dentro del cilindro 20 ¢cm, o sea,

Fig. 55 Fig. 56

debe ser introducido en el cilindro de modo que entre el fondo de
éste v el émbolo medie 10 cm (véase la fig. 56)? La presion atmosfé-
rica es igual a 1,033 kgf/em?, EI proceso se efectiia de manera isotér-
mica, es decir, a temperatura constante. (Para obtener el valor
del trabajo en kgm hace falta tomar la presién en kgf/m? y el volu-
men en m?.)

2708. Un recipiente cilindrico cuya seccién transversal es igual
a 100 cm?®, contiene el aire bajo presion atmosférica. Dentro estd colo-
cado un émbolo ‘mediando entre éste y elfondodel recipiente la dis-
tancia inicial 1gua1 a 0,1 m. El cilindro se encuentra en el vacio
debido a lo cual se prcduca la: expansion del aire contenido dentro,
el cual desaloja el émbolo. 1) Calcular-el trabajo realizade por el
aire dentro del cilindro cuando hace ascender el émbolo a la altura
de a) 0,2m, b)0;5m, ¢) 1 m. 2) ¢Puede el trabajo aumentar sin limi-
tes al dllatnrsa ol gas: iafinitamente? (Igual que ei ol e]ercuno ante~
© rior, el proceso se efectiia de manéra- isotérmica.)

2709, Elrecipicente cilindrico cuyo"-voluman vy =017 m” conua-
e el aire atmosféricoel cual es sometido a-1a compraswgl al introdu=
¢ir, de manera muy répida, un émbolo-dentro (canmderamos que e
proceso.sé efectlia sin ser recibida ni‘cedide ninguna cantidad-del ca-
lor, o'sea, es. adlahétxcb) ¢Qué trahajo ha dé ser realizado para com=
pnm:r ‘el -aire''contenido en el rec;pwnte reduclendolo al volumen
v =0,03 m® (L presién atmosférica ¢ igual a 1,088 kgi/em?.)
La presi6n del.gas y.el volumen que ocupa proceso adiabatico
forman la relacién pi¥ie= pyu} * (ecuacién-dé’ Poisson). Para los gases
diatémicos (también para el aJre) v ~1,40.
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. Sepiln la:ley da-Newton, la velocidad con que umcuerpo .se enfria
es. pmporcmnal a ladiferencia entrela temperatura a’ que se halla y la
temperatura del medio quelorodea. Partiendo de-este. prineipio, resol-
ven Tos problemas de los ejercicios: 2740—2711.. -

-+ 2710. Un cueipo: cuya témperatura es igual a 25“ estd sumergldo
en el termostato- (sutemperatura se mantiene- 1gua1 a 0°%). ¢Cuinto
tiempo debe ser invertido para que el cuerpo. se enfma hasta 10° si
en" 28 min seénfria hasta 20°7 .

+ 2711 Un ¢uérpo cuya temparatura es. agual a 30" e enfria hasta
'22,5° al permanecer 30]min en-el termostato que.se Jm].la a-la tempe-
ratura 0°. ¢Cuél seria‘la temperdtura del cuerpo al cabo.de 3 horas
al- comenzar el experimento?

Segiin la ley de Coulomb, la fuerza de interaccion de dos cargas
‘eléctricas es igual a 4:;:;2'
las cargas en culombios, r, la distancia que media’ entre las cargas,
enm, la constante dieléctrica £p =8,85-1012 F/m (4ngy=1,11 %

10'“’), e, la permitividad del. medio respecto al! vacio (para el
au-e e 2 1), (Sistema racionalizado MKSA.) Partiendo. de esta ley,
regolver los problemas de los ejercicios 2712—2714.

2712, Una recta infinita estid cargada uniformemente de-electri-
cidad positiva (la densidad lineal-de carga eléctrica es o). (Cudl
s la fuerza con que obra dicha recta-sobre una carga unitaria que se
halla en el punto 4 mediando entre ambos la distancia a? La permiti-
vidad del medio es igual a 1.

2713. Entre dos cargas eléetricas ¢, = 6,67-10-*.C y g ==
= 10-10-#C media la distancia ignal a 10 cm. El aire sirve de medio
que las separa. Al principio, las dos cargas han estado fijas, luego,
se ha liberado la carga ¢,, que comienza a desplazarse, bajo la acci6n
de la repulsién, alejindose de la carga g;. ¢Qué trabajo es realizado
por la repulsién cuando la carga a} se ha alejado mediando entre
ambas la distancia igual a 30 em, b) se aleja al infinito?

2714. Entre dos cargas eléctricas g, = 33,3-10-? culombios y
g5 == 40-10-? culombios media la distancia igual a 20 c¢cm. (Qué
distancia mediard entre las cargas si acercamos la segunda hacia la
primera realizando el trabajo igual a 18.10-% Juhas? (El medio que
las separa es el aire),

newtons, donde g, y g, $o1 los valores de

2715. La tension en los bornes del cireunito eléctricoes V = 120V.
Uniformemente en el circuito se introduce una resistencia a 0,1 ochmio
por segundo. Adema&s, el circuito estd conectado con la resistencia
fija r = 10 ohmios. jCuéntos culombios de electricidad pasarin.por
¢l circuito durante dos minutos?
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2716. Al principio, la tensién en los bornes del circuito era igual
a 120 V, decreciendo después: poco a poco en 0;04 V por segundo:
Simult4neamente, en el mismo ctircuito se introduce una resistencia
a 0,1 ohmio por segundé, 1o tiial représenta también une velocidad
constante. Ademés de-ello, el circuito tiene la resistencia fija igual
a 12 ohmios. JCuéntos culombios de electricidad pasardn [por el cir-
cuito en 3 min?.

2717. Al cambiar la temperatura, la resistencia de los conductores
de metal varfa (a temperaturas ordinarias) segiin la ley R =
= R, (1 + 0,0040), en la cual 'R, es la'resistencia a 0°C y @ es
la temperatura-en grados Celsio. (Esta ley es.vélida para la mayoria
de los{metales puros.) La resistencia del conductor es igual a 10
ohmios a 0° C, éste se va calentando uniformemente desde 4, = 20°
hasta 9, = 200° durante 10 min. Al mismo tiempo, pasa por el con-
ductor la corriente cuya tensién es igual a 120 V, ;Guantos culombios
de electricidad pasard por el conductor durante este mismo espacio
del tiempo?

2718. La ley de la variacién de la tensién de la corriente sinusoi-
dal cuya frecuencia es @, sé expresa con la formulafsiguiente: Ej=
= E, sen (ot 4 ¢), en la cual £, es la tensién méxima; ¢, la fase;
¢, el tiempo. Hallar el valor medio del cuadrado de la iensién en 1
periodo. Mostrar ‘que la corriente alterna ‘desprende en 1 periodo,
. siendo la resistencia’fija, la misma cantidad de calor que la continua
cuya tensién es igual a V (EHiea. (Debido a ello, la expresion
V (E9mea 50 1a llama la tensién efectiva de la corriente alterna.)

l2’?!9. La tensién de la corriente sinusoidal se expresa con la f6r-
mula

E=E;sen (—z;.it).
y la corriente, con la formula
2
It ()

-en lareual E,.6 Fy-son constantes (los ~valores maximos de la tension
y de la carriente); T, ol periodo; gy, la-ast llamada difertneia de
fase: Caleular-@l trabajo realizado;por 1a -corriente durante el espacio
del tiempo desde # ‘= 0 hasta t, = T y mostrar que este trabajo ‘al-
canza su valorjméximo cuandola diferencia de fase @, es igual aicero;

2720. Hallar el tiempo durante.el cual el aparato eléctrico calien-
ta 1 kg de agua desde’20 hasta 100° C, si la tensién de la corriente
es igual a 120V, la resistencia de la-espiral, 14;4:0hmios, la-tempe-
ratura del-aire-en la habitacién, 20°%C, y si-también es sabido:que
1 kg de-agua se enfria desde 40 hasta 30°:C en 40 min. (Seghn:laley
de Joule — Lenz, Q:= T*Rt, dénde @ esia cantidadide calor en jux
lios, I, la corriente en amperios, 'R, la-resistencia en ohmios, ¥
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__julios
kg grados ©
Ademés de e]lo, aplicar .la ley de Newton sobre el enfriamiento,
véase el ejercicio 2710.)

el tiempo en segundos; el calor especifico del agua es 4190

2721. El aire que ocupa un recipiente cuya cabida es de 31, contie-
ne 20% del oxigeno. El recipiente, que tiene dos tubos, recibe a tra-
vés de uno de ellos, ¢l oxigeno puro, mientras que a través del otro,
sale la misma cantidad del aire. {Cuinta cantidad del oxigeno va
a contener el recipiente después de que hayan pasado por él 101 del

as?

: 2722. El aire contiene a% (= 8%) CO,. Se le hace pasar por un
recipiente cilindrico gue tontiene masa ‘absorbente cuya capa fina
absorbe la cantidad del gas proporcional a su concentracién y su gro-
sor. a) Si el aire que ha atravesado la capa de H cm (= 10 cm) de
grosor, contiene b% (= 2%) de CO,, ;de qué grosor H, debe ser la
capa absorbente para que el aire después de atravesar el absorbedor,
contenga s6lo ¢% (= 19%) del scido carbénico? b) ¢Cudnta cantidad
(en %) queda en el aire que ha atravesado la capa absorbente si su
grosor es igual a 30 cm?

2723, Cuando la luz atraviesa una capa de agua igual a 3 m, se
pierde Ja mitad de su cantidad inicial. (Cudnta cantidad dela Tuz
1lega a la profundidad de 30 m? La cantidad de la Iuz que es ahsorbida
al atravesar una capa fina de agua, es proporcional al grosor de la
capa y a la cantidad de la Iuz que incide sobre su superficie,

2724, Si la cantidad inicial del fermento, igual a 1 g, al cabo de
una hora llega a ser igual a 1,2 g, ¢a qué serd igual al cabo de 5 horas
al comenzar la fermentacién si se considera que la velocidad del
inecremento del fermento es proporcional a su cantidad disponible?

2725. ;Cusl era la cantidad inicial del fermento si al cabo de
dos horas de haber comenzado la fermentacién la cantidad disponible
del fermento era igual & 2 g, mientras que al cabo de tres horas era
igual a 3 g? (Véase el ejercicio anterior.)

26. 2 kg de la sal se echan en 30 1 del agua. Al cabo de 5 min

1 kg de la sal queda disuelto. ;Cudnto tiempo tarda en disolverse el

99% de lacantidad inicial de la sal? (La velocidad de la disolucién es

proporeional a la cantidad de la sal no disuelta y a la diferencia entre

la concentracién de la disolucién saturada, igual a1 kg por 31, y la
concentracién de Ja disolucién en el momento dado.)



