Capitulo VI

Integral indefinida.
Caleulo integral

§ 1. Métodos mds simples
de integracién
En los ejercicios 16764702 hallar las integrales; usands la
tabla de integrales y aplicando las reglas elementales para la inte-
gracidn. 5
1676, [ Vzdz. = _1671. a6 j%’;—
79. { 10%de. - 1680, | a%* ds. Y
1679. | o 1680 | a¥e* da 1681 52%
i : =-0,17 e N
1682. 5 e 1683, [3,4,: dz. 1684 [ (1—2u)du.
1685. _[(V;.-;—;—i.) (z—V7z+1)dz. 1686, ihﬁ’j“f"?‘fﬁx.

1687. | (22~4.2 4 3-8 —50.38) gz,

1688, | (12)" as. t689. | L= a
; -t e
' %) o L
1690, | UtV 4. , Y XEAE
1692. jﬁ% 1693. § 2522 ar
v 1-}cos? cos 2 .
1694, | 5ot da 1695: | ==t da
1696. | tg* e dz. 1697 { ctgzdz.
' ’159@5 :QSEH?'% 8y = 1699, . %%%%%E

90176
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¢ (1b2)2ds i
1700. ‘\w 1701. Snus!x-‘,—s&uﬂm'

1702. j (arcsen x4 arccos ) dz.

En los ejercicios 1703—1780 hallar las integrales, aplicando el
teorema sobre la invariancia de las férmulas de integracion.

1703. Ssan'_:t:d(senz}. 1704. jtgan::d(tg;r].
d (1 -+ %) 15
1705. 5 exse g 1706. | (z+ 1) dx.
dz
1707. 5151?15 1708. X{ B e 1)
1709. SV @ —3z)dz. 1710. 51/ 89z dz.

1 L] '__..—-m'-—n_"- . - g
1711 j}af(d+b#)2d: 1742, { 22y F1de.
1713. jz]/i' —Zdx. 1714, jx“,s/xﬂ—ki dz.

zdz b dx
1715 jv.z&“ 1716 jm

O 718. e L. S
L 5“{ i1q : 521/3::2—5;+ﬁ-
1719. 5 sen® x ¢os z d2. 1720, ( Zn22e

o

1721. jm”‘ 1722. Smsﬂxsenzmdz.

Vinz rotg 7)2 dz
1723. | L2 a. 1724, | LRI
1725, { ——B 726. - s
;?2‘5 I-{a;paap;}? 'I'_a".*l—-.z2 Kk 5 ma"-z. i_f i+ige
1727 { cos 32d(3z). 1728. 5 cjsfij‘ﬂﬂ}.
.-:i?.‘i-Q. S cos Bxdz: - 1730. 5{0-:}3::.—:;::15 2x) dz.
1731, - { son (22— 3) da. 1732, | cos ({—2z) dz.

;1733. S'a.?ms- -23:-:%‘)]'2@. 1734. Se‘“{sen e*) dz.

: : 14-28) g ‘d (arcsen ) {.hf':ja}dﬂf
azss, | 2. 1736, [olrmens,  a737. | T
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1788, § 2= 1739. | - T [ A g S

n‘ axdn a2 dg |
1741, {5 e 1742. jm 1743. 5 =T
1744. { rgzd 1745. Sdtgz_.;i_‘:;.: 1746. | tg 3zdz.

1747,

(In z)m

1750.

1752.

j-utg(ﬂz-i—?i)dr. 1748. S '

14-costz

"jem-xmsmd:. 1753. jn“d:c

sen2x . .

0 70 R R L
de.. 4749, | =0
1751, jemxd(senm)

1754. j a=dz.

1755. [ e-owtiaz. 1756, | ez az. 1757, | e-sz2dz.
d z d
1758. j. (3) = 1750, 5 ﬁi?ﬂ
1/"'(?)
dx dr
1760. [ 5. 1761 . 1762 B
d x dz Tdxr
1763. 3’ ﬂ_j@ 1764. jm 1765. jﬁﬁﬁ
2 dx o dx ; ex dr
1766, | 55 176, { e 1768. | =7
2% . dex.
1769. S P,i_lx. t??ﬂ.j-ﬂﬁ%.
1771. j*“‘;‘dz. 1772. § (e +1)dz.
14z
1773, | s da. 1774. jj T
1—z z{t —az%)
1775. | V/ [ d=. 1776, | 2= o,
Sta—at . 1778 o
77 | e Vo=
1779. .—-—Ez}‘i’“jﬂ‘*dx. 1730-;-5 ——-w—?-”““]’fff‘;ﬁ’? dz.
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En los ejercicios 1781 —4790 hallar las integrales, despejando
la parte entera "de la fraccién bajo el signo de integral.

2 Azx
178, | ipda. 1782, Shqde 1783 {25 de.
1784. Segy 1785, EE"—“_-_%L‘E 1786. | 2.
1787. \ “;’f_tff dz.  1788. {%dm. 1789. g = dz.
1790. § S e

En los ejercicios 1'?9'1 _4807 hallar las integrales aplicando el
método de deauampusmlﬁn de la ‘expresién integrando y ‘el método
para n:'laspa]ar el cuadradn perfecto.

1791. ( s

g T e T ) e
dz . 41 ¢
1794. S(ﬂ'—x}_(b—;:l; 4795, | G dz. 4796

) 5
1797, | gt 1798 | it 1799. S"zfazz'
)

1800, § o=tpry. 1801 | e, 1802, | s
1803.. j = = . 1804 j V#‘LT)’-’
e = b — )

1807. | mﬁﬂ

En los ejercicios 1808 —1831 hallar las integrales aplicando
f6rmulas trigonométricas para transformar la expresion integrando.

1808. j-mstzdz 1809. { sonzdz.  1810. Si a;ﬂ "

.....

181-2. S*""‘““dz. 1813. 5"‘“““”&

{-tcoszx —sgon x

1811

. ng liﬂ :—' E _-"-'.‘:.
(EEH-'":"“""E ,:]dm + 1815. _*[-!:enicusz: %

1814.

1818. {:sen 2zsen 5z dz. T 1819, 5 cos# cos 2w o 32 dx.

i
|
. A816. Scusxaan Q:dn: Nt (BT S_.cus-'ﬂ:;ms 34 di.
{3
i

. i—-ﬁenz s : sen® z
EL X 82t 5’ zi " 13225m 2 dz..
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1823, [ et qeon [ SEE du. 18250 ofiin

o8, feoain 1820 [ ugtede 18285 dontaids
1829. Sseni.zd.r. 1830. jtga;dx_. t8st. 5 &

§ 2. Métodos. principales . | .-
de integracion e
Integracién por partes

En los ejercicios 1832-—1868 hallar las integrales.

1832, {zsen2adz. ' 1833. [wcoszds 1834 [ we*da.

1835, ja:ﬁ"d:a. - 1836. jf‘lnx'dx. (ns=—1).
1837. Sa:ambg;':.—d:. 1838. J‘ arccos z dz. 1839. 5 arctg } zdx
1840. | 2= de. 1841, {atgrzde. . 1842. Smmszm-_dx.
1808, [ BZae o 1sae [ 2 g gass, [UEE
: -

1848. | Iu (22 4 1) dz. 1847. | o

z3 dz : TR
1848. § = T 15&9..15,;21;(_1._-1.:) dz.

1850. | tede.  1851. | o%e"dz. 485 { wta*da.
z°

sen x dx. 1BDA. Sﬂcusfzdm-. ,il_855. Slnza:dx.

Ind z in? z R, e i
dzx. 1857. 5 P,x dx. 1858. J {arcsenz)*dz.

1859. | (arctg z)®z da. 1860. 5 e* sen n:;f-:t:_'.

)
5
J
1853. |
J
J
i#

1861. | &°* (sen 2z -—cos 2z) dz. 1862, j e‘“ cos nx dz.
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1863. | senlnzdz. 1864, feosinzds. 1865, 5 22 ds_

——_—
Vi—a?
1866°. S V &+ 2 dx. 1867. j f:%”;ff 1868. S 236% 8 s

Cambio de wvariable

En los ejercicios 1869 —1904 hallar las integrales.

1869. 5_-.-“-

1+Vz+
1870. j% 1871. 5 prde. 1872, [
1873. 5:,;‘_2.:::. 1874, j H:i_. 18?5.5 [lfﬂdz.

f Al — fr Xl

Y= __dr
1876. L+1dz. 1877. Si+$-fﬁ-'f‘ 1878. jvu+a+m
1879, 5 P,VI&:/- (sustituyendo z = z%).

=
dz V=

1880, j %,—_@_:j. 1881, Sm 1882. | Pz

1883. ( i;% {sustituyendo e* -1 =z%),

Vid+inz
'Ifi—l-_e" 3 'IBBE. HT dz.

1886. j V TF cos® z-sen 25-c0s 2z dz.

1884, | —&

1887. Sse]_nm-{'_d‘rias& 5 zh dx . 1889. Sﬂ

nT-Co8z V ad—z3 (z2—4)2"

'89’0 51‘3 ]/F:l:zm}-ﬂz

(suﬂtituyémdﬁ :::-'—1- , 0 T=atgz, 0 x=ash z) :

‘1891 S Vo {Eust:tuy&nda T ==g sen z).
aZ

1892. j z_._._.—me__:_ﬁ_

: 1 &
(svshtuyendo ;c_=T-, ] x=_c—ﬂﬁ, o _:rmac.hz).




§'2, _Métd&pﬁ..-prinﬁip_ﬂlﬂﬂ"dg'i'dmghilﬁh R 435
1893, | Vits gy, 1894. Slf"_;i’i;dx _
g6, [V gae Y

1895. S?E%?

1897, f—ooiter. © 71898, R g
1899, j—,;ﬁ_‘_"_—?—}? :gﬂl} { m’]fiﬁ“dx
1901. | {x‘+4}ffz_;ﬁ-_1“ 1902+, § I/E%-i%

1903°, 5 V_:ITEE 1904°. S%

En los ejercicios 1905--1909 hallar las integrales efectuando
primero el cambio de variable y luego integrando por partes.

1905, | ¢VZa. 1906. § sen ¥z de.

" ArcRen I z& arctg x
- '_'H'_.-..—. L - = d -

arctg =
1909. 5 m dz.

Diversos problemas
En los ejercicios 1940—2011 hallar las integrales.

1910. 5 (z4+-1)V 4 Oz de. 1911. 5(1—}-33"}3&3”&;.
1912. S%‘f“' 1913. S%ﬁ-dm.
1914. 5 Vi—e ¢ dx. 1915. 5 z cos 2 dz.
1916. | @—3%)F T ar. 1917, | s
1918. | :*ig : 1919, | e
1920. 5_551!;:__—?’_—-” 1921. 5 ﬁﬂiﬁ dz.
1922. _‘-;:;_14 dz. 1923. S “":{f dz.
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1924, Sahii—ﬁ L. - 195§ T
1926. S‘}i,f;a—f?t—d"‘ 1927, [ SRR aa
108, | oiboo. . 1929 (e

1930. 5 B':i::; | 1931. S],ftg”msen*zd::._
1932. | (1—tg32)2da. 1933. | 5.

1934. 5?5:_'17? | 1935. S V;ﬁ_&z‘ J
1936, { 1/:1'%5 _' | 1937. Szﬁﬁdx.
1938. S{Vm+ms'm)'dx.- 1959. | o™t .
1940, j vijﬂ; 1941, SFF?L_'TT
1942. hf_m;._i.i_ﬂw—_d- 1943. | l}z_:—_z’:.’_'_i:‘.g.
T —
1946. | el 1947, 5 1}3“?_;:;1
198, (252 1949. § - V;;ﬁi__w dz
1950. | iopeppds | 1991 | o
1952. | V;_i_;% 1953.__55- a;iﬁz
1954. § EL . 195 [ V=

1956. S Ei‘ﬁtg ::ri dxv - 1957. 5 'z sen x €08 z 4.
|

. {atcosozde | oo 1959 jeﬂmﬂdm.



1960, { Beoez gy
COB+ !

1962. %ﬁ-
1964, j—"’g’-n-—-

R s EL—

o ;1979;“:5M

1983. |

: 3423 B
1970. { dex
1972, {2997 g,
1+tgzyde
1974.5 b )
976. &
1 S V3cosptsen g
sen? x cosx.
1978, ST-—_“ e
1980. | 2ltz g,
1982, jem&wz
¢ 2Ads
e 5 V{i—2%3
r dr
igﬂﬁ.J VI
1988 5 V"‘_jﬂ""z dx
V(—Ed::
1990. =
idx
1902. | oS

1994, 5 YEE2 g,

dx
1996. 5 e

£ 8522 Mémdaa p.:.incipalea.da integraﬂiﬁn- -

I'ISED.-‘!-‘

- 1961, { e d:a:‘

1%5 5 860 2 d

4—1:::-32 2;::

.i:iﬂﬁ'? S e d:E '"

ef‘"-I-i—t

At}

'1959 Xﬂ.zﬂ-ﬂnxdﬂ: ]

{971, S Zageng .-

Viet
1973, ﬁe*senﬂm;

1i-tg_r ;
1975. j el da.

1977. SM

1Nz

s8an

1981 jzaemﬂ dut

z% dz
Vit

1987. | ﬁfr—adx.

dx
1989, | ey
3 Vazfi14+1
1991, j ey dz

}fzd:

1993, j

1995+ Ll

e -

1997. 5—1-'{-:'?,:!-;-{ dz.

f&

ZVEVA

137
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1998, 5 — 1999. j i
e 44
- V 2+
2000, | —miZ—— o T
5 Vziz—=1) _ 2 j =2V d
Tt dr Jart—1
2002. Smﬂ_ 2003. S e —arigads
o004, [ZitteRles 7 _
,( e 2005, j Z=—1 dz.
- In(z4+1)—Inzx i dx
2006*. S ST dz. | 2007. SM_I‘
2008, jarcms V ﬁ-‘idr' 2009. 5 ln{z + V' 142%)da
3 SsenZz dr
2010, j ) 2E da, 2011. 5 —

§ 3. Tipos principales
de las funciones integrables

Funciones fraccionarias racionales

En los ejercicios 2042 —2067 hallar las integrales.
1) El denominador tiene sGlo distinias raices reales.

2012, [l 208 [ ptEog
2914' 5 {”j:;r:};ﬂié}d‘r

2015. § w#:.:z_dr - 2016, [ 2=t
2017. 5%_@_ g |
R 5 'fh—ll iﬁ;fiﬁx-i-iﬁ] :

sotg. o=z ao. [ EESD

; :ﬁ—zz:*-}-.e;ﬁ.—ﬂwﬂ-t.-ri ;
2021. | .
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2) El denammdpr tiene sélo raices reales; algum:s rafces sv:m mifl-

tiples.
(22— 3z 2).d=s
2022, | ETREOE
x2dz -
2024. | —spereTT
3Bz L1125
2026. | T2,
2 dz
a S G+ =47
o, ] 4 (553)" o
(z2 =2z 3) dz
2032. (z—1} (£8—4z8--32) "
2034, | Z2Eaid

2023. | (
“2095: S ”“ di:-.'
2027. S?Ef—f?-

2029.
2031. |
2033. 5 -

1:—[—2- ¢ d'::
z=1) = °

29— 62+ 927
T
25 dz .
(z—1)2{z2—1) "

(Tz3—9) dx
—5z3-FBz2 "
322 -f 1

=1

2035. j

3) El densminador tiene distintas raices complejas.

dz
Z (@1
(222 —3z—3)dz
{z—1) (z2—2z+5)"
zt dx
S T—zt

2036. 5
2039.

2041.

dx
2043. 5 ETR T
2045, | Tt
2087%. | 35+

x9= 2234 4z} 4 A

2037. j&% 2038, | 3=
2040, | 2=
2082, | ity
2044, | SR
2046. S%.

4) EI denominador tiene raices complejas miltiples.

2048, S%dm
2050, S (ﬁf ;:_‘E f;;a ;
2052. Sﬁ-.

2054, | H—f;-zj—g.

9) Método de Ostrogradski.

. 242
P §

dz
2049. | ——=Fara

{z4-1)tdz
2051. 5 (re+2z-+2P8 °
' 2pdr
2053. S (I4a) (14222 "

2% dz
2055. | -

{4zt —8x) dx
257, | com
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s, sk o, [ 252t
060. | o 208 | i
2062. 1a:2+2T+ TIT I A 2l ahe. 5 {;21_"21}_&]3'*
2060 | S e

2065, § et da.

2066. | bttt g

2067. Sm,,—

Algunas funciones irracionales

En los ejercicios 2068 —2089 hallar las integrales.

1) Funciornes de la forma R (:.,-, Vc:;—jjh 1
agxt+by Y 7T
dz
2068. S—m eV 2069. W+,fm+2ﬁ
2070. j z a2 . 2071. S-I/ l—z dz ‘

? K 14z Tz
(@41) 2 b 1) T

A-V= e A
2072. 5]/ - di. 2073. j—m o

s

2 Ammidz . gnmEe PR
2074, jV_ et 2075%. Sm .

o

2} Bmamws d;ferencmle.s' I {a-}- bz")P d.

g i‘

2076. j}/’m(1+/x)wz: 2077, 5m’1(1+3: }-ﬁdm

2078. k--“"— s 2070, jﬂmdﬁ 4

zyEREL, T A,
- dp g
2080. 5?-—_—& 2081, ST’T"WE‘"
3 e
2082. .- A IV"‘“f‘ dz e 2083, —--—";,‘?"’ de.

R
" - Foai



2084. 3_3{%5_@ 2085 — gigiad S
E

sy 1425 o y
1 m H :" 'Ex-'e-m b pai
2086. | dz. _._thE?, 2 et

o o

2088. j__-Va:-_'{-g"_—{,'—zz}lﬁx. .. 2089, j/ A zdz

Fum:mnes trigonométricas - .- - & =l

En los ejercicios ﬁﬂgﬂ—ﬁiah hallar las mtag'rales 3

2090. Ssan“ 2 cos¥z da:. _. EHE.IL %:"d“
2092. - | = 2093. | d=.
209. | 2 2O S_tifis—;:i}?
2098. 5 cos’  dz. | 299}"' S otgt v da.

2100. {1gizdn. 2101 t:;;
2102. | 2= oo [ SRR
2006, —E . 2. [
a3 5%* S } g

2112, | i;iﬁ:: Coaus. | SRR
£ Sé—l—tg:c-'--inl‘-gt: EXE 5 if-ﬁﬂzftﬂi;“”)z
2116. SE-—dsenr-l-S{:ﬂsri-.. ML S 4*—'3%5‘*?‘;—5'3&“31
2118, | e 2419, | -—ger
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dz

2120. 5

2122. I mlﬂﬂﬁ#d; !

nd z—coadx

2123. 5 V14 sen zdx.

1/ sen?® 2z
LIHTER 5
dz
V¥ 1—sentzx '
(cos 2z—3) dz
costz ) d—ctg=

2125%, j

2127. 5

2129, S

2131, \ Vigzdaz.
g

assenZz+ b2 costz

dx
send r-ptgia ”

2121. j

Vﬁg x

sen x o3 x

2124. 5

. =
2126. j Vsendreosbz
2128. SV“I - cosec r dz.

dx
en d Vcﬂﬂai
Z 2

-

2130. f

Funciones hiperbélicus

En los ejercicios 2132 —2150 hallar las integrales.

2132, Schwd.r.
2134, S?IE{E‘

2136. 5 (ch? az - sh® az) dx.

92138, 5 th? 2 dz.

2140. 5 sh’ z dz.

2142, { ﬂ_lf.-.,—'f_iq:.
2144, | cthizde.
2146, | 2=

2148, {de:c

 e2xdr
250. | S

2133, j sh z dz.
ex dr
2135. I chz+shz *

2137. Ssh“mdx.
2139. Scmza: dz.
2141, j ch® z dz.

2143, Sshﬂzchsxdm
2145. 5 ruhs
2147. S 7 +ﬂ e
2149‘ 5 rdr
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_'F:z_p;innqs racionales de z -y Viax® + bz ¢
En los ejercicios 2151 —2474 hallar las integrales. |

S e

| dr . . _dz
R S =
2155. Y_VE ;—-!'-x“ dz, = 2156. 3 (z—;}'wﬁ;_+_;+"1;gﬂ

2157. 2158, | VaF—2z—1ds.

dz " X,
S 2z —3) 1 dz—zt
2159, S V3E—3zF1de.  2160. | VI—da—7da

2161. L,_—Vf;'_‘“—xiﬁ 2162. | - f-=+fri'+x}
i j 1+V;L+;M' 05, S ijfi:—-zﬁ
2165. g% 2166. v?i—;:i—:i dz
2167. 5"17';'2'-%—1? 2168. | v’% dz
2169. { ;*;“Tﬂjj;ﬁ_? dz.  2170. | v;‘%‘;ﬁ .
s S E53+5z2+3riz’|-}]fm'

aere, | VIEZ aa. 2173. S“ﬁ_}f'% -
B j {x2+2=f;r;,mfﬂ4TTé"

Diversas funciones

En los ejercicios 2175—2230 hallar las integrales.

3 dr xdr
2175, (| 2176. Sm

2177. S xy/ ax d. 2178. 5 aemxfbe-mx ‘



