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Desigualdades

P En los ejercicios 1198 —1207 demostrar la validez de las desig;aal-
ades. : _ _.

198, 2V3>3—3  (@>1).
199, & >1+z  (z50)

1200, &> In (1) (z=>0).
1201.‘1n_m>2—%&:i‘l (&> 1).
1202, 2zarctg z 2= 1In (1--22),

1203, 14+zhn(a+V I+ ) =V I+

1204, In(1+2)> 5585 (@>>0).

1205, senz<z— 43z (z>0)
1206, senz+tgz > 2z (0<r< %)
1207. cho>14+2  (250).

Ejercictos para hallar los valores mdzimos y minimos
de las funciones f

1208. Dividir ¢l niimerc 8 en dos sumandos talés que la suma de
sus cubos sea la ‘menor’ posible.

1209. {Qué nimero positivo sumado a su inverso da lugar a la
suma minima? -

1240. Dividir el nimero 36 en dos factores tales que la suma de
sus cuadrados ‘sea la menor posible.

1211. Se debe hacer una caja con tapa, cuyo volumen sea de
72 e¢m®. Los lados de la base han de estar en relacién 1 : 2. ¢Cudles
deben ser las medidas de todos los lados para que la superficie total
sea la menor posible? ,

1212, De una hoja de cartén, de 18 X 18 ¢m®, deben ser.tecorta-
dos cuadrados iguales de modo que doblande la héja, siguiendo las
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'lmea.s ‘puniteadas {vease la-fig.: 29), resulte una caja que tenga la
mayor capacidad posible: ¢Cudnto debe medir cada lado del cuadrado?

-1213. Resolver el prohlema anterlor para el.caso dela. ho;a rectan-
gular de 8 X5 emf. ;i -

1214. Al volumen de un prisma trlangular regular es igual a v,
dCuénto debe medir el lado de la base para que su.superficie total
sea”la; menor posible? .

- 4215, Una-tina abierta-tiene. la fol:ma de c:hndro Siendo su volu-
:men ‘igual a v, deudl debe ser el radio de la bass y la altura para que
su ‘superficie - total -sea-la” menors lposthle?

:.1216. Hallar la.relacion entra el radio R y la altura A de un cilin-
dm que tiene Ja menor superhme total posible, conociendo su volu-
men:

'1217. Se debe hacer:un embudo cOnico’ que tenga la generat.nz
igual a 20 em. {Cudl debe ser la altura del embudo para que su volu-
-men sea el mayor posible?

1218. Un sector de dngulo, central & estd recortado de un circulo.
«Al enrollarse: el sector, ha sido engendrada wna superficie cénica.
{dCuél debe ser la abertura del 4ngulo o para que £l volurien del cone
obtenido sea el mayor. p051hla’~'

-1219. El-perimetro de un tridngulo isdsceles es 2p. ¢Cuénto deben
medir sus lados para que el volumen del: cuerpo engendrado por la
rotacién del tridngulo en torno-a su bade sea el mayor posible?

1220, Al perimetro de un tridngulo isdsceles es-2p. (Cuénto deben
medir sus lados para que el volumen del cono engendrado por la
rotacién-del tridngulo en torno a su altura bajada sobre la base sea el
mayor  posible?

1221, Hallar la altura del cilindro que tenga el vulumen maximo
posxhle -y que sea susceptible de ser inscrito en una esfera de radio R:

4222, Hallar la altura del cono de méximo- volumen que .gea
suscsptlhle de ser inscrito en una esferd de radio R:

4223. Al actuar la fuerza de gravedad sobre una-gota de: lluvm
cuya masa inicial es:igual a'm,/Ja-hace caer. La gota va evaporandose
uniformemente de:modo que la‘pérdida de la niasa és proporeional
al tiempo (el coeficiente de -proporcionalidad es k). Al cabo de cudn-
“tos. segundos al ‘comenzar 14 cafda serd maxima- la energia cinética
de la gota y cual serd su valor? (Se prescinde dela resistencia del
aire.):

1224. Una palanca de segundo ‘género tuane A pm: s punto de
‘apoyo. Del punto B (4B = a) estd suspendida. la carga P. El peso de
Ja.unidad de la longitud de la palanca es igual a %. ;Cual deberia ser
la longitud de la palanca para_que la carga P.quede en equilibrio
con la fuerza minima? (El momento-de la fuerza compensadora debe
equivaler a la suma.de log momentos de la carga B y de.la palanca.)

1225. La suma que se gasta en el combustible para el hogar de la
«caldera de un harco es proporcional al cubo de la velocidad. Es
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gsabido queisi el barco marcha'a 410:km por hora, se-gastan 30 rublos
(por hora) ‘en el -combustible Log demas: gastos, ‘que no dependen- de
1a velocidad son de 480 rublospot hora: ¢A- qué-velocidad del-barco
serian minimos los gastos totales por un km? ;Cuél setia la‘suma to-
tal de los'gastos por hora? T & T ChEel YR

1226, Tres'puntos-4; B 'y € se hallan situados de medo" que

/ ABC = 60°. Un autom6vil sale del punto 4-y-en-el mismo momen-
to del punto B parte un tren. El:auto avanza hacia el punto'B a 80 km
por hora, €l tren se dirige Hacia el punto'C a-50 K por hora.- Tenien-
do en cuenta que la distancia 4B "= 200 km, gen qué momento, al
comenzar ¢! movimiento, serd minima la.distancia entre el' auto- .
movil y el tren? - ' L e “

1227. Dado un cierto punto A en una circunferencia, trazar.una

‘tuerda BC paralela a la tangente.en el punto A de modo:que.el #rea

de! tridngulo A BC 'sea 1da mayor posible: SRS

1228. Hallar los lados del rectédngulo-de méximo. perimetro
@ inserito en una semicircunferencia de radio R. ™~ - b

1229. Ingcribir el'rectingulo de mayor rea.posible en’un: segmen-
to dado del cfreulo. < 1 - ' st w1 il

1230. Circunscribir en torno a un cilindro dado el cono que tenga
ol ménor volumen posible” (los;planes. de Yas bases circulares: del
cilindro y del "cono :deben’ coincidir). Lo g g e S

1234, Hallar la altura del cono recto circular, de menor volumen
posible, circunserito en. térno a ung:‘esfera -de radio. B. -~ °

1232. Hallar'el éngulo en el vértice de la seccién axial de un.cono
que tiene la menor-superficie lateral posible ¥ que esté ‘circunserit
en torno a una esfera dada. > .

1233, ;Cu4l ha de:ser la abertura del dngilo en el vértice de un
tridnguloisésceles, de: drea dada, para.que el radio de un eirculo ins-
cerito’en dicho tridngulo’sea el mayor posible? b St

1234, Hallar la altura: de un cono que ‘tiena el menor volumen
posible y que-esté circunscrito en'torno a una semiesfera de radio R
(sl ‘centro de: la° base del.cono coincide con:el de la esfera).

1235, ;Cuél ha de ser la altura de unvcono:inscrito ‘en una. esfera
de Tadio R para que sulsuperficie lateral:sea la' mayor posible?. ..

. 4236. Demostrar :.que la cantidad de ;tela necesaria pard hacer -
una tienda ‘de campafia.'de-forma cérica iy’ de capacidad ‘dada; serd
la menor posible en el caso de quesu altura sea 1/ 2 veces mayor Gy
ol rddio de:la base..'- o Gt g e

1237,-Trazar-una recta de
(1; 4 y que 1y suma de las
cortados por dicha’ rectaen’ log"ejes: di
poiblacs® “mde 8 26 fo i S
« 4238 Hallar: l?

inscrito “en la elipse’
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1239, Hallar la -elipse cuya-4rea Sea la_menor posible y §ue est4
citcunscrita en torno & un:rectingulo dado (el 4rea de Ia elipse de
semiejes '@ y b es igudl a w ab) ‘ SR, R sl SR

1240. Sea dads la’elipse'Z 4% = 1. ‘Tfazar una tangente o
mado. que el drea del tridngulo engendrado por dicha tangente y los'

“ejes de coordenadas; sea la menor posible. ;Por qué punto de la elipse
lebe “pasar dicha -tangente? > ' AR R L
i 1241, Sean dados'dos puntos-4 (1, 4) y B (3, 0) en la elipse
2a% 4yt ="18."Hallaf ¢l tercer punto € tal que el 4ren del. tridngulo
ABC-sea la‘mayé6r pesible. =" v - 01 i
© 1242 Sean dados-la, pardbola y* == 2px y un punto -en su eje,
auna’distancia @ -del vértice. Indicar la abscisa z.-del punto de la
pardbola mas proximo al punto referido.

-1243. Una banda de hierro; de anchura a; ha de ser encorvada de
‘modo que tome 1a forma de canalén cilindrico abierto (la‘seceién del
canalén ha de semejarse a un arco de segmento circular). 4Cuél ha
de ser la abertura del 4ngulo central gque se apoya en este arco para
‘que’1a ‘capacidad del canal6a sear la mayor posible? -~ .

# 1 1244 Un tronco ‘de Arbol ‘que mide 20 m, tiene la forma de up
cono trunicado. Los didmetros de sus bases miden 2 my 1 m;, respecti-
vamenté: Se débe cortar una viga de seccién trasversal cuadrada ciyo
aje coincida con el del tronco 'y cuyo volumen sea el mayor posible.
iQué’ dimensiones debe tener la viga? e
1245, Una serie de experimentos con la magnitud 4 han dado
como resultado n valores distintos x;, 2., .. ., ;.. Con frécuencia se
admite como valor de 4 un valor de z tal que la suma de los cuadra-
dos de sus desviaciones de 2, %, . . ., @, sea ld ‘menor posible, Ha-
Nar z que satisfaga esta condicién. : S j
- 1246. Un torpedero estd anclado, a 9 km del punto mas préximo
‘de’la orilla. Se neeesita enviar a un mensajero' al campamento situa-
do en la orilla. La- distancia entre éstéy el punto maés préximo referi-
do; es igual a 15 km. Teniendo en cuenta que el mensajero recorre
a’ pie 5 km por hora, y en una barca, remando, 4 km per hori, decir
en qué punto de orilla debe desembarcar para llegar al campamento
lo més pronto posible: ' : b :
- “1247. Un farel debe-ser colgado exdctameénte encima ‘del centro
de una plazoleta circular de radio R. ¢A qii€ altura debera estar el
farol parp ‘que ilumine, lo mejor posible, una senda que rodeéa la
p‘laqu_et:i%lj{[.a fluminacién de la'plazoleta es directamente proporeio-
nal al coseno del dngulo de incidencis de los'rayos Iuminosos & inver-
‘sdmentd proporcional al cuadrado de distancia que ‘media-entre el

foco’ luminoso y 1’ plazoleta’ en menecién.) - ‘! " - )

' “'1248; En un segmento de longitud 1 que une‘dos manantiales
de‘dluz de intensidad luminosa T, e I,, hallar’ el punto peor ilumi-
nado. e ! > '

Vi
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:4249. Un cuadro de altura 1,4 m cuelga de la pared de modo que
su borde inferior esta 1,8 m por encima del radio-de la vista de un
observador, ;A qué distancia de la paréd ‘debe colocarse el observador
para que su posicién sea la mas:ventajosa para contemplar el cuadro
(es' decir, para que el dngulo visual sea el mayor posible)? ;

4250. Una carga de peso P situada-en un-plano horizontal debe
ser desplazada bajo.la accifn de la fuerza F aplicada a ella. La fuerza
de rozamiento es proporcional a la de ‘que aprieta. el cuerpo contra
el..plano y tiene la direccién opuesta a.la de la fuerza que desplaza
el euerpo. El coeficiente de proporcionalidad (el coeficiente de roza-
miento) es igual a k. éQué valor debe tener el dngule ¢ formado entre
¢l horizonte v la fuerza F aplicada para,que el valor de ésta resulte
el menor posible? Hallar el valor minimo de la fuerza de desplaza-
miento.

1251. La velocidad con la que paga-el agua por un tubo cilindri-
co es directamente proporcional al llamado radio hidraulico R, que

se calcula-mediante la férmula’ R= -§-, donde S es el Area de seccidn

del flujo del agua dentro del tubo, p esel perimetro de la seccidn del
tubo hundido en el agua. La proporeidn (o el grado) en. que el agua
1lena el tubo, se caracteriza por el dngulo central que se apoya sobre
la superticie horizontal del agua coriente. éCual ha de ser esta propor-
cién para- que la velocidad del paso del agua sea la mayor posible?
(Al tesolver el problema, aparece una ecuacién transcendente cuyas
raices han de ser halladas. graficaments).

. 4252. En una pigina de un libro. el texto impreso debe ocupar
S em®. Los margeries superior e inferior deben ser iguales a a om, los
de izquierda y de derecha, iguales a b cm. Si tomamos en considera-
¢ién s6lo la economia del papel, dqué dimensiones de la pagina serfan
las mds ventajosas? ;

1253*. Un embudo cénico, de radio de base R y altura H estd
lleno de agua. Una esfera pesada estd sumergida en el embude.
¢Cuél ha de ser el-radio de la esfera: para que el volumen de agua
expulsada del embndo por la parte sumergida de la esfera, sea el
mayor posible?- - . st R -

1254. Una pardbola tiene su vértice situado sobre una,circunfe-
tencia de radio R, y el eje de.la pardhola sigue la- direccion -del dia-
metro, ¢Cual ha de ser el pardmetro de la pardbola para que el érea,
del segmento limitado por la parabola y la cuerda comin para. éstd
y.la circunferencia, seala mayor posile? (El 4réa del segmento parabé-
ligo simétrico egignal a dos terciosdel producto de su base porla altura.)
'} 1255. Un plano, paralglo a la. generatriz, corta un.cono cuyo
radio de base eg R y cuya altura, H. {Cuil ha de serla distancia entre
la linea de interseccién de dicho plano:con el plano. de la base conica
y él centro de la base cénica para que el Area de seccifn sea.la.mayor
posible? (Véasé también el ejercicio anterior) |
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1256. Sea dada la pardbolay® ==2px 'y la normal en un punto P.
¢{Dénde, debe ‘estar situade €l punto P pard-que el segmento de la
normal situado dentro-de la curva tenga la longitud minima?

1257. El segmento de¢ . la targente a ura elipse comprendido
entre los ejes, tiene longitud minima. Mostrar -que-la tangente se
divide, en el punto de contacto, en dos partes.iguales a los semiejes
de la elipse, respectivamente. ' x4

1258, Demostrar que la- distaricia entre el centro de la elipse
y cualquier normal no'es superior: a la diferencia de los semiejes.
{(Es conveniente recurrir a'la expresion paramétrica de la elipse.)

1259. En el sistema ‘de coordenadas rectangulares z(y vienen
dados el punto (2, b) y la curva'y ‘= f (z). Mostrar que la distancia
entre el punto constante (a, b) y la variable (z, f (z)) puede alcanzar
su extremo sélo siguiendo la direccién de la normal a la curva y =

= f(2).

Se llama funcidn primitiva de la funcién f () a la funcién F (z)
cuya derivada es igual a la dada: F' () = f (2).

En los ejercicios 1260 —1262 mostrar (derivando y sin derivar)
que las funciones dadas son primitivas de una misma funeién.

1260. y =Inaz e y =In =

1261. y = 2 sen®z e y = — cos 2z.

1262..5 = (& + ™) e y = (¢F —e™)%

1263*. Mostrar que la funcién

y = cos® z+cos? (—’_:—-i—'c) — COS X CO8 (% +x)

es congtante (es decir, no depende de z). Hallar su valor.
1264. Mostrar que la funcién y = 2 arctg x4 arcsen-—i%; €9

constante cuando z 2= 1. Hallar el valor de esta constante.
1265. Mostrar que la funcién

. acosz4b a—b, z
y = arccos Joets — 2aretg (]/u+btg'2_) '
H

donde 0 <= b << a es constante cuando z == 0. Hallar el valor de esta

constante. :
1266. Comprobar que las funciones -,1,—9““, e*shzy ¢ ch z difie-

ren en una magnitud constante. Mostrar que cada una de las funeio-

nes indicadas es una funcién primitiva con respecto a la fun-
cion e¥*.
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-§ 3. Aplicacién de:la segunda
derivada
Extremos -
. Aplicando el concepto. de la segunda derivada, ‘hallar: Tos -extre-
mos-de.Jas;funciones. que se indican jen los ajemlcws,l 1267 -4275
; .-1267. y= 2 e Bazt a’x (a} 0).:
1268 y= ;é{a = A 1269, y—x+— (@=>0), "

1270, y—‘-:r,-{-‘/l-rr 2N y =2V 22—t
1272. y=chaxz. 1273, y=a%e™.

1
1274, y=p. 205, y=175

(. 1276, cPara qué:_‘-""i?;'alor de t_zl' la funcién
fz)=asenz +3 Lisen 3z

tiene ¢l extremo para x == 7/3? éSerd méximo o m[mmo?
1277. Hallar los valores de ¢ ¥ b para los’ cuhles la funcmn,

y=alnz4+ ba*+ =z

tiene extremos en loa puntos x, = 1 v, =2. Mostrar que para estos
valores de @ y b la funcién dada tiene el minimo en el punto
y el méiximo en el punto z,.

Convexidad‘ concavadad, punfus de mﬂe:czdn

1278. Aclarar si es convexa o céncavala lfnea'y =5 P —5:.:s _
—1542% 430 en los entornos de los puntos (1, 11) ¥ (3, 3).

1279. Aclarar si_es’¢éonvexa“ o' céncava la: hnea y= arctg T en;
los entornos 'de los puntos (1, n/d)y (.,.. LAY,

1280. Aclarar si es convexa o concava la linea y = 2% ln - en
los entornos. de los: puntes (1, .0}y (He“ s—-E."e‘) ;

1281. ‘Mostrar que la grafica de la funcién y=z arcig. m es-_cdn-,\
cava en todas partes )

282. "Mostrar que la gtéflca de

con \-exa en-todas pattes. - . ! ¥

1283. Demostrar. que. si. la: gréflca de; la Eunmon es. bonniexa ,en
todas partes o concava en todas partes, la funcién referida®puede
tener no mis que un valor extremio.

funcnén y=1n (:c 1) &y
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i 1284: Sea P {z)'un. «pohnomm de coeficientes. positivds y'éxpo-
nentes--pares; Mostrar: que 'la -grafica. de la, fu.nmén y = P {x} &
+ at + b es concava en todas partes.

1285.: Las. lineas Y= yp'(z) e.yu="1p{z). son: concavas sabre el .
1ntewalo “(@,b):~Demostrar, Jqune :sobre dicho intervalo: a) la linea
y = (z)+ ﬂ;{a:) es-concavas b) s (2} v ap [z} son: positivas y tie-
nenwn punto minimo comin,, la linea y=0q J P (z) .es concava.
w341 $286;. Mostrar:qué .aspecto. ofrece la- grﬁfica e la funct(m si se
sabe \que-en: ¢l mtervalo.(a., b

1) y>0 ¢ >0.p<<0; 2} y>07y -<0 y >0
s B) gl 0 Y 00y 3 0 v 4) 90, L0y <0,

- y:Eniles . ejercicios 1287—1800 hallar los . puntos-«ide: inflexipn,
intervalos de concavidad y de convexidad de las graficas|-de" las
funciones que se indican.

1287. y = 2® — 5a® + 3z — 5. 1288, y = (x 4 1)* + e¥.

1289, y = 2* —122° -+ 48z — 50,

1290, y = x 4 362° — 22 — b

12, y = 32% +— B2t + 3z —2:

(292, y= (e 42+ 20 +2. 1208) y= i (@0),

1994, y=a—;Vz_—-b- 1295-. y=esens (_%g‘lxg%) .
B, i ! !
ws o T Loy

1896, y'=1In(14+2%). 1297, y=—In< (aa-“O)-:{E._

1298, y=a— ¢ (a— D)% 1299, y=—earctex,
1300. y =z* (12Inz — 7). w
-
21
infléXion que estdh situados en una misma, recta. 30
1302. Mostrar que los puntos de infléxion’ de lal linea y !
&' z'gen 'z estén situados en la: linea y" 4+ 3:‘} 2= 428, g

1303. Mostrar que los puntos de inflexion de la linea y =

1301. Mostrar que la linea y = tiene tres puntos de

Sellz

estdn situados en la linea y* (4 + 2%) = 4

1304. Confirmar que las grificas de las funciones y = f-e™

e ¥y = e * sen z (la curva de oscilaciones amortiguadas) tienen tan-

gentes‘comunes;,en los puntos de inflexién de la linea y = e*'sen .

1305. {Para *que valores de @ y b el punto (1, 3) es el de infle-
xién de ld hn.ea y = az® + bz} |

1306. Elegir a y P tales que el puntq A (2;72,5) sea el de infle-
xién“de la linea 2% 4 az + Py = 0. 6Que ofros puntos de inflexitn
tiene la linea referida?

1807. iPara qué valores de a tiene puntos de inflexién la grafica
de la funcién, y ?—:‘e" + az®

. L B
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1308. Demostrar que la abscisa :del punto de inflexién en la
grifica de una funcién no puede coincidir con el-punto del extremo
de esta misma funcién. :

1309. Demostrar que entre dos puntos de extremo de cualquier
funcién derivada dos veces estd situada por lo menos una abscisa
del punto de inflexién de la gréfica de-la:-funcién.

1310. Comprobar lo siguiente, tomande -la funcién y = z* +
+ 82% -+ 182® 4- 8 como ejemplo: entre las abscisas de los puntos
de inflexién de la grafica de la funcién puede no haber puntos de
extremo {comparar con el ejercicio anterior).

131{1. Observando y examinando la grifica de la funcién (véase
la fig. 30) indicar. el aspecto de las gréficas de su primera y segunda
derivadas.

ih

y=fitx)

i ———
S

Fig. 30 Fig. 31

1312. Hacer lo mismo con respecto a la gréfica de la funcién
presentada en la fig. 31.

1313. Indicar el aspecto de la grifica de la funcién examinando
la grifica de su derivada (véase la fig. 32).

Fig. 32 Fig. 33



