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§ 3. Derivadas y diferenciales
= L : r E

de las funciones de varias
vatiables

Derivadas parciales

3032, El volumen deé gas v es funci6n de su temperatura y presion:
v=7f(p, T). El coeficiente medio de la expansidn;.del gag, a la
presién constante y al cambio de.la temperatura desde T, hasta T,

i T R T e f'-""-'.": e e
se traduce por la expresidn me(}uéas lo. que pqi._inamﬂs
denominar el coeficiente de expansién, a la presién constante y a la
temperatura dada T, : o Y i

3033. La temperatura en un punto 4 dado dé la barra Ox es fun-
cién de la dbscisa x del punto:4 y el tiempo t: 8 == f (2, t). {Cudl
seria la interpretacion fisica de las derivadas parciales -'%'% v -%?

3034. El drea § dél rectdngulo se expresa por la férmula § = bi,
donde b es la base y &, la altura. Hallar g-—_: ’ %% y dar interpretacién
geomértica de los resultados obtenidos.

3035. Sean dadas dos funciones: u=7a®—2% (a es constante)

y 2=V 7—a% Hallar % v %. Comparar los resultados,

En los ejercicios 3036—3084 hallar 1:99- derivadas parciales de
las funciones gue se dan a continuacién respecto a cada una de las
variables independientes (2, y, z, u, v, ¢, ¢ ¥ 1 son variables):

3036, z=x—y. - 3037, z=a%y—yx.
3038, 0 =aze' +0f (a, b son constantes).
. . u H ¥, 2
3039, z=—=+ 2. 3040. z=5TL.
3041, z=(Sa?y—p*+7)% 3042, z=2z ﬁ-t_—.—vjff.
d X
3043, z=1In {z:—l—V:ﬁ—l—.y“}. 3044, z=arctg %
3045, 2w —t . 3046, 2=z
arnlgi:
3047. z=1n (2®+ p?). e
047. z=In (a* 4+ 3048 z l'"n"ﬂhi--pz-i-z ;
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,3077.
3078.

3049.

3051.
3053,

3055,

3057.
3059.
3064.
'3062.
3063..
3064.
3066.

- 3067.
3069.
3['?“1:

3071.
3073.

3074,

3075,

3079, .

3080.
3082,
3084.'

-u {sen::}‘"’ 3083. u—lni—:]/

T A fﬁ—.-yz S . o
Z = arcsen Vet 3050. z=Intg =

3052, z=1In{z+Iny)

umamtgﬂ;_ 3054. z=sen%ms{—.
¥V

3___(%)3:. 3056, z=(1+ay)".

z=zyln (z-+7). 3068, z=2z%,

U = zYz. - 3060. u=ay-+yz4zz.
u=V 2+ y? 425

u=24-p224-3yr—z+z

W = Yz + Y +- 20z + vTY.

1 == geleBbyiel), ' 3065. uw=sen (x| Y2+ 2%).

-dnw+y+ﬂf
u.=:t:?'= 3068, u=a"",
f(#, g)=z4y—=) 2%+ )7 en el punto (3, 4).
z=1In {x_:{-__ Ex) en’ El puntn (1 o4 _
z= Qa4 )P, 3072. z=(i+logy )
2 = ZYEROR TEY, _

o

2 2
zéfx'_:i;“y.l.i,i_"y’:ﬂ-{‘—ﬂz.
sarogV/F. - 076, 3“21/1'%5'

1+ 'y’,;y )
z=In [my"‘-l— yx3+ V-_l + (myﬂ+ y_ta}a]

__z.r.*]/fl— -‘—"H") +-arcsen :;rg,

g Larctg %—-—‘1 : _
z _arutg (arctg ) - —f“"———-— - af-‘ﬂtg <.
. amtg —-Hﬂ.

'i’-JL

u‘:,_“'ﬁ'(,,' +'"—gz-:-.'si.:§"_. & 1081 ”ﬁamg-(x_y} —
22+ ye-

o 2 14V 2+ !

we 'E t.g" (ﬂy“ -+ :"1?2 — :cyzﬂ) +1In cos (:r“*y“ % z*ua— zyzv)
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gy COS(P—2P) oy ayo o [LOEY
3085, u = 2R Hallar (5 = )wf'
L

3086. u=1 aB—bP. Hallar 2*y 2 para z=b, t=e.

j  ZCOBY—YCOBZ  rroyr 05 B .o . 0
3087, z= BT T .Ha]la:_. A para-. :r__._gjr_..._..ﬂ.

3088. u =1/ sen®z-F sen?y+ sen®z: Hallar (g—:) ﬂﬂ .
* el
;%
vy TN
3089, u=In(14-z+y24-2*). Hallar u,+uy+u. para g=y=
=3I= il . 2 = :

il S
; 2]
3090. f(z, y) =2’y —y’z. Hallar 5o i
bz By ) 2= :
S =
. z Pl ot
3091. ¢Qué dngulo forma la tangente a la linea.i " = ,4 en
: . y:‘i 3
el punto (2, 4, 5) con la direccién positiva del eje 'de; abscisas?
2=V 1+ + 4%
= r=1 -
en el punto (1, 1, 'I/-'?s) con 1a direcci6n positiva del eje deordenadas?
3093., ¢Qué angulo se forma al cortarse las lineas E}apas engen-
dradas por la interseccién de las superficies :':=~.1~:3+i‘\-,t y z=1 ";"L

por el plano y=2?

L ]

3092. ¢Qué angulo forma la tangente a la linea

Diferenciales. ' Céleulos -apro:rimadas

'En- los ejercicios 3094—3097 ‘hallar las diferenciales parciales
de las funciones que se dan a continuacién, respecto a cada una de’
las ‘variables independientes.

3094, z = ay® — Jx¥FH 29

i 30951 +z=. sz-l' yzl
3096. z=m_

3097. % ==1n (z* 4 2P —17%),
3008. z=3"z 1 Hallar dyz para z=2, y=35, Ay=001.
3099. z=)/ In zy. Hallar d,z para.z="1, y=1,2, Az=0,016.
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3100. u:p_q_;+vfp+g+_r. Hallar dyu para p=1, g=3,

r=>5, Ap=0,01,

En los ejercicios 3101—3109 hallar las diferenciales totales de
las funciones que se dan a.continuacion.

3401, z==giyt— oy a2, 3102, 7= uii, lir (2 +4%)

3108. z= .-r—}—y 3104. 2= arcsen %.
3105. z=ﬂuﬂ{:x:y}. 3106, z=aretg{=L.
3107, z=5TL, 3108, z==arctg (zy). 3109. u=a¥".

* Aplicaciones a los cdlculos

3110. Hallar el valor de la diferencial total de la funcién z =
=z4+pyp—Va2+y® para z=238, y =4, Az =04, Ay =0,2,

3114. Hallar el valor de la dlferencml tntal de la funmun = e"’"
para x =1, y =1, Az = 0,15, Ay = 0,1.

3112, Hallar el wvalor de la diferencial total de la funcion

1= pata =2, y=1,'4s=001, Ay=0,03

3113. Calcular aproximadamente la wariacion de la funcién

.z_x_i'gi al variar z desde z,=2 hasta m,,-ﬁ 5 ey &asde y,mé
hasta Ya==3,9.

3114. Calcular aproximadamente 111{V1,03+V[},"98—- 1).

3115. Calcular aproximadamente 1,042.0%,

3116. Hallar la longitud del segmento de Ia recta 2 —= 2. 91 =3
comprendido entre la- suparfmm g == .1:" oy yosu planu baugenta
en el punto (1, 1,.2). :

3117. El cuerpo ha sidn pesadu en el aire; (4, :l 4+ ﬂ 1 gf} ¥ En el
agua (1,8 == 0,2 gf). Hallar el peso: eapemiim del cuerpo- e, indicar

el error del célculﬁ

3118. El radio de la base del cono mide 10,2 %01 cmd, Ia ‘gene-
ratriz mide 44,6 &= 0,1 ¢m. Hallar el volumen del cono e mdmar el
error del cﬁlculn , =

3119, Para calcular el drea § del tridngulo por su lado .a.y. los
4dngulos B, C se usa la férmula

1 ,sen'BeenC
A= e BTo"
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Hallar el error relativo §g para calcular § si los eérrores relativos al

" caleular 1o eleméntos mencionados son 8., §z, 8¢, respectivamente,
. 3120. Un lado del tridngulo mide 2,4 m y aumenta con la velo-
cidad de 10 cmis. El segundo lado mide 1,5 in-y -disminuye con la
velocidad de 5 cm/s. El:. dngulo formado por estos dos lados mide
60° y aumenta con la-velocidad de 2°-al segundo: (Como.varia el
4rea del tridngulo.y con gué velocidad? )

'3121. Los radios de las bases de unicono truncade mideniR =
= 30 cm, r = 20 cm, la altura 2 = 40 cm. {Cémo variaria el volu-
men del cono si aumentésemos & en 3 mm, r, en & mm, &, en 2 mm?

3122. Mostrar que para calcular el periodo 7 de la oscilacién
del péndulo, determinado por la‘formula

/T

{siendo I su longitud y g la aceleracién de la gravedad) el error rela-
tivo es igual a la semisuma de los errores relativos cometidos al cal-
cular los valores de [ v g (todos los errores son supuestos bastante

pequenos). :
A€— p—
\
[

Fig. 59

3123. La fig, 59 muestra el arco AB de una circunferencia,
Expresar el error al caleular el radio r de dicho arco tomando en con-
sideracion la cuerda 2s y la flecha p por los errores ds y dp. Calcular
dr para 2s = 19,45 cm + 0,5 mm, p = 3,62 cm & 0,3 mm.

§ 4. Derivacién de las funciones

Funcién compuesta

3124, u=e¢*~%, donde x=sent, y=13, -%t-:—=?
3125, =22} 2-+zy, z=§ens. y=a’, _%:i=?

3126. z=arcsen (z—¥), x=3t, y==45 %=?
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3127, z==2%y—}’r, donde z=ucosy, y—usenv; g =?T=?

3128, z=2tlny, z=3, y:Bu«-?u‘ 7;‘5=? =3
3129. u::ln(e +8Y); == ~? Hallar Emy = 2%,
3130. z=arctg (zy); hallar ?— si y=e".

; HiE ]

3131. u:artaﬂn%; donde 2=V 22+ 1; %:‘?
8132 1=1g (8t +222—y), 2=+, y=V1; =

i Sl | j— .
3133. mmuy—ﬂ, Y =a Sen&, z=Cosz; o

a1 -
3134, z fﬂ'ﬂmtEfIF'I'I'FF! dg=7?
Ty
x04p8 52
3135. xm(ma-]—ya]e T EE"? E_? dg=7?
= — e —h— E
3136. z =7 (22— 2, &Y); P 22

3137. Mostrar que la funcilin g = arctg f—, donde z=u-v,

H——U
a +Em TRt

3138. Mostrar que la funcién z=rp(22+y?), donde @{u) es
una funcién derivable, satisface la relacién y-a-z--—.z L

y=u~v, satisface la relacién

ay
" 3139. ufsena:+F{EEn Y —sen x); mostrar . que %—Ecuamd-r

+-—- cﬂsy=ct}s ZCOS Y, qualqulera que sea la funcmn dernrahla F,‘

3140, z= 'f'{,?zy"}i': mostrar que l—iz--{-%%_-;f cualquwra
que sea,. lﬂ,ﬂ,funmﬁn degivable f.xr. . .0 S

Py

3141. Muatral:“ que la funfimn denwbla homogénea de orden
~cero £=F( ) {véase a]'. ejercicio : 2961) * satisface la relacién

8 i ;
PR IR S R T s il

3142, Mustrar .que.. la, funniup Lhamoganea de k-ésimo orden
U= x"F( %), dunda F es una Iunnmn derivabl& satlsface la

relacién z-2% +y g:_h.z O AT TT L LRty A TP
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3143. Compmbar—}la prupnsmaun ~del. a]ermcm 3142 para la
22 y2

ne = 30 a
funcion wu- tsan-—m-%—

3144, Sea™dada la funcién darwahle f (&,”y).- Demostrar que si
sustituimos las variables z, y por las funciones lineales homogéneas
de X, Y, la funcién obtenida F° X+ Y} estard unida con'la funcién
dadg por la relacmn &

af Bl o OF. TP ap T
I‘a?"'y?i"x ox +¥ Y "

Funciones dadas Emplicam y paramatrwam&nze
dy

En los ejercicios 3145— 3155 hallar la derwada d_ de Ias funcm-
nes dadas implicitamente, :

3145. »*y— yarr = .-1‘l 3146, x*y“ - a"-— yt=at

3147, zeV4 ye¥—e™ =0, 48, (224 y*)¥—a® (z2—y?)=0.
i 2 2 2

3149. sen (xy)— eV — g2y =0, 3150, 2% 4+ y¥=ad.

3151. zy—In y=a. 3152. arctg f?—%-ﬂﬂ.

3153, ya? =", 3154, ye* -+e¥ =0.

3155. y* =aV.

3156, F (x, y) = F (y, z). Mostrar que la derivada de y respecto
a z puede ir expresada mediante una fraceién cuyo numerador se
obtiene del denominador permutando las letras y y =.

3157, o -+ 3t — 4o — 10y + 4 = 0. Hallar 2L para z =6,
y = 2yz =6, y = 8. Dar interpretacién geoméirica de los resulta-
dos obtenidos,

3158. 2%y + ay* — aa%y? = «°. Hallar :—: para xz = ¥ = a.

3159. Demostray que de zfy® + 2® + y* — 1 = 0 se deduce:

d_ by
/11—t Vi—gt
3160. Demostrar que de a -+ b (z + ¥) + czy = m [z — y) se
deduce:

fdz dy
a+ 2bx - ezt Ta4 e

a2 y* . A o3
3161. uﬂ—z.}--ﬁ‘i.—.;?_j" P =7 F;_?
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. - o s gz

B62. B2 =2k P —lok 25—5=0; L3 Z_,
3163. 2%+ Jzyz = a¥; ._g’;=? %t?
= lﬁz: ﬁ--
3164, & —ayz=10; == = ==?

3165. Mostrar que cualquiera que sea la funcién derivable ¢,
de la relacién ¢ (cx — az, ey — bz} = 0 se deduce:

dz iz
ﬂ-a bE — .

3166. F(z, y, z) =0. Demostrar que

§ — —_— —— o ———

3167. Hallar 1a diferencial total de la funecién z, definida por la
ecuacién cos?z 4 cos?y + coslz = 1.

3168, La funcién z viene dada paramétricamente: z = u 4+ v,

= U =V, 3 = Ul Expre&ar z como funcién explicita de x e y.

3169, F=u-+ v y=u<? z=u®4 v, Expresar z como
funcién explicita de = e y.

3170, x = uwcos v, y = u-sen v, z = kv. Expresar z como funcién
explicita de z e Y-

En los ejercicios 3171—3175 expresar dz a través de =z, y, 2, d=
y dy de las funciones dadas en forma paramétrica.

3171. zﬂ““j;”“, y:ffi"'z-_'*”

372, x=V a(senu-t+cosv), y=Va(lcosu—senv), z=1-+
J'sen (—v). :

373, z=u-v, y=u—uv, I = U,

8174, r—ucnsu, y—usenv, z-u?

,I.-:HE.?. il

. - 8175, z-ucusu—umsu+senu, =p'sen U — i Sen i — Cos i,
2 =(u=—v)2 £ i
ey 3
3176, -:‘:“l:'ﬂsv, y-e senv, z=uv. Expregar dz mediante u,
v, dzy dy. = '!-=' ; £ owgng o gl ¥

3177. Las relaciones u = f {;rf y) v = F (x, y), donde f y'F $on
funciones derivables de z. ey, detﬁrmman,m e J como funeciones deri-
vables de u y v. Demostrar. que. AV

(.a_u v Pu du (Ex Oy _ dx 9y g
dx ay a;;EF-) u v v 'ﬂu) T
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3178. w y v son funciones dé.z, ¥,  que satisfacen las relaciones
up = 3¢ — 2y + z, v*® = a® -+ y¥} 2%, Mostrar jque i |

du du du __
x E"f’b‘ --E'E‘FZ. a_:_n'

3179. Sean y=/(z, #), £ (z, ¥, t)=0. Comprobar que

. . 8f oF _ 9 6F

dy dx ot Ot Oz

@z OFOF , OF.
' Gt ay LI T

3180, Sean f (x, y, z) =0, Comprobar que

o 6F OF 3f
dy _ iz dz dr 2
dr of aF OF 81"’

—— EE Emmme —

¢y oz By &z

§ 5. Derivacién sucesiva

L
ardy  oOudz

3181, z= 3"} xy*~Say® 4 y°. Mostrar que

I T~ i i
3182, z==x". Mostrar que o Y T

. . ; gz 0%
3183. z=¢"(cos y-x seny). Mostrar que == =
¥, @ s
3184, z=arctg — Mostrar Ly iy Y ok
En los ejercicios 3185 — 3192 hallar o4 & v 2 de las
Lt - ML T Tazey O

funciones que se dan a continuacién.

3185, s=+ V@ r. 3186 z=In(z+VZ+).

3187. & =arctg ok . 3188. 7 — sen? (az-- by).
3189. z==ew’, 3190, z=—".
3191, z=y'"%, 3192. z =arcsen (zy).
3193. uw =V 2+ P+ 22— 2az; %:? l
_3]9&. z=ef“‘"', ﬁj—;;? .

. iz
395, s=1n (@41 . Fpgm =
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3196, z = sen zy; ﬁ%=?
#w
2 :ry: : o
3197. w=e 5 B
&%
— M Tl : ot
3198. v=2z"y"z"; TaE
3199, z=In(e®+e¥);  °  mostrar que %4—%:1 y que
&z ﬂ""jz.l . g N8
dz® Gy* _(. 3z 0y ) =0,
3200 u-::a”{xﬂua -}y sen. } M'ust-,rar ue ﬂ.kﬂ-_-ﬂ.
E y y y . 1:,[ ﬂ-tg' ﬂyﬂ- Ay

1 oy 8%u
3201. u=1In m., mostrar que -—En-f- ﬂyz =0,

1 .
. 3202, u= W; mostrar que B.:E + e + azz =[|_
3203, r=V 22 -y2 L 2%; mostrar que

_ 2 a‘-‘-f]n r) , 8(nr) , #2(lnr)
6&3+--ayf=+a:2 =t + ay® ST g —Te

3204. ¢ Para qué valm: de la uunstanta a la funcién v == 2%

-+ axy? satisface la ecuacion = 33 + o =07

v B 0%, 0%
3205, z= JA—a%z § mostrar que 5 =a* e
f 1
= " y—=

v a2y a2y aty
a::z'l' 3y3+ PP r+2 (D::ay iy e gy ) =0.

3207. z=f (=, ¥), E=2+17, 'qm:r—y Cﬂmprnbﬂr que

3206. v=

L.
+_z_y ; mostrar que

8%z
“ ¢, GO8  Ogh T i
3208. u=r:c1|1 {’:c-[-a)—r, dt}nde r“—:x‘*‘+y"'- Musl;rar que
1 ; 3
a:.-t + ::+r

3209. Hallar L'.l expremﬁn para la sagunda dsrwa:ta Ti?%' de la

5 L S at

funmﬁn y dada lmphmtamente por 1a enuacmn f{iﬁ y}—

8210. = (z—at) -+ (z+-at). Mostrar que 2% = > ZL cyales.

quiera que sean las funciun’ﬂa._q_: vy 1 derivables' dos veces.: - -
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3211, u= m(r}+1|>{y}+(:c y)mp(y} Comprobar- que
B, du
(#—y) Bz&y . oy

(g 3 @ son las fmmiunes derivahlea dos veces}

3212. g=yop (z®— y’) Cﬂn}pmh&r que _—— -[-l-?f- _..{é‘: “(ip es

x dr
la funcion derivable).
3213. r_::{p(m-l-y)—i- (2 4). Mostrar que
62?‘ #2r
Fre 2 s Bx oy “!'Ta“ 0
(¢ y 1 son funciones derivables dos veces).
3214. u=%[q}(ar+ ¥) ¢ (az—y)]. Mostrar que
u @t B ( .z-:?u)

T2 T\

2215 u=%{¢{z—y}+1p{x+ ¥)]. Mostrar que

@ (200N _ o0
= (2 %) =2
8216. i = ze¥ - ye*. Mostrar que
e u
i, |
B T =t Y ey
3217. w=e"¥*, Mostrar que "

%u b ]
dr By dz Py dx dy +2I3 Eal.

3218. u=1In ’“—;E _ ‘Mostrar qua

J3u H2u 83 | 1
5:1:3 s Greay  Broy: | oue =2 { P

o

En los cjercicios 3219—3224 hallar las diferenciales de segundo
orden de las funciones que se dan a c¢ontinuacion.

3219. z=ay®—a%. 3220. z=1In(z—y).
1

3221. EIW. 3222, z=::se:1=y_.

3223. z=¢"¥, ; 3224, u=zys.

3225. ¢=sen (2z+y). Hallar d°2 en los puntos (0, a1);

(-5 5)

19—0178



