Capitulo XII

Integrales muiltiples
e integracion miltiple

§ 1. Integrales dobles y triples

3460. Una placa fina (se prescinde de su espesor) se halla en el
pla:m z0y ocupando el dominio D. La dengidad de la placa es fun-
cién del punto y = y (P) = ¥ (2, y). Hallar la masa de Ja placa.

3461. Por la misma placa ?,veaﬁe el ejercicio antarmr] estd distri-
buida la carga eléetrica do densidad superficial 0 = ¢ (P} = o (x, y).
Formar la expresién para la carga global de la placa.

3462, La misma placa (véase el ejercicio 3460) gira alrededor
del eje Oz con la velocidad angular o. Formar la expresion para
la energia cinética de la placa.

3463, El calor especifico de la placa (véase el ejercicio 3460)
varia de acuerdo con la ley ¢ = ¢ (P) = ¢ {z, y). Hallar la cantidad
de calor que recibi6 la placa al ser calentada desde la temperatura
¢, hasta i,.

3464, El cuerpo ocupa un cierto dominio £ en el espacio. Su
densidad es funcién del punto y =9 (P) = y (x, ¥, z). Hallar
la masa del cuerpo.

3465. Por el mismo cuerpo (véase el ejercicio 3464) esta distri-
buida, de manera no homogénea, la carga eléctrica cuya dénsidad es
funeién del punto § = & (x, y, z). Hallar la carga glohal del cuerpo.

Evaluar las integrales en los ejercicios 3466 —3476.

(x+y—+10)do, donde D es el circulo 24 y* < 4.
3466. Sﬂj ;

3467. jj (2 +4y2+9) do, donde D es el circulo 224y < 4.
D

J468. SS{:.-:—-i-y-{—i)dcr, donde D es el rectingule 0 < x <1,

0.-:;;;#:2
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3469, ‘H (z-pzy—a®—y?)do, donde D es el rectingulo

b ] i

(V. .~ 0y 2%
3470. Sj 2y (z+y)do, donde D es el cuadrado 0 <2< 2,

D
I<y<2
3471, SS{:+1}H¢, donde D es el cuadrade 0<Cz<C2,
I
0y <2,
3472. H (2% 2 — 2V 2T 2+ 2) do, donde D es el cuadrado
n

0<z2, 0SSy 2.
3073, { | (#+12—do—dy+10) do, donde D es el dominio

D
acotado por la elipse z?+4y*—2z—16y+4-13=0 (incluyendo la
frontera).

3474, SSS (224124 2%) dv, donde £ es la esfera 2%+ y2 422 <
2

< R,
3475. S§S{m+y+z}du, donde @ es el cubo z>=1, y =1,
11, 1< 3 y< 3, 23
3476, | | § (x+y—2+10)dv, donde @ es la esfera 22+4*+
A2t < B ’ |

- § 2. Integracién multiple
‘-fntégm'l doble. Dominio rectangular

En los e] arcicios 34773484 caleular las integrales dobles tomadas
sobre los dominios rectangulares de integracion D, dados por los da-
tos indicados entre paréntesis.

3477. Xrﬁ sydedy (O<z<l, 0<y<?)

s, ([eviay 0<e=<t 0y,

n
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3479. Sji—fﬁdzdy I<e<l, 0<y<t)
)
. ded - -

3480, Hiz‘fﬁ{Taa 0z, 0Ky <)
I y

341, ({2029 <z, 0Ly<y)

D" (1422427
3482, S S z sen (-} y)dx dy (Ds.'___ 2w 0Ly %—-)

D

Maﬂ.jszyewdmdy <<, 0<y<2).
D

343&.55m’yﬂus(zy3}drdy (0<z<F. 0<y<2).
D

Integral doble. Cualquier dominio
En los ejercicios 3485—3497 hallar los limites de la integral
iterada de segundo orden SDS f (=, y) dz dy siendo’dados los domi-

nios finitos de integracién D.
3485. Paralelogramo cuyos lados son
z=3 z=35, 3dx—2+4=0, 3z —2y+1=0.
3486. Triangulo cuyos lados son 2 =0, y =0, 24y = 2.
3487. 22 4 P <1, 2220, y > 0.
m' I+y{; 11 {f—y-,_'f;i, ;F..:’:-J'-"cl*
3489, y >, y < 4 — 22

390. Z 4+ X <1 39 (z—2P+(y—32 < 4

3492. D estd limitado por las pardbolas y = 2 e y = V' z.

3493, Tridngulo cuyos lados son y =z, y = 2z, z + y = 6.

3494. Paralelogramo cuyos lados son y =z, y =2+ 3, y =
= =2z 41, y = =2z + 5.

3495. y — 2: L0, 2y — 2> 0, 2y < 2.

3496. * L 8x, y<L 22, yLédz—24 L0,

3497. D estd limitado por la hipérbola y® — 22 =1 y por la
circunferencia z* 4 y* = 9 (se tiene en cuenta el dominio que con-
tiene el origen de coordenadas).

En los ejercicios 3498—3503 cambiar el orden de irntegracién.

1 Yv SN S, 1t ]

3498, Edy | t@ ) da 3499, S dz j f(z y)dy.
v -1 [}
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3500. de K f(z, y)dy. 3501 Sd.r j iz, y)dy.
3502. S Sf( y)dy. 3503. Sri':::Sf:r,

3504. Camhiando el orden de mtagran:mn escnhu' la expres:t.'m
dada en forma de una mtagral iterada de segundo orden:

1) | i’ﬂE f(z, y)dy+ 5 dxgsz f (z, y) dy;
e

G-z
az | }(a, y}dy-i-fdx § @, v)dy;
[

i (]
b 2 4~ Vic-xi-3

da:S f(x, y)dy+5ﬁ3== RICY L
1] i 0

3505. Representar la integral dublajg f (z, y) dz dy, donde

D
D son los dominios indicados en las figs. 62, 63, 64, 65, en forma de

Ry

R34} 74
(23) (@3

() 74,1)

Fig. 63

¥a

{41 (3,7}
.~ b

HY
=
-
b |-
L
£
By
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Ia suma de las integrales iteradas de segundo orden (con el menor
niimero "posible de sumandos).. Las figuras, de las ilustraciones 64
y 65 representan rectas y arcos de circunferericias.

En los ejercicios 3505-—35T2 calcular las mtegrales dadas.

a Ve &, 2, - i 2 -Iny

3506. 1) Sdm far; 2 [axfLay 9 (ay i & dz.
2 x

z
o |1

3507, Ijm“y“dmdy, D es el cfrculo 2242 < Re.
]

3508. 5 S (2% +y)dzdy, D es un dominio acotado por las pari-
D
bolas y=2% ¢ y*=2z,
3509. S S — dxdy, D es un dominio acotado por las rectas z =2,

y=z y la hlpérhoia. 2y =1.
3510, jjms{:c—py}dzdy, D es un dominio acotado por las

o
rectas E;::..G, y:rﬂ'l'. 8 = x.
3511. Si:]rri—za—yadxdy, D es la cuarta parte [del circulo

D
z*4-y* << 1 que se halla en el primer cuadrante,
3512. jjzzyzlfi—z“-— W dzdy, D es un dominio acotado por

D
la linea a®+4-y®*=1 y los ejes de coordenadas.

3513. Hallar el valor medio de la funcién z = 12 — 22 — Jy
en el dominio acotado por las rectas 12 — 2z — 3y =0, z = 0,
y=20

3514. Hallar el valor medio de la funcién z = 2z -} y en el
tridngulo limitado por los ejes de coordenadas y la recta & + y = 3.

3515. Hallar el valor medio de la funcién z = z - Gy en el
tridngulo limitado por las rectas y = 2z, y =5z y =z = 1.

3516. Hallar el valor medio de la funeitn z = J R® — 2% — y*
en el circulo z® 4 y? << R®

Integral iriple

En los ejercicios 3517—3524 calcular las integrales.
b

8517. i ﬂi dy i dz. 3518. :f dz:j dyi (@ 4y +3) dz.
0 0 0 0 0 ]
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a Y

i x x
3519, 5 dz j dy I xyz da. 3520. ![ dz 5 dy i 2z dz.
i i 0
g1 g—-x—1 xTtyte 1 ( )
n{z—z—y

0
3522, Sjg Gu ey ve 2 es lun dominio limitado por los
a

(zt+y4s-+1%
planos =0, y=0, z=0, z}y+z=1.

3523. S_H. rydrdydz, @ es un dominio limitado por el para-
a
boloide ‘hiperbdlico z=zy y los planos z+4y=1y z=0 (z = 0).
3524, SiS ycos (z4z) dzdy dz, Q@ es un dominio limitado por

el cilindro y=) 'z y los planos y=0, z=0 y 2+ z-=7/2.

§ 3. Integrales en los sistemas
de coordenadas polares,
cilindricas y esféricas
Integral dﬁbie
La los ejercicios 3525—3531 pasar a las coordenadas polares
oy @(z=pcos @,y =psen¢) en la integral doble ‘(15 flz, y)dzdy

y apuntar los limites de integracidm.

3525. D es ol circulo: 4) 2 4~ y* << RY; 2) 2® + y* <Caz; 3) 2 4

3526. D es un dominio limitado por las circunfersncias z* -+
+ y? = 4z, ¥4 y* =8z ¥ las rectas y =-z; § =2z 7

3527. D es el dominio que es la parte comin de dos circulos
2 4+ P ax, 2+ YR < by

3528. D es un dominio limitado por las rectas

y=z, y=0 y z=1

3529, D es el menor de los segmentos en que escortado el circu-
lo z* + y*<C4 por la recta z + y = 2. : _

3530. D es la parte interior del lazo dérecho de la lemniscata
de Bernoulli (224 p%)® = a® («® — »%). -
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3531. D ez un dominio definido por lag: deslgualdadas >0,
y >0, @+ ¥PP<ddia?yR

En los ejercicios 3532—33539 transfurmar las integrales dobles
a las coordenadas polares.

.. .. R YRE-m 2R ?’E‘Tﬁ '
3532. !d.—; i flz, y)dy. 3533 -j.-dy T -f-'{:.-_: ) dz.
! ..5%, ']' + % ™
& YE=R
3534, {az | 1@+
] 0
I-’ﬂfl-_Rﬂdm Rx R VRI=x8
3535, S 5 F(Z)ay+ 5 dx $(L)dy
1] 1] R 0

Virne
En los ejercicios 3536—3540 calcular las integrales dobles pasan-
do a las coordenadas polares.

R YRE_x3
8536. { dz | In¢t 224y ay.
h !
3537. S 5 'Ef{:l-:%: dx dy, donde el dominio D viene deter-

minado purulas designaldades 2*+32 << 1, 2220, y = 0.
3538, ij (h—2z—3y) dz dy, donde D es el circulo @d4pd <
< R,
3539, H YV RE=Z—fdz dy, donde D es el circulo 2%y <
D
< Rz.

3540, S Samtg -i-dn: dy, donde D es una parte del circulo
D

24P > 1, 24P <9, y}h%, y<zV3.

3541. Partiendo de razonamientos geométrices mostrar que si
las coordenadas cartesianas se transforman de acuerdo con las for-
mulas « = ap cos ¢,y = bpsen @ (a y b son constantes), el ele-
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mento de drea serd el siguiente:
do = abp dp deo.

En los ejercicios 3542—3544 transformar las integrales dobles
aplicando el resultado del ejercicio anterior y seleccionando a y b
de manera conveniente. :

3542, ij{x, Y)dxzdy, donde el dominio D estd limitado por
D

: z2 yd
la elipse T +5=1

3543. jj_)‘:(r, y)dzdy, donde el dominio I estd limitado por
- Iy L

la linea (m‘—k 13%-): =gy,

3544, LS f U/ é—-g-;-——g-;-) dzdy, donde D es una parte del

T z 2
anillo eliptico limitada por las elipses — - =1, +=7f35-=1
y situada en el primer cuadrante.

3545. Caleular Ia integral szy drdy, donde I es un domi-
D

nio limjtado por la elipse %-{-%—Z—:i v situado en el primer
cuadrante. '
3546. Calcular la integral jjl/x_y drxdy, donde D es un do-
D

T ; 22 2y 4 :
minio lm_u-tadn por la linea (;T'{"FT) =% y situado en el
primer cuadrante.

B g e
Integral triple
En _los'ngjé'fﬁi'ciﬁs 3547 — 3551 pusﬁ'i: a las coordenadas cilindri

cag p, @, z(z=pcosQ, y=p sen@, z=3z) o a las coordenadas esfé-
Ticasp, b, p(z=pcospsent, y=psengsend, z=pecos6) en la in-

tegral, t;ip]__a, ( S j f(z, y, 2) dzdydz e indicar los limites de inte-

Ehoois n ”
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3547..9es un dominio que se halla situwado en el primer oc-
tante v limitado por el uihndro a:‘—[—y‘—.&“ \ lns planos z=0,
z=1, =T, F=V3 {E

35&8 Q es un dominio 11m1tad0 por el uilmdrﬂ a:z-f—y =2z, el
plano z=0 y el paraboloide z=z>-}y2

3549. Q es una parte de la asie:a x’+y2+zﬂgfi‘3 sﬂ;uada en
el pnme:; ‘oclante.

78550,  es una parte-de la esfera 224 y2+z“¢:H2 situada den~
tro del cilindro {z’+y‘)3:=R3(z3—~y=} (z>0).
. 3551, Q2 es la parte cumun de dos esferas

zﬂ+y1+z“£1?“’? y“+l{z—fR)

En los ejercicios 35523558 calnular las intagraleﬁ pasando a las
coordenadas cilindricas o a las esféricas.

1 Yi-at

3552 j dz j dy jb' dz
0 VT
] Vix-—=3 a
3553, {az | ay (V@R
0 0 1]
R ]f’m Vrﬂz—zg—yg
3554. j dx 5 dy 5 (224 y?) dz
“R  _ YR = 0
1 -2 Vi—xiogt
3555. jds-; j @ | VFETeFad
(1] 1] 1]

3556. 5 j 5 (22-}- y2) dz dy dz, donde el dominio Q viene deter-
o

minado por las desigualdades z>.0, r*<C2® -y - 22 R%

drdy dz ) =
355?' SLS ]/zz_l_yz_i-_{z_z}: ) dﬂﬂdﬁ Q es 1,& ESfeI'a mz_l_y +

+z2< 1.
dz dy da - g o
3558. 5;5 Ty donde @ es el cilindro 2

<1, —1<e<A.
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§ 4. Aplicaciones de integrales
dobles y triples

Volumen del cuerpo. 1

En los ejercicios 3559—3596 hallar los volimenes de los cuerpos
limitados por las superficies que se indican, aplicando la integracién
doble (los pardmetros que se indican en los ejercicios se consideran
positivos). )

3559, Por los planos de coordenadas, los planos x =4 ey = 4
y el paraboloide de revelucién z = z® 4 y® + 1,

3560. Por los planos de coordenadas, los planocs z = a, y = b,

o e x2 | yo
v el paraboloide eliptico z - - - g—q =

3961, Por el plano % + -i’:i - % = 1 y los planos coordenados
(pirdmide).

3562. Por los planos y =0,2=0,3z+ 3y =6, 3z + 2y = 12
yr+y+z=6.

3563. Por el paraboloide de revolucién z = z* -+ y*, los planos
coordenados v el plano z 4 y = 1.

3564. Por el paraboloide de revolucién z = 2* 4+ y* y los planos
2=0,y=1,y=22, y=6— =z _

3565. Por los cilindros y = ¥z, y =2 Vz, ¥y los planos z = 0,
x4+ 3 =0.

3566. Por los planos coordenados, el plano 2z 4 3y — 12 =0
y el cilindro z = y2/2.

3567. Por el cilindro z = 9 — y®, los planos coordenados y el
plano 3z + 4y =12 (y > 0).

3568. Por el cilindro z = 4 — z*, los planos coordenados y el
plano 2z + y = 4 (& > 0).

3569* Por el cilindro 2y2=a, los planos -+ +i=1yz=

=0' :
" 8570. Por el cilindro circular de radio-r cuyo eje es el de orde-

nadas, por los planos coordenados y por el plano % + % = 1.
3571. Por el cilindro eliptico % + y* =1, los planos z =
=12 — 8z —4yy =1, | ‘ .
"8572. Por los cilindros - y® = R? y' z® + 2 = R%.
3573. Por los cilindros z = 4 — 3%, y = mz-i;— y el plano z = 0.
> 3574. Por los cilindros 2® 4 y* = R%, 7 = -z-; v el plano z = 0
(z =>0).
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3575. Pcnr3 el parabﬁlmde h:perhf:-lmn g =2%—3F y “los ‘planos
z=0z = X
- 3576. Por el piraboloide h1perb611un z ='zy, el ﬁlllndrﬂ y=)z
y los planos z 4+ y = 2, y =0 _z*-ll
3577. Por el paraboloide z = 2% + y?, el cilindro y = a:’ ylos
planos y =1 y z = 0,

'3578. Por el ¢ilindro eliptico a2+ z-_i v 11:5 p]anns y==
=-E-z, y=0y z2=0.(z=0).

3579. :F.:D_I' el pa;ahuiuida z = E:—ﬂy el -jplano. z=0.

3580. Por los cilindros y = €%, + = ¢7%, 3 = €* — y* y el plano
z = 0.
3581. Por los cilindros y = lnz, y =In*z y laslplanﬂs z=10
e y+ z=1. _
' 3582%, Por los cilindros z =Inz yz = Iny y los planos z = 0
vy x4y =2 (x>1).
3583. Por los cilindros y =z 4-senz, y =z —senz y 2 =

{‘”‘1"”:' (cilindro parabdlico cuyas generatrices son paralelas a la

recta z — y = 0, z_D}yelplanuz=Dj(0»f;m§n,y}0)
3584. Pur la soperficie conica z* = zy (véase la [ig. 66), el
cilindro Vz +Vy=1 y el plano z = 0.

Fig. 86 Fig. 67

3555 Por la superficie cnnma 4y = x (2 — z) (cono parab&]wu,
véase la fig. 67) y los planos z =0y z + 2 = 2,

3586. Por la superficie. z = cos z-cos ¥ ¥y los planes z = 0,
y=0,z=0yax+4+y=al



256 Cap. XII. Integrales miltiples

3587. Por el cilindro z* 4 y* = 4, los planos 2 =0 y z =

3588. Por el cilindro z? 4+ y* = 2z, los planos 2z —z =0
¥ 4x — 35 = 0.

3589. Por el cilindro 2® 4+ y* = R?, el paraboloide Rz = 2R® 4
4+ 2* 4 y* y el plano z = 0.

3590. Por el cilindro z? 4 y® = 2az, el paraboloide z == ﬁ%‘-ﬁf

v el plano z = 0.
3091. Por la esfera z® + y® |- 2® = @* v el cilindro z® - 3 =
= az. (Problema de Viviani).

3592. Por el paraboloide hiperbélico z = %y, el cilindro z® -+

y¥*=ax yel planoz =0 (z > 0, y > 0).

3593. Por los cilindros 22 + y? =z y 2* 4 y* = 2z, el para-
boloide z =2* 4+ P ylos planos 2 + y =0, 2 —y =0 y z = 0,

3594. Por los cilindros z? + y® = 2z, 2® + y* = 2y y por los
planos z =z -+ 2y y z = (.

3595. Por la superficie conica z* = zy y el cilindro (2* 4 y%)* =
=2zy (>0, y >0, z > 0).

3596. Por el helicoide («escalera de caracols) z = h arctg %,

el ¢cilindro 2> + 3 = R*ylosplanosz = 0,2 =0(2z >0, y > 0).

Area de la figura plana

En los ejercicios 3597—3608 hallar las areas de los dominios
que se indican efectuando la integracién doble.

3597. Del dominio limitado por las rectas z =0, y = 0, = +
+y=1

3598. Del dominio limitado por las rectas y = :c., y = 5:.:, LR

l:=1.‘.

3599, Del dominio limitado por la elipse — = + -

3600. Del dominio comprendido entro la parébola 'y‘='_% zy

. -b
la recta y =T ;

[3601. De)l dominio limitado por las paribolas y = V'z, y =
=2V 2z, v la recta 2 = 4.

3602*. Del dominio limitado por la. linea (z* 4 y“}’ = 2a2®,

3603. Del dominio limitado por la linea (z® - y)® = z* -+ po.

3604, ‘Del dominio limitado por la linaa (22 4 y“)’ =2 2g% {m‘
— y*) (lemniscata de Bernoulli).

3605. Del dominio-limitado por la linaa 24P = Ezy Elhlﬂda
en el primer cuadrante (lazo).
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3606. Del dominio limitado por la'linea (z 4 y}“ = zxy situada
en el pnm&r cuadrante (lazo).

- '8607. Del dominio'limitado porla linea (z 4 y)® = z%)® situada
anr'el rimer cuadrante (lazo).

36 *, Dol dc‘nmi'niu limitadn por la linea

D(EHESE n(FeE)-g

Volumen del cuerpo. 1T

" ‘En los ejercicios: '3609— 3625 calcular los voliimenes de los cuerpos
limitados por las superficies dadas efectuando la integracién triple
(los pardmetros que se indican enlos ejermciﬂs 58 cunmdaran positivos).

gﬁﬂg Por los cilindros 2=4 —y* y 2 =y*+ 2 y por los
planua z=—1vz=2

3610. Por lﬂs paraboloides z =2* 4+ 3® y 2 =2+ 24 y los
planos y =z, y =2z y 2 = 1.

3611. Por lns paraboloides z =22 + 3 y z.= 247 + 2i%, el
cilindro y = 2? y el plano y = z.

8612. Por los cilindros z = In (z + D yz=In®B—=z) y los

planos z =0,z +y=2yz—y =2
-'3643*. Por elparaholmde {1: — 1)8 -+- y’— z-y el plano 2z 4- 2= 2,
3614*. Por el paraboloide z = 2* 4 y* y el plano 2 =z + ¥
32615“' Por. la esfera z® 4+ j* 4- 2* = 4 y el paraboleoide z* +
P = 3.

+ 3616. Por la esfera z* +4- y ~ z* = R® y el paraboloide z* +
+y-—ﬂ{ —25}{5}0} '
+ 3617, Por ‘el paraboloide z == a? + y* y el cono z? = zy.

. "3618. Por la esfera 2? + y® + 22 = 4Rz —3R? y ol cong 2% =
= 4 (22 4 1) (se tiene en cuenta la parte de Ja esfera situada dentro
del cono).

36197, (LR =adz. 3620 (2P pP4 a2 =azys.

3621. (m=+yﬂ+,z=)a=.;zzﬁ.. L0 8622 (R4 yr4ar= —-%i-
1i1:8628; (9»" + 5 2% = a? (2 4 )

3624, (2 + y¥)* + z* = a’s.

3625. 22+ ¥4+ 2 =1, 22+ y —{—z’*—iﬁ s“ 2 4yt oz =
=0,y=0,2=0(z>0, y}ﬂ 5 =10

Area de la lsuperficie
3626. Calcular la parte del plano 6z 4 3y + 2z = 12 que estd

situada en ‘el primer- :gctante.

3627. Calcular el drea:de‘la parte de la superficie 22 = 22y la
cual se halla por engjma: del recténgulo-situado en el plano z = 0
v limitado por las-tegtas z = Q, y ='0p 3 = 3, ¥y = 6.
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. 12 - pi

3628, Hallar el drea de la parte del cono 2* = z® -+ p? situada
por encima del plano Ozy y recortada por el plano z = V2 (-’;- — '1) :
En los ejercicios 3629—3639 hallar las 4reas de las partes indi-
cadas de las superficies dadas. e
3629. De la parte 22 = 2® -+ y? recortada por el ¢ilindro z? = 2py.
3;630.31321&1& parte y® <4~ 2% = 2? situada’dentro del cilindro.z* +
o .
3631. De la parte y® - 2z = z® recortada por el cilindro 2? —
— y® = a® y los planos y = b,"y = —b.
3632. De la parte z® = 4z recortada por el cilindro ¥? = 4x
y el plano z = 1. . .
¢ 3633. De la parte z = zy recortada por el cilindro 2* + y* = A%,
3:3'34. De la parte 2z = z* 4 y* recortada por el cilindro 2 +
ol ==,
3635. De 1a parte 2 4~ y* -+ 2% = a* recortada por el cilindro
24+ = R (R < a)
. 3636. De la parte z® 4 y* + 2* = R% recortada por el cilindro
2 | ¥ = Rz ' s
~ 3637. De la parte 2® -+ y* 4 z* = R® recortada por la superficie
(22 + ™2 = R? (a® — 3%). . -
3638. De la parte z = ﬁ:‘fz relanrtada por las superficies
22 4yt =1, 2® + y* = 4 que estd situada en el primer octante,
3639. De la parte (z cos & 4+ y sen a)® 4 z* = a” situada en el
primer octante (o << n/2). _ ; :
3640*. Calcular el 4rea de la superficie terrestre (considerdndola
esférica y siendo su radio R a2 6400 km) comprendida entre los
merididnos @ = 30°, ¢ = 60° y los; paralelos 0 = 45° y 8 = 60°.
3641. Calcular el dréa total de la superficie del cuerpo limitado
or IE esfera z® 4 y* + z? = 3a® y el paraboloide z* 4 y* = 2az
z 2V 0 4 ,
3642. Los ‘ejes de dos cilindros iguales, de radio R, se coftan
formando el &ngulo recto. Hallar el 4rea de la parte de'la superficie
de uno de los dos cilindros,7la cual se halla:dentro-del otro ¢ilindro.

Momentos" y centro de gravedad

En los ejercicios 3643—3646 hallar. los momentos estdticos de
las figuras planas homogéneas aplicando la integracién doble (la
densidad y = 1), ; '

3643. Del rectdngulo de lados a y-b, respecto al lado a.

3644. Del semidirculo ‘respectdo “al “didmetro.’

3645.- Del- ¢iréulo respecto a una tangente.

3646. Del hexagono regular respecto.a su'lado.



§ 4, Aplicaciories de integrales dobles y triples 259

3647.. Demostrar que el momento estatico del tridngulo de base
a, respecto a esta base depende stlo.de la altura. del imismo. '

Eﬁjﬁ-_-lﬁ'ﬁ ejercicios 3648-—3652 hallar los centros de grafedad___ de
‘las figuras planas homogéneas efectuando la integracién doble. * |
.. 3648.- De~la figura limitada por la mitad superior de la elipse

la cual 'se apoya en el eje'mayor.

3649. De la figura limitada por la sinusoide y = sen z, el ‘eje
Oz y la recta z == m/4, TE, s ® E

3650. Del sector circular correspondiente al dngulo central o
(el radio del circulo es igual a R). o

3651. Del segmento circular correspondiente al dngulo central
a (el radio del circulo es igual a R). '
© 3652, De la figura limitada por la linea.cerrada y* = z® — 24
(z > 0). g

En: los ejercicios. 3653—3659 hallar los momentos de ipercia de
las figuras planas homogéneas (la densidad y = 1).

3653. Del circulo de radio R, con respecto a su tangente.

3654. Del cuadrado, de-lado a, con respecto a su vértice.

3655. De la elipse con respecto a su centro,
_ 3656. Del rectdngulo, de lados a y b, con respecto al punto deé
intersecci6én de las diagonales. |

3657. Del triangulo is6sceles, de base a y la altura k, con respecto
a su vértice. : - :

3658, Del circulo de radio B con respecto al punto situado sobre
su circunferencia. - :

3659. Del segmento de la pardbola cuya cuerda es perpendicular
al eje, con respecto al vértice de la pardbola (la longitud de la cuerda
es igual a a, la flecha, A). = o

3660. Demostrar que el momento.de inercia del anillo circular,
con respecto al centro, es dos veces mayor que el momento de inercia
con' respecto a cualquier eje‘que pasa por el centro del anillo vy se
halla situado en su plano. : : '
=" 3661. Demostrar que la suma de los momentos de inercia de la
figura plana F}.con respecto a cualquier par de ejes perpendiculares
-entre si, que se hallan situados en el mismo plano que la figura y qué
pasan por un punto inmévil O, es una magnitud constante.

3662*. Qﬂmﬁstrar que el momento de inercia de la figura plana,
conirespectojazunieje es igual a Md® ~- I, donde M es'la masa dis-
tribuida por la superficie, d es:la distancia que media entre el ejé
veel centro-de gravedad dela figura; I, es-el momento de’inercia con
respecto-al-eje que’es paralelo:al eje dado y'que pasa por el centro
de gravedad de la figura (teorema de Steiner). : '

17
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e

En los ejercicios 3663—36065 hallar los momentos: estiticos de
los cuerpos homogéneos (la densidad y = 1). -

3663, Del paralelepipedo recto, de aristas a, b y ¢, con respecto
A Sus Caras.

3664. Del cono circular recto (el radio de Ia base es R, la altu-
ra]H]. con respecto al plano que pasa por el vértice s:euda paral&ln
a la base,

3665, Del cuerpo limitado por el aljpsoida-ﬁ-f--ﬁ--l—ﬁ-%_ "
el plano Oxzy con respecto a este inismo, '

En los ejercicios 3666—3672 hallar los centros de gravedad de los
cuerpos homogéneos limitados crr Tos planns dados.

3666. Por los planos z = w0 53=0z=2 y=4y
z+y+z=28 (]Jarale]apipedu trunca&u)

3667. Por el elipsoide F"{"b_f'!'ﬁ_’i v los planos coordena-
dos (se tiene en cuenta el cuerpo situado en el primer octante).

3668. Por el 'ﬁil-indru g = I-"z- y los planosz =0, y =0, z=0
y 2z 4+ 3y — 12 = 0.

3669. Por los cilindros y = 1z, y = 2 ]f:c v los planos z = 0
yz—+ z = 6.

3670. Por el paraboloide z = '?—z;-'i y la esfera z* —]— ¥t 4=
e 2% = 8a% (27> 0).'

3671. Por la esfera 2® -+ 4%+ # =R vy el cono ztga =

=VaEF+ i (sectur esférico).
iz 3672 (2° + y® + ) = a’.

T

En los sjercicios- 3673—36?4 hallar los centros de gravedad de.las
superfiecies homogéneas,
3673. De la parte de la esfera SLtuada an_ el primer octante.
. 3674. De la parte: «del para]mlmda 72 + ¥ ¥ = 25_ _repoxtada por
el plano z = 1.

En los ejercic¢ios 3675—3680: hallm: los momentos:de. inercia-de
los cuerpos homogéneos cuya masa es: 1gual a M.

3675. Del paralelepipedo recto, de. aristas a,.b, ¥ ¢, con res-
pecto-a cada una de las mismas: ¥ con’ respecto al centro de.gra-
vedad.

3676. De la esfera con respecto a una tangente recta,



