Cap. X1V. Ecnaciones diferenciales

"‘EuEtltumnn conveniente: yy' = P1 (y )2 = p,
4183. ..":yy + z () = 3yy’. 584, xy =y (ey oy

§ 3. Ecuaciones de segundo orden

y de érdenes superiores

Casos particulares de: las ecuaciones de segundo orden

En los ejercicios 4155—4182 hallar las soluciones generalﬂs de las

ecuaciones qma se indican,

- 4155. y = z + sen z. éiaﬁ Y = arctg .
4157, y° = Ina. 158. =" = y
4159, ' =y' +z. 4160, y _-—-—l-.'r

4161. (1 4+ 2y + () + 1 = 0.
4462, 2y’ =y In L,

4163. ('Y =vy.  4164. 2zy'y" = (y')* 4 1
4165, y" — 2 ctg z-y" = sen® 2.

4166. 1 4- (¥')® = 2",
B67. () 2y” = 0.  4168. o’ — y = 0.
4169. y"=-£-{7=-. 4170, ' —0.

] :
M. yy" + (¥'): = 1. 72, yy" = (y')%
4173. 2uy" — 3 (y')® = 447
4174, y (t—=Inyxy 4+ (14 Iny (x> =0
875. ¥ = 2uqy'. . |

4176. cosy- dﬂ+ﬂeny( dy) d:

“M77. yy' — (') = vy’
78, gy — yy lny — { *}k.

79, y =y
4180, {m+ ﬂ)y + 2 ()"
A8t gy = WP+ @ )“

4182, zy -.-—{y ]“—y =i

En Yos ﬁ;',ercmms 4183—4i88 reaal\rﬂr las enuacmnes medlantﬁ A

4185, gy ()2 =z 886, Y 2y —L =0,
W87, oty T (2 2L 20 y) =0, .
488, yy' =y (2 V¥ -y').

y _pl'-_mp"
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En los ejercicios 4189—4199 hallar

las soluéiones particulares. de

las ecuaciones para las condiciones iniciales que se indican,

4189. ¥ (22 4+-1)=2zy'; g-|,,=,?=1; ¥ Jeo=3.
4190, gy +a (Y P- Y =0 plez=2y ¥lea=1

4191, y”__='”7+;—? ; Yle=o =0, y‘-'.l;sa———.'é. e
492, 2" =33 *  yhema=1 Ylmez=—1
M98y =) —W) Yot =1,  Plms=—1. =
4194, oy = =15 Ylami=1, ¥l=1=0. "
.A - 1] : e ') ) -2.'
495 1t Y =1 b= R & =i
4196, y" = e, Ylewo=0, ¥ |eo=1.

M7, 2P =1 | (=1 Ylemt =2, ¥ lemr=—1.

M98%. Ty =(y— ) Yl

-ﬂil yrlx=[=i-

a199. y'=ay +y+1, Ylmo=1, ¥ l=o=0.

- 4200%, ;Cuél es la linea cuya prop

iedad consiste en que el radio

de curvatura en cualguier punte es proporcional a la longitnd de la

normal? Considerar el coeficiente de
proporcionalidad igual a k= —1, -1,
—'21 +g-

4201, Hallar la linea para la cual
la proyeccién del radio de curvatu-
ra sobre el eje Oy sea una constante
igual a a.

4202. Hallar la linea gue pase por
el origen de coordenades y para la

7

Ry

I 7 P

cual el area del tridngulo MTP (véase

la fig. 70) engendrado por la tangente
en un punto M de la linea buscada, por
la ordenada MP de este punto y por e

Fig. 70

1 eje de &hF!-I?:iSHS, y el area del

tridngulo mixtilineo OMP, estén en razén constante e igual al niimero

k(& }%) :

4203. Hallar la linea para la cual
desde un cierto punto, es proporciona
tangente al punto extremao del arco.

4204. Un punto de masa m es lanza

la longitud del arco medida

1 al coeficiente angular de la

do hacia arriba verticalmente,

con la velocidad inicial vy. La fuerza de resistencia del aire es igual
a kv®. Si consideramos la vertical como el eje Oy, para el movimiento

dirigido hacia arriba tendremos:

m%= —_— g — ki,
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y para la caida tendremos:

m%: —myg -} kv,

dande yzz%i'—. Hallar la velocidad del cuerpo en el momento en

que efectia la caida. :

4205. Un hilo flexible y no extensible es suspendido por sus dos
extremos. ;Cudl seria la forma que adoptase, en estado de equilibrio,
el hilo bajo la accidn de una carga distribuida uniformemente a lo
largo de la proyeccién del hilo sobre el plano horizontal? Se pres-
cinde del peso del hilo.

4206. Hallar'la ley del movimiento rectilineo efectuado por un
punto material de masa m si se sabe que el trabajo realizado por la
fuerza que tiene la misma diréccion que el movimiento y que depende
del trayecto, es proporcional al tiempo transcurrido desde que co-
menzd. El coeficiente de proporcionalidad. es igual a E,

4207*. Un rayo de luz, procedente del aire (indice de refraccién
mg) incide sobre un liquido ecuyo indice de refraccion es variable. El
angulo de incidencia formado entre la vertical y la direccitn del rayo
es a. Bl indice de refraccién del liguido depende linealmente de la
profundidad y es constante en el plano paralelo al horizonte, mien-
tras que a la superficie del liquido es igual a'm,, ala profundidad &,
igual a m,. Hallar la forma del rayo de luz en el liquido. (El {ndice
de refracecién del medio. es inversamente proporcional a-la veloci-
dad de la propagacién de Iuz.)

|

(Casos particulares de las ecuaciones de Ordenes
' superiores :

En los ejercicios 4208—4217 hallar las soluciones generales de las
ecuaciones. -

4208. y" =, 4209. |y” =cos2z.
4210, g% meos, 201, 22yt (y')2
4212, ayV =y, 4218, y"=(").

214, y'y" =3P . 4215, yy"—y'y" =0.
U FUL R E WP
'4@!_?-. {y"}ﬂ—_y_'y”= (*‘; ) ;

Soluciones aproximadas

4218. Al estudiar las oscilaciones’ de un sistema material de un
grado de libertad, se prégenta la ecuacién diferencial de la siguiente
forma 'y" = f, (z) + fo (§) < F57 (7)) Reésolver esta ecuaecidn grafi-
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uamenm si

DA @ =0"F@="Vy ;) =05 0 ¥ lwms=
=¥ [amo =0;

H@) = =%, L) =0, £ @)= =0, 1y — 0,1y e
¥ | ixeo == U lx=o :-'1

A219:0y" = yy' w yt:-u =4, ¥ |ymn = L,

1} HResolver ‘esta ecuadi'ﬁn gréimamente 5

2} -Hallar varios primeros términos de desarrollo de la solucién
en'serie d¢ potencias.

4220, Ha Llar. Iﬂs Beis pr:mamsqtermmﬂa {Ie desarrollo en serie de

13" soliicion cle la écuacién d]feranmal y %— 22 que 'satisface:

las condiciones iniciales Y gy =21, ¥ |5em = 0. i
4221. Hallar la solucion parmuular de la ecnacion y =z seny,
busedndola en forma de serie de potencias, que satisface las condi-

ciones injeiales poleiy=0;y Ay _-LEL;(,Lij'niﬁmém seis primeros

términos.)

- 4222, Hallar 1a sniucmn partmular I = f (z} de la ecuacion y“ =
= zyy' , buscdndola en forma de serie de potencias. La solucidn sa-
tisface las condiciones: iniciales f (0) = 1, /" (0) = 1. Si se limita a
los: cinco primeros términos de d.&s.=.anr1-ue:~;lla:z:T Json bastantes para-cal-
cular § (—=0;5) con-exactitud hasta 0,001?

4223. Hallar los siste primeros términos da deswm]lu en serie
de Ia solucién de la ecuacién.diferencial yy” + ¥ + y =0, que
satisface las condiciones iniciales ¥ |x—p == 1, ¥ {59 =0. ¢De qué
orden infinitesimal es la diferencia y — (2 —~ z — =) para z —0?

4224. Hallar los 12 primeros termmus de desarrolln en serie de
la golucién de la ecuacion diferencial y" + yy —: 2 == 0, que:satis-
face las condiciones iniciales ¥ 4=y = 0, ¥ li=q = 0. Caleular: la

1
integral j y dr con cxactitud hasta DGD'L Calcnlar U lewegus: €00

exactitud haﬁtﬂ (0,00001. :
4225*%. Un circuito eléctrico estd compuesto de la mductanma
= 0,4 henrios y un bafio eléetrico, los cuales estn conectados
sm::eswameute El baiio contiene 1 litro del ‘aptia acidulada con un
poco de dcido sulfGrico. La corriente eléctrica descompone el agua
debido a lo cual cambian la’ concentracién y, como consecuencia, la
registencia de la disolumun on el bafio. La tensién en los bornes se
mantieneé constante (20 V). La cantidad de sustancia desprendida
durante la electrélisis es proporcional a la corriente, al tiémpo 'y al
equivalente eleetrogquimico de ‘la sustancia’ (ley de' Farada: ). El
equivalente clectroquimico del agua es igual a-0,000187 g/C. Al

200176
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comienzo del experimento la resistencia de la disolucién fue igual a
R, = 29, la corriente inicial, 10 A. Hallar la depedencia (en forma
de una série de potencias) entre el volumen del agua en el recipiente
y entre el tiempo.

4226%, Up circuito: eléctrico estd compuesto de la inductancia
L = 0,4 henrios y un bafio cléctrico, los cuales estin conectados
sucesivamente. La resistencia inicial del liguido en el baiio fue
igual a 2 ohmios. Un litro del agua en el bafio lleva disueltos™10 g
de cloruro de hidrogeno. La corriente eléctrica descompone el acido,
cambiando la concentracién de la disolucién (compéarese con el ejer-
cicio anterior en que cambia no la captidad de sustancia disuvelta,
sino el volumen del disolvente). La tension en los bornes es igual a
20 V, el equivalenté electroquimico k del cloruro de hidrogeno es
igual a 0,000381 g/C; la corriente inicial, 10 A. Hallar la dependen-
cia (en forma de una serie de potencias) entre la cantidad del dcido
clorhidrico en la disolucién y €l tiempo.

§ 4. Ecuaciones lineales

4227. Las funciones z® y z* satisfacen cierta ecuacién diferencial
lineal homogénea de segundo orden., Comprobar que-constituyen el
sistema fundamental y formar la ecuacion.

4228, Lo mismo, con respecto a las funciones e* y z%™.

4229, Las funciones z, z°, ¢ forman el sistema fundamental de
soluciones de la ecuacién diferencial lineal homogénea: de tercer

orden. Formar esta ecuacidn. ~
4230. Las funciones z® y z® forman el sistema fundamental de

soluciones de la ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo
orden. Hallar la solucién de esta ecuacién gue satisfaga las condi-
ciones iniciales ¥ lemy = 4 ¥ lamo = 0. ¢
4231: Las funciones cos? z y sen® z satisfacen cierta ecnacion li-
neal homogénea de segundo orden:
a) comprobar que forman el sistema fundamental de soluciones;
b} formar la ‘ecuacién; ' 2 % o
¢) mostrar que ‘lag funciones 1 y cos 2z son otro sistema funda-
mental de esta misma ecuacidn. :
4232%,-Si 1, -es la solucién particular de la:ecuacidn
o VP (@) + yQ () =0,
entonces, T
ya=C | e R S
ke : |}
(C-es una-constante) también es la solucién. Mostrar, esto aplicando
tres métodos:* ' ) g
1) probando.directamente, 2) sustituyendo y = .43, 3) valiéndose
de’ la férmula. de Ostrogradski,
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+-4233. Hallar la solucién genéral ‘de la-ecuacién (1 — #%)fy" —
— 2zy! ~+ 2y %= 0, conociendo.su-solucién particular yf= z y va-
liéndose de-la férmula: del-ejercicio 4232,. * . S
4284, Resolver,la ecuacion. y’+= y’+y=0 conociendo &t solu-
¢ion particular y,ﬁg. da : I A
4235. La ceuacion (20 — 28 y" + (2* — D y'+ 2(1 — 2) y=
= 0 tiene la signiente solucién: y = ¢*. Hallar la solucién de la
ecudcién’ que “satisfaga  1a5" condiciones 'iniciales y |.=; = 0,
y! |5¢=1- Ay :1" . [ A B ; v ) 5 ; 2"1
4236%, Hallar la_condicién. necesaria y suficiente pora que la
ecuacién " L y'P (z) — y@(z) = 0 tenga dos soluciones lineal-
mente independientes y, e y, que satisfacen la condicién y,y, = 1.
4237*, Hallar la solucién general de la ecuacidn

(1—2)y" —ay + 9 =0,
si su solucién particular es un pnljnﬂg;ﬁiu de tercer grado.
En los ejercicios 4238—4240 es ficil dar con una solucién par-
ticular (sin tener en cuenta la solucién trivial y = 0) para la ecua-
cidén dada. Hallar las soluciones generales de estas ecnaciones.

4238, ' —~tgz-y' 4-2y=0. 4239. 'y"ny‘-ﬁ--%zﬂ.
o 22 2y
42&0.1;—:2_1_1.;; 'I'_':::%—'I-i =0.

4241. Hallar la solucién general de la ecuacidn
22y — 328" + 6xy’ — 6y = 0,

conociendo las soluciones particulares y, = z, y, = z%
En los ejercicios 4242—4244 hallar las soluciones generales de
las ecuaciones no homogéneas.
4242, 2%y — ay’ + y = 4P,
" & ) 1
4244, 3z 4+ 22%) y" — 6 (1 + 2) y' + 6y = 6,

- 4245. La ecuacién (1 + z%) y" + 22¢° — 2y = 42° - 2 es sus-
ceptible de tener la siguiénte solucion particular: y = 2® Hallar la
solucién de esta ecvacién que satisfaga las'condiciones y |z=—; = 0,
¥ lem—q = 0. -

4246. Hallar los seis primeros términos de desarrollo en serie de
potencias de la solucidn de la ecuacién diferencial y" — (1 4 .22) y =
= U que satisfaga las condiciones'iniciales y |rme = —2, ¥ |a=p = 2.

4247. Flallar los nueve primeros términos.de desarrollo en serie
de potencias de la solucién de la ecuacién diferencial y" = 2%y — ¥’
que satisfaga las condiciones iniciales ¥ |veg = 1, ¥ lyey = 0.

20*
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4248. Eseribir en forma de seriec de potencias la solucion parti-
culardelaecuacion gy —zy’ + y =1 =0, ¥ |y = 0, ¥ |3=0 = 0.

4249, Fscribir en forma de serie de potencias la solueidn general
de la ecuacion y" = ye®. (Limitarse a los seis primeros términos.)

4250, Escribir en forma de serie de potencias la solucién general
de la ecnacién y" 4+ zy' — 2%y = 0. (Limitarse a los seis primeros
términos).

Ecuaciones con coeficientes constantes

En los cjercicios 4251—4261 hallar las soluciones generales de
las ecuaciones. '

4251, y" -y — 2y = 0, 4252, y" — 9y = 0.

4253, y" — 4y’ = 0. 4254. ' — 2y — y = 0.

4255, 3y" — 2y’ — 8y =0. 4206. y° + y = 0.

4257, " + 6y’ + 13y = 0. 4258, 4y" — 8y' + 5y = 0.

4259. y" 2y +y=0. 4260. 4 S5 2022 4 950 0.

4261. 24" 4 y' -+ 2 sen® 15° cos® 15°% = (.

FEn log ejercicios 4262—4264 hallar las soluciones de las ecuacio-
nes gue satisfagan las condiciones iniciales que se indican.

4262. y”——ﬂtiy' +3y = D; I li-;:u = 6., yr f,;:ﬂ =10.

4263, y"+ 4y 429 =0; Y |e=0=0, V' le=0 == 15.

4264, 4y"+ 4y +y="0; Ym0 =2, Y =0 =0.

4265. Sea dada la solucién paricular de cierta ecuacién' lineal
homogénea de segundo orden, con coeficientes constantes y, = e™".
El discriminante de la correspondiente ecuacidén caracteristica es
igual a cero. Hallar la solucién particilar de esta ecuacién diferen-
cial, la cual, junto con su derivada, se reduce a 1 para z = 0.

4266, Hallar la curva integral de la ecuacién y" 4+ 9y = 0 que
pase por el punto M (m, —1) ¥ que toque larecta y + 1 =2 — =
en este mismo punto. -

4267, Hallar la curva integral de la ecuacién y" + ky = 0, que
pase por el punto M (x4, o) ¥ que toque la recta y — yo = a {xi==.zo)
en este mismo punto. _

En los ejercicios 4268—4282 formar las soluciones generales de
Jas ecuaciones no homogéneas buscando sus soluciones .particulares
mediante la seleccifn conyeniente o bien aplicando el método de
variacién de las constantes arbitrarias, - T TR

4268, 2y + Yy —y = 2*.  -4269. ¥" 4 o%y = ¢~

4270, y"—Ty' 4+ 6y=senz, A271. v~ 2y 4 Sy = —.—% cos 2x.

4272, Y — By’ 4 9y =22 — z:<:3.
5213, ' —2y' + Oy A0z, - A27% ¥+ 4y~ By =1.
4275. y* — 3y’ +:2y = f (), si f(z) es igual a: -

1) 10e~; 2) 36™%; 3) 2 seh 3 4) 2° — 305 5) 2¢% cos 5 ;

—_—
—
_
—
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6) x — e”¥ - 15 7) €T (3= 4a);- 8) 3z + 5 sen 2x;

9) 2¢* — ¢=**; 10) sen z sen 2z; 11) shax.

4276, 24" 4- 5y = (.7:) si-f (z) es igual a:

1) 522 — 2w — 1; 2).¢%; 3) 29 cos z; 4) cos? x;

3) 0, 1&" B¢ — 25 sen 2 5 2 6) 29z senz; 7) 100z-e7* cos a;

8) 3.ch Ta:.

4277, y" — 4y’ + 4y = f(x), si f(x) es igual a:

1) 1; 2} e~*; 3) 3é*%; 4) 2 (sen 2z +4- z); D) sen x cos 2x;

6) aen’:m 7) 8 (z® + e¥4}-..sen 2x); 8) sh P,

9) shz+5en x; :10} € — sh (z = 1)

42?3‘ e +y—f($} Sl f (z) es igual a:

1) 22° — 2 + 2; 2) —8 cos 3z; 3) cos z; 4) sen & — 2e™%;

5) cos x cos 2, 6) 24 sen z; 7) ch z.

4279. Ey Ey -+ 3y = f(x), si f(z) es igual a:

- 2
1) 563°, 9)sen £z; 3) €220 —z+2; 4) €9 .cosz;
"

5) €5 .sen-7; 6) 13 e-cha.

4280. y' -yt ctgta =0, 4281. y"—-Ey'-f—y:IEL_H.

4282, y"—y' =f(z), si’ f(z) es igual a:

norteE 21/ — 2% - 25 x

1) gt 2re V1—e¥; 3) e¥cose” _

En los ejercicios 4283—4287 hallar las solucionés particulares de
las ecnaciones que satisfagan Ias condici o'nss iniciales que se indican.

. 3

4283. 4y’ + 16y’ + 15y = de T yg,_.;.+3 Y e = == 5.5.

;284 ¥'—2y + 10y =102 + 182 + B f xmo =1, ¥’ oo =

4235.y"_;*=2(1_,.:.-;j;y|x=n==1 Y xmo = 1. :

4286, y" — 2y = & ( + & — B) Y lamo = 2, ¥ lamo = 2.

4287. y" + y+sen 2z = 0; ¥ |ymn = ¥ |e=a=1

A288%*, Mﬂst.rar que la solucién particular  de la ecuacidn a,y" 4
L ayy' 4 agy = A€ (a,, a,, a, son los coeficientes constantes, p

v A son los nimeros reales o complejos) tiene la forma i = ﬁe’”’
=i p no es la raiz de la ecuacion caracteristica o () == ayr® + a,r +

4o =0 y = rp‘,'im ¢™ si p es la raiz simple do la ecuacién carac-

teristica; y = e’, si p es la raiz doble de la ecuacién carac-

0 (B)-
teristica. - '

En los gjercicios 4289—4292 hallar las sn]umones generales de las
ecuaciones de Buler. '



310 Cap. XIV. Ecuaciones diferenciales

4289, %" -Qxy +21y -E} &Z‘Bﬂ 2y + 2y + y = =

4201, y —L 4 L2

4292, 2% — 2" 4+ 2y + 2 — 24° = 0.

4293. Si el eje del drbol de una turbina est colocado horizontal-
mente y si el centro de gravedad de un disco que lleva el drbol, no

T I §

: -7
Centro de grawdad & _‘lil -

L]

4

Fig. T

estd en el eje, la flexion ¥ del eje del drhol (véase la fig. 71), al girar
este, satisface la ecuacion

d‘zﬂ + (——-— mz) y = gcoswt 4 w’e,

donde m es la masa del disco, o es ol nlimero constante que depende
del tipo de sujecién que se emplee en los extremos 4 y B; @ es la
velocidad angular de la revolucién, e es la excentricidad del centro
de gravedad del disco. Hallar'la integral general de esta ecuacién.

4294, Un punto material de masa de 1 g efecta.el movimiento de
repulsién a lo largo de una recta, desde un centro. La fuerza de re-
pulsidén es proporcional a la distancia que media entre el punto y el
centro {el coeficiente de proporcionalidad es igual a 4). La resistencia
del medio es proporcional a la velocidad del movimiento (el coefi-
ciente de proporcionalidad es igual.a 3). Al comenzar el movimiento,
la distancia entre el punto y el centro es igual a 1-em, la velocidad,
igual a cero. Hallar la ley del movimiento.

4295, Una particula de masa igual a 1 g avanza a lo largo dejuna
recta hacia el punto A4, bajo la accién de cierta fuerza de atraccion
proporcional ala distancia que media entre.la particula y el punto 4.
A la distancia ignal a 1 ¢m -actiia la fuerza igual a 0,1 din. Lia:resis-
tencia del medio es proporcional a- la vﬂluﬁidad del mﬂﬂmm;ntu e
igual a 0,4 din a.la velocidad de 1 nm!s En el momento ¢ = 0 la
particula se halla a 10 cm del puiito A v su'velocidad es igual a cero.
Hallar la dependencia entre la distancia -y elitiempo y calcular la
distancia para t = 3 s (con exactitud hasta 0,01 em).
©~4296. Un punto material de masa i se desplaza a lo largo de Ia
recta, del punto A al punto B, bajo la accién de la fuerza constante
F. L'\ resistencia del medio es prupnrcmnal a ladistancia que medie
entre el cuerpo y el punto B. En el momento inicial {en el punto 4)
es ignal a f(f << F). La velocidad inicial del"punto es igual*a cero.
¢Cudinto tiempo tardaré el punto en desplazarse de A:a B? (AD = a).
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. 4297. Un cuerpo de masa:igual a 200 g estd colgado del -muelle.
Al ser extendido:éste en 2 ¢m,; el-cuerpo fue sacado del estado de
reposo y-fue suelto- (sin velocidadinicial). Hallar 1a ecuaéién del
movimiento del cuérpo consideranidorla résistencia del medio pro-
porcional a la velocidad .del movimiento. Si el cuerpo se desplaza
a la veloeidad 1 em/s,’el medio ofrece la resistencia igual a.0j1 kgf.
La tension del muelle al ser extendido er”2 cmés ignal a-10:kgf.
Se prescinde del peso del muelle. Sabe sorble ot ]

4298. Un zoquete de madera cilindrico (8= 100" em*ih =
= 20 ¢m, y = 0,5 g/fcm® ha side sumergido completamente én el
agua_yisuelto sin.velocidad inicial:iConsiderandd que la fuerza de
rozdmiento es proporcional a la’ altura de la parte imergida, escla-
recer cuil debe ser el coeficiente de -propor¢ionalidad & para que
sobre la superficie. del agua aparezca exactamente la mitad del zo-
quete, como resultado de la primera subida. ol g T ﬂr

:Cuénto tiempo (¢,) durard 'la primera subida? -

(Cuél es la ecuacién del movimiento dugante la_primera subida?

4299%, Un tubo lfgo y estrechio: gira-alrededor’de un eje verti-
cal y perpendicular a aquél, con velocidad angular w. En el momen-
Lo inicial, a la distancia e, del eje;:en el interidr del tubo hubo un
pequeiio globo de masa m. Considerando que en el momento inicial
la velocidad del globo, respecto al tube, era igual a cero, hallar la
ley del movimiento del globo respecto al tubo. "SR

4300. Resolver el problema del -ejercicio anterior suponiendo
que el globo esta sujeto al punto O con un muelle, La fuerza con
que el muelle actda sobre el globo es proporeional a la deformacion
del muelle, la fuerza igual a k& dinas modificala longitud del muelle
en 1 cm: La longitud del mells en estado libre es igual a ay.. .

. . Eecuaciones de drdenes superiores

En los ejercicios 4301 —4311 hallar las soluciones generales de
las ecuaciones. i :

4301, y~ -9y =0 4302. yIVi—13y" 4 36y = 0.

4303. yIV) = 8y" — 16y, 4304, =16y, -

4305. y" — 13y — 12y = 0,

4306, y" — 3y" + 3y —y = 0. - .

4307, y™V) 4 2y " =0, 4308. y™ =y,

4309, 3V fy=0.

4310, 64y VI L 48,(VD | 1240V) L " =0,

311,y 2y LA ey 2y 4y =0,

4312. y" = —H': yix=ﬂ =21 yilr-ﬂ 2.‘0: .y”!ﬂ‘f—'ﬂ = 1,

4313. YN —y's  Yl—o=0, ¥ lmo=1, ¥ l=o=0,
!J'”l:r=[l =t H{Iv]’ixmnﬁ'?. A
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En los ejercicios 4314—4320 formar las soluciones generales de
las ecuaciones no homogéneas, buscando sus soluciones particulares
mediante la seleecién conveniente o bien aplicando el método de
variaci6n de las constantes arbitrarias.

4314. y"" — tiy". 4= By = 2y = 2z - 3.

4315, y* — 3y’ 4- 2y = e (4:::“ + 4z — 10).

4316, yIv) 4. By -} 16y = cos =

4317, yIV) 4 2a%" - ‘a'y = cos az.

4318, V) + ¢y = I” — 1.

4319, V) — y = ze® -+ cos z,

4320, yV) — 25" 4~y = 8 (¥ + e77) <4 4 (sen x -+ cos x).

4321, y" + 29" + y' 4 267 =0 Y |ymo = 2,

¥V lz=o =1, ¥ lz=0o = 1.
4322, y" — ¥y’ =32 — 2% Y lgmo = ¥ lxmo = ¥ lx=o = 1.
4323. Resolver la ecuacién de Euler 2°y" 4 zy’ — y = 0.

§ 5. Sistemas de ecuaciones

diferenciales
d r dz
-ﬁ-:y—.'?.r, Tﬂ—':—.ﬂ;l:-}-y,
4324.1. d . 4324.2. 4 g
.d—f-+21+5y:ﬂ_ | —”u_Bm-t—f_iy-.
. o g
3 df =L— y+ zl
—r =0,
43243 { 3 43244, | L — gy,
?I}'-=31.+ Y. o
' — =2r—y
| dt
%:x—?yﬂ-z, Mx =3r—y+z,
dy . . dy
4324.5 { y=—%+¥+5 4324.6. —:.-:+y-}—:,
dz : o
—d;“—"z-'-z. L 42:-3'—1—‘53
(las raices de la ecuacion caractéristica son 'ry -.:l Ty =2, =5}.

&- [ 4 TR T
43247 | 5 =2+ 3u—s,

-&T“2F+3Z—$
{las raices de la  ecnacién caracteristica son ri=2, ry 3=3 i),
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4326,

4328.

4330

4332.

4334. &~

2zl

r
=g s
2’ = i
T

di
g

%-+3I'= sen f,
dx .
—5 +y=Ccost.

i~

diz d i
O e

@t =1

4385, -2 = 01 .. &

En los sjercicios 4336—4339 hallar las solucionés particulares de
los sistemas de ecuaciones diferenciales que satisfagan las condiciones
iniciales indicadas.

dy _ ¥ —us
dr = z2—ysz '
dx  z2—yz '
dz 2z

F Ny

4337.

4338. |

dy _ g
| 5y =2%+Y L=

s
| = =2+y—2
F N

a5 __
—=Zry+tz

& iimﬁ — 11
Y le=p =2 [t=g == U.
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rdr

5 =yTt5 7 |po = —1;
4339, | S —z4z, 1 T

d

5 =% » z =0 =0.

W

4340, Hallar la pareja de lineas que posean las siguientes propie-
dades: a) las tangentos trazadas en los puntos de abscisas iguales, se
cortan en el eje de ordenadas; b) Jas normales trazadas en; los puntos
de abscisas iguales, se cortan en el eje de abscisas; ¢) una de las li-
neas pasa por el punto (1, 1), Ia otra, por el punto (1, 2).

4341. Sean dadas dos lineas: y = f (z), que pasa por el punto

x
(0,1) e y = j f (1) dt, quo pasa por el punto (0, _;_.) ;

Las tangenies trazadas a las dos lineas en los puntos de abscisas
iguales, se cortan en el eje de abscisas. Hallar la linea y = f ().

4342. Hallar la linea alabeada que pase por el punto (0, 1, 1)
y que posea Ias siguientes propiedades: a) al desplazarse ¢l punto
de contacto a lo largo de la linea, la proyeccién de la tangente en el
plano Ozy describe la bisectriz del Angulo formado entre las direc-
ciones positivas de los ejes Oz y Oy; b) la distancia que media entre
la citada proyeceién y el origen de coordenadas es igual a la coorde-
nada z del punto de contacto, 2 _

4343. Dos pequeiios globos de sendas masas m, estin ligados por
un muelle muy ligero:(su alargamiento es proporcional a la fuerza
de extensién). La longitud del muelle no extendido es [,. El muelle
fue extendido hasta [, ¥ luego, en el momento ¢ = 0 .ambos globos
situados verticalmente uno encima del otro, comienzan a caer (se
prescinde de la resistencia del medio). Al cabo de-un lapso de tiempo
igual a 7, la longitud del hilo se reducc hasta l,. Hallar la ley del
movimiento de cada uno de los globos. . = '

4344, Un tubo horizontal gira alrededor del ejeé vértical con
velocidad angular. igual a 2 radiantes por segundo. En-el interior del
tubo sc encuentran dos pequeiios globos de masas iguales a 300 g
y 200 g, respectivamente, estando més alejado del eje-de revolucién
el que pesa mds. Estén ligados por-ui muelle’imponderable eléstico
v no extendido de 10 em de longitud. La fuerza de extensién igual a
0,24 N actfia sobre el muelle debido a lo cual éste queda alargado en
{¢m. L1 centro de gravedad del sistema de los globos se halla alejado
10 ¢m del eje de revolucién, Los globos se mantienen en la posicién
descrita por cierto mecanismo. En el momento considerado como de
referencia para comenzar a medir el tiempo, la accién del mecanismo
cesa, v los globos se ponen en movimiento, Hallar la ley del movi-
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miento de cada‘uno de los.globos respentu al t.uho {Se prescinda del
rozamiento.)

4345, La veloeidad del cremmxentﬂ de lus cultwns mmmurgﬁ—
nicos es.proporcional a su cantidad 'y a.la cantidad. dispenible de
sustancias’ nutritivas (el coeficieiite dé proporeionalidad’ es igual a
k). La velocidad de disminucién de’sustancias nutritivas es propar-
cionil a :la cantidad disponible~de: mmmnrgtinmmns (el coeficiente
de-proporcionalidad es:igual a-%;). Al comienzo del experimento-en
la vasija hubo A, microorganismos y B sustancias nutritivas. {Hallar
la dependencia entre la cantidad 4 de microorganismos y la canti-
dad B de sustancias fiutritivas; y el tiempo(k > 0, &= 0).

~4346*, Supongamos que lasibacterias se multiplican icon*veloci-
dad iproporcional-a: su cantidad:! dlspnmble (el coeficiente de propor-
cionalidad es igual a a), pero al mismo‘tiempo elaboran un ‘veneno
que las va matando, con velocidad proporcional a la cantidad del
veneno y a la cantidad de bacterias (el ‘coeficiente dé proporcionali-
dad es igual a b). Supongamos también que la velocidad con que se
elabora el veneno, es proporcional a la cautidad disponible de bacte-
rias (el coeficiente de proporcionalidad es igual a ¢). Primero la can-
tidad de bacterias erece aleanzando cierto. valor miximo, pero luego
decrece tendiendo a cero. Mostrar que para cualquier momento ¢
la cantidad NV de bacterias se da por la férmula

M
(eht L o~hty2 ?
donde M es el maximo de bacterias vy el tiempo ¢ se mide a partir del
momentn en que N = M, k es cierta constante.

4347. Dos cilindros cuyas bases se hallan en un mismo plano
estdn unidos abajo por un tubo capital 'y contienen un liquido, de
altura dnmguwl (H, v H.). En una unidad de tiempo, cierto volu-
men del liquido pasa a través del tubo, siendo proporcional a la
diferencia ‘de'alturas, es decir, igual a o« (h;, — h,), donde « es el
coeficiente de pmpnmmnﬂhd&d Hallar la Tey que vige el cambio
de la altura del liquido en los cilindros situados encima del tubo
capilar. La seccidn transversal de los cilindros es S, y S..

§ 6. Problemas de calculo

4348. Un aparato eléctrico calienta 1 kg del agua, siendo sumer-
gido en su -interior. La capacidad calorifica del agua se considera
constante y la temperatura inicial igual a 0,. La resistencia R del
aparato eléctrico depende linealmente de la temperatura 0: R =
= R, (1 4~ 0,0048), donde R, es la resistencia a 0° C (esta loy es
vilida para la mayoria de los metales puros). El termoaislamiento
de la vasiio es perfecto debido a lo cual se prescinde de la pérdida de
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calor, Hallar la dﬁpendenci'a entre la temperatura 6 y el tiempo t
en el intervalo 0 < ¢t < T si:

1) La tensién £ se introduce uniformemente desde £ = 0 hasta
E = E, por espacio de T s. Calcular con exactitud hasta 1°, cuantos
grados aumentard la temperatura del agua al finalizar el décimo mi-
nuto si 8, = 0%, E, = 110V, R, = 10Q y T = 10 min.

2) La tensién oamhla de acuerdo con la ley £ = E, sen mc- L.
Caleular, con exactitud hasta 1°, cudntos grados anmentard la tem-
peratura del agua al finalizar el décimo minuto si 8, = 0°, £, =
=110 V y R, = 10Q.

4349. Una espiral cuya resistencia es igual a 24Q calienta un
litro del agua que ‘cede, por su parte, su calor al medio ambiente
cuya temperatura es ignal a 20° C (la velocidad del enfriamionto es
proporcional a la diferencia de la temperatura del cuerpo y la del
medio): Se sabe que si la corriente se desconecta, la-temperatura del
agna baja de 40° a 30° en 10 minutos. La temperatura inicial del
agua ¢s de 20° C. ;Cundl serd la temperatura del agua al calentarse
diez minutos si:

1) La tensidn se mtmduce uniformemente desde Ey = 0 haa’aa
GEJF.:- 120 V por espacio de 10 minutos? La exactitud debe ser de

1% kg

2) La corriente es alterna, la tension cambia de acuerdo con la

formula £ = 110 zen 100mi? La exactitud debe ser 0,1°.

4350, Sea dada la ecuacién y' = L; — 2*. Formar la tabla de los

valores de la solucién que satisfaga la condicién inicial y|,—, = 1
dando a z los valores de 4 hasta 1,5 con intervalo igual.a 0,05. Los
célculos deben efectuarse hasta la tercera cifra decimal.

4351, Para z = 1 ﬁalﬂulﬂr el valor de la solucién particular de la
ecuacién diferencial y' = y +- « que satisfaga la condicidn inicial
Y Jxa=0 = 1. Calcular las cinéo primeras aproximaciones y,, ¥,, Vg,
Ui Us (hasta la cuarta cifra decimal) aplicando el método do las apro-
ximaciones sucegivas. Comparar los resultados:

4352._Se' sabe “que la integral © S ¢~ dzr 1o se puedé expresar
mediante funciones elementales. Aprovechando que la funecién 'y =
X

= g \‘ e~t* dt es la golucién de la couacitn diferencial Y = 2zy
' [

0,5
+ 4, caleular . j‘ e~ dz. Aplicar el método de las aproximaciones
5
sucesivas y limitarse a la quinta aproximacién, Comparar el resul-
tado con el valor aproximado calculado por la wegla de Slmpscrn

4303 y = [ (z) es la solucién de la ecuacion’ diferencial’ y' =
#= y® — g siendo Ja .condicidén inicial .y Jy=p == 1, Hallar la cuarta



