Capitulo IX

Series

§ 1. Series numéricas

Conuergencia de la serie numérica

En los ejercicios 2727—2736 para cada serie: 1) hallar 1a suma
«de los n primeros términos de la serie (S,), 2) demostrar la conver-
gencia de la serie, partiendo directamente del concepto de convergen-
cia y 3) hallar la suma de la serie (S).
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Series de.términos positivos

En los ejercicios 2737—2753 partiendo de'los ériterios de compa-
racion determinar si las series dadas son: convergentes,
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194 Cap. IX. Series

En los cjercicios 2754—2762 demostrar la convergencia de las
series dadas aplicando el criterio de D'Alembert.
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En los ejercicios 2763—2766 demostrar la convergencia de las
series dadas aplicando el eriterio de la radical de Cauchy.
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En los ejercicios 2767—2770 aclarar si las series dadas.on conver-

gentes aplicando ¢l criterio de la integral de Cauchy. |
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En los ejercicios 27712784 aclarar cudles de, ias series dadas
son convergentes y cudles son dwergentes
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En los ejercicios 2785—2789 demostrar cada una de las relaciones
mediante una serie cuyo término comin sea la funcién dada,

2785. lim <1 =0. 2786. lim - —0  (a>1),
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2787. lim =0, 2788, limme =0, |
2789. lim 22 — 0.
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196 Cap, IX Series

Otras series. Convergencia absoluta
En los ejercicios 2790—2799 aclarar cuiles de las series dadas son

absolutamente convergentes, cudles son convergentes de manera no
absoluta, cufles son divergentes,
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§ 2. Series funcionales

Convergencia de las series funcmnales

En los ejerﬁmlus 2802—2816 determmar los campos de conver-
gencia de las series,
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Convergencia uniforme (regular)

En los ejercicios 2817—2820 demostrar gue las series dadas son
uniformemente (regularmente) convergentes en todo el eje Oz.
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es uniformemente (regularmente) convergente en cualquier inter-
valo en que viene definida la funcién ¢ {:1:}
2822. Mostrar que la serie V. = +
" .
57 an-1 V {-nzx
es uniformemente (regularmeate) convergente en todo el semieje

positive. iCudntos términos deberiamos tomar para que pudiéramos

calcular, para cualquier z no negativa, la suma de la serie con exacti-
tud hasta 0,0017

2823*%. Mostrar que la serie ln{1x+'z}+ Il ) + .

1

2V 142z S

2zl
« = —(—:';u - ... es uniformemente convergente en el intervalo

i—l— 0 < << oo, donde @ es cualgquier nimero positivo. Que-
darse cnnvenmdn de que para cualquier x del intervalo(2<C z<C 100)
es suficiente tomar ocho términos para obtener la suma de la serie con
exactitud hasta 0,01.

2824. Mostrar que la serie 21 z" (1 — z) es convergente de mane-

ra no uniforme en el mtervalu [D 1].
2825, La funcién f(z) viene definida por la igualdad

@)= 2~

n={
Mostrar que la funcion f(z) estd definida y es continua para

cualquier z. Hallar f (0), f( ) f( ) Quedar convencido de que

es suficiente tomar tres términos de la serie para calcular valores
aproximados de la funcién f (), para cualquier x, con exactitud
]‘lﬂﬁt& 0 ﬂD:l Haliar @) y i {—'El 2} con esta misma exactitud.

2826 La fum:.m f(z) viene ﬁahmda por la iguﬂldad

o p O e o i
sk (v"?}:fi'_r_?a"‘l' E 14 (z + nw)? i3 2 1+t (z— nw)® (9}:}0]'
i l-r-. fi==1 _' n=i -

Mostrar que la funcién f (z) estd definida y es’continua para cual-
quier z. Quedar convencido de que la iu;nmrf-nf (x) es periddica cuyo
periodo es . U
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Integracion y denmcldn de las series

2827. Mostrar que la serie 22 - .'1:5-1— i TR
uniformemente convergente en el intervalo — 1 + W i z = 1= a,
donde ® es cualquier némero positivo menor que 1 Intragrando la

serie dada hallar la suma de la serie

xlﬂ.—i

43 4
T+T+ v oo Thegmy Ane-t o

en el intervalo (—1, 1).
2828. Hallar la suma de la serie

n=3

@’ o
I+T_{H"' +{m—3+

- 2829, Flallar la suma de la serie

x2 a2 aay. anl
T e = 2 e M e

2830. La funcién f (z) vieno definida por la igualdad
flz)=e* -2 4 . fneF L,

Mostrar que la funcidn f(z) es continua en todo el semieje
In 3

positivo Oc. Caleular | f(2)da.
In 2
2831. La funcion f?x} viene definida por la igualdad
F(2)=142-32... fn3vtzt 4

Mostrar que la fuucién f(z) es continua en el intervalo
0.125

i i
(-—--3~, -5-) Calcular ‘.S f (z) dz.
2832*, La funcidn f(x) viene definida por la igualdad

g i 1
f{r}——tgﬂ I‘¢E%+---+—?3,-tg-.£;.+.

Después de }._1-3.]:'“ quedado couvencido de que .-la_fum:iﬁu }’i;;.,-_}

Y

LEE I

es continua en el intervalo de integracion dado, calcular

J)‘ {:c} d.z:.

F[:ﬂ.l-——"“t».:'
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2833*. La funcién f(z) viene definida por la serie f(z)=

= E :3::_?_. Mostrar que la funcién f{z) es continua en todo el

n=14%
oa

eje numérico. Calcular \:f(x) dr.
o

2834. Partiendo de la relacion m“dz=n:_t hallar la suma

g!_-l-';.m

de la serie:

1 — )+l 1 —q{jn+t
1) lmgtoeb S L, D =g

dz 1

2835. Partiendo de la relacion I —r =g hallar la suia de
2

la serie ﬁ-l—-ifig—a-l- D aia "*";?%E'*‘- G
2836. Partiendo de la relacidn

n {en—1)(Zn~—3)... 31
27 2n(2n—2)...4-2 °'

cos*" x dr =

e:l-l'_.-—-.,mt.ﬂ

hallar la suma de la serie

1 1.3 : 1.3 ... (2n—1)
B 2 i i ) i 2-4.{..2;: RERE

2837. Demostrar que la serie

sen 2nx sen 4dmre | sen 2rnx

T-I—M'—a"—'-r. .. +T+ ek

es unifﬂrﬂiémﬁhiﬁe ";;unwargeﬁt,e. on todo el eje h—ii'niéfﬁ_cn. 'T'f{i:-'st_rar
que esta serie no es susgeptible de ser derivada término a término
en ninguno de los -intervalos.

. g .

2838. Partiendo de Ja igvaldad 142+ 2t = (lz|<1)
gumar “lag" series 4 27432 .. Y HETI £ L.y 14324
o +ﬂiﬁi&_z“" 4 ... y mostrar que la serie 1--2z-...
- +nm“"-F Treg unifomementes convergente en el intervalo

—p, p}, donde |p|<C1.
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2839. Mostrar la validez de la igualdad

romam=l 4

1 2z
FetaFa T v T ST

donde ‘m=2""y —1<a<1, o v
2840. Mostrar- que la funcién y=f (x) definida por -la " serie

x4+ a:z—ln-g!i = — +T:'_"—w-:- . ... satisface la:relaf,iﬁn 2y’ =y (w4-1).

§ 3. Series de potencias
Desarrollo de las funciones en series de potencias

2841. Desarrollar la funcién y = In z en serie de Taylor en e
entorno del punto & = 1 (para z; = 1}.__
2842, Desarrollar la funcién y = }'2® en serie de Taylor en cf

entorno del punto x# = 1.
2843. Desarrollar la funcién y = 1/z en serie de Taylor en el

entorno del punto z = 3.

2844. Desarrollar la funecién y = sen ? en serie de Taylor en el

entorno del punto r = 2.
En los ejercicios 2845—2849 desarrollar las funciones dadas en

serie de Taylor en el entorno del punto z = 0 {serie de Maclaurin):

2845, y=chz. 2846. y=a"e®. 2847. y=:cos(xTo).

2848, y=e¢"senz. 2849, y=coszchaz.

En los ejercicios 2850—2854 hallar los cinco primeros términos
de lﬂ{}EEI‘iE de Taylor para las funciones dadas en el entorno del punto-
&L =

2850. y=1In{1--¢e"). 2851. y=eeoi~, 2852. y=cos"x.

2853. y= —Ilncosz. 2854, y= (142"

En los ejercicios 2855—2868 desarrollar las funciones dadas en el
entorno del punio z = 0. aplicando las férmulas de desarrollo en
la serie de Maclaurin de las funciones e, =en z, cos z, In (1 4 z)
y (1 -} 2)™.

et —1

2855, y=—e2, 2856. y=e=*. 2857.py= z

{ 1 para z = 0.

para as=0,

':xﬁ__he._g;ﬂ
2858. y—_—{ —gr— bara 2520,  ggxg y=sen .
1 para x =0,
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Sen
0.
2860, y=rcos®z. 2861, y= { & para =

i para & = O,
2862, y = (x —tg x)cosz.

2863, y=In(10-}2). 2864. y= xln (14 2).
2865, y=V1+a2  2866. y=,2 3—2°

2867. yu-ﬁ-“m 9888 = =l

']f'!.—.ri '
2869, Desarrollar la funcién y= oz
=0 en seric de Taylor. Valiéndose de este desarrollo, hallar la

=T
G on el entorno del punto
e

suma de la serie 1-5-% v e p— 2“"‘

2870. Aplicande el desarrollo de la funcion en serie de Taylor,
hallar el valor de: .

1) la séptima derivada de la funcidon y= 1-:m2 para x =0,

2) la quinta derivada de la funcién y = 2* ¢ 1 + z para z = 0,

3) la décima derivada de la funcién y = 2%* para z = 0,

4) la curvatura de la linea y = z | ¥ (1 1 2)* — 1] en el origen
de coordenadas,

En los ejercicios 2871 —2877 calcular los limites, aplicando el
4desarrollo de las funciones en' serie de Tavylor:

7t Y 2LV IFS—e) 975, jig AlEe o et
a=w} z -0 o
9873, lim U tet=tin (i—2427)
e x (% —1)
2874, iLr:ln[:t:-x*ln( -t-?)J. 2875. 11;11; (-x?—btg a:)
i 1 ety - e f 24coaz i3
wio. lim (4—S2). e, (8

Intervalo de convergencia

En los 9]&1‘61#:105128?8—2889 hallar los mlervalns de convergencia
e series de potencias. = 5. - .

2878 A0z -+ 1002 + .+ 0% L
2879, imﬁ-+ +(-—1)"“ =
J-' -.

2880. """‘:aw:ljL +n.1un-1+"'



5 ot o potains -
2881, 1+a+...+nla"+.
2382 1 2.’1:2-—;- o gﬂ'lmﬂm-:u +
32!1 |.

2884, 1—{-3:c+ ’ +( 1}3n~1 In-l_l_

288 Tz tgmt - TaaEg ,;.;H.u e
-'.2"3'3.5___*' % +L2:FE.:|_ Syl aledt {“‘T] o An_aliza'ti@_n 1a ‘convergencia

en el extremo derecho del mlewaln convigne tomar en cuenta que
“las factorialés de niimeros grandes puedeu 1r exprasadas aproxima-
damente por la formula de Stirling:

ol ()Y T,
2887. :, -1- Gt ..o+

2888. +‘“3 34 .;-;-————"“r‘;"f{_“;” 2

2889, 2x+(— 2V [ (2R ]

s

2890. Desarrollar la funcién y=In(z+1 1+ 2?) en serie de
Taylor en el entorno del punto =0 partiendo de la relacin

In {I+Vﬁ+x“)= 5 L
1]

V122
e indicar el intervalo de convergencia de la serie oblenida.

2891. Desarrollar la funcién y=In Vi—z en seric de Taylor

en el entorno del punto z =0 partiendo de la relacion
X

T dr
IIJV 1—'.5_.[& 1—z2

e indiear el intervalo de convergencia de la serie oblenida.

2892. Desarrollar la funcion ¥y = In [(1 4 2)"*°] +
4 1n [(1 = 2)*-*] en serie de Ta:.r]ur en el entorno del punto x = 0
e indicar el intervalo de convergencia de la serie obtenida.

2893. Desarrollar la fincién y = (1 4 z)e™ -~ {1 — z) * en
serie de Taylor en el entorno del punto z = 0 e indicar el intervalo
de convergencia de la serie obtenida, Valiéndose del desarrollo hallar
la suma de la serie

2 n
wtwtrmEw e
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§ 4. Algunas aplicaciones
de las series de Taylor

Célculo de valores aproximados de las funciones

2894. Calcular el valor aproximado de /e tomando tres térmi-
nos del desarrollo de la funcién f (x) = ¢* en serie de Maclaurin, ¥
calcular el error.

2895, Caleular el valor aproximado del sen 18° tomando tres
términos del desarrollo de la funcién f (z) = sen z en serie de Mac-
laurin, y caleular el error.

2896. Calcular el valor aproximado de /10 = 21,25 tomando
cuatro términos del desarrollo de la funcién f (z) = (1 + 2)™ en
serie de Maclanrin, v caleular el error.

En los ejercicios 2897 —2904 calcular las expresiones que se dan
a continuacidn aplicando la férmula de dexarrollo de las funciones
e*, sen z, cos z en serie de Maclaurin.

97. ¢? con exactitud hasta 0,001,

2898. Ve con exactitud hasta 0,001.
2899, %cnu exactitud hasta 0,0001,

2900. = con exactitud hasta 0,0001.
e

¥

2901. sen 1° con exactitud hasta 0,0001.

2902. cos 1° con exactitud hasta 0,001.

2903. sen 10° con exactitud hasta 0,00001.

2904, cos 10° con exactitud hasta (,0001.

En los ejercicios 2905—2911 calcular las raices que se dan a con-
tinuacidén con exactitud hasta 0,001, aplicando la férmula del de-
sarrollo de la funeién (1 + 2)™ en serie de Maclaurin.

2905, /30. 2906, #'70. 2907, ¥'500. 2908. '1015.
2909, ,V’ﬁ"u 2910, ,/ m 2911, 1‘/" _102

canﬂa la fﬁrmula del desarrﬂlln de la funcién 1n:. 1i en serie de

Maulaurm 8 L
2912, In 3 con exactltuﬂ hasta I]I G{]{li

29!3 lge._am con exactitud hasta 0,000001.
2914, 1g 5 con exactitud hasta [I',Gﬂ{]{.
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Resolucidn de ecuaciornies

2915, Sea dada Ia ecuacibn’ wyi - €*.=.y. *Aplmandu el método
de coeficientes indefinidos hallar el desarrollu de la funcién ¥ en serie
de Taylor en' potencias de z. Resolviendo el problema conviene ha-
Har los’ coeficientes de la serie de Taylm' eiﬂuhuandﬂ la derivacién
sucesiva.

2916. Sea dada la eauaﬂmn y = In (1 -+— z) — ;ry Aplmaudu
al metodcr de coeficientes indefinidos. hallar el desarrollo de la fun-
cién’ y en’serie de Taylor én potencias de z. Resolviendo el problema
conviene hallar los coeficientes de la serie de Taylﬂr efautuandu la
derivacion . sucesiva,

En los ejercicios 2017 — 2019 resolver las ecuaciones. respet:tﬂ a

y (esto es, hallar la expresion explicita de y) mediante la serie de
Taylnr de dos maneras, es decir, aplicando el método de coeficientes
mdﬂfm]dns ¥ efectuando la derivacién Sucesiva.

2917, y® + a2y = 1 (hallar tres términos del desarrollo).

2018. 2sen x - sen y = 2 — y (hallar dos términos del desa-
rrollo)

2019, ¢® — ¥ = zy (hallar tres términos del desarrollo).

Integracion de las funciones

En los ejercicios 2920—2929 expresar las integrales en forma
de series valiéndose del desarrollo de los integrandos en series; indi-
car los campos de convergencia de las series obtenidas,

2020, | =2Zaz. 2021, 2% ar 2022, | da.

x -

2023 {Saw. 2924 (e2dz 2025 | Ly
. 0

ax

tirr=y
m. 2927. TEV‘I-F;!: dit.

dx N Vigfat—1
Rl 2929. S T dI-
i 0

En los ejercicios 2930—2934 caleular los valores aproximados de
las integrales definidas tomando el nimero indicade de los términos
del desarrulln del integrando en serie; indicar el error.

2926,

2928.

Oy i S—a

4‘.- 3
2030. | 2L dy (3 términos). 2981 | e-**dr (8 thrminos).
o o
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1
z 1
d o C e g
2932. éﬁ.{g- términos). 2933. ﬂji‘sz (6 términos).
3-
2934. 3 z* aretg 2 dx (2 términos).
0

En log ejercicios 2935—2038 calcular las integrales con exactitud
hasta 0,001. ' '

0,2 0,5
2935. | S da. 2936, | 2T g
4 & ' o £
0,1 ! 0
4 . ; : 05 .
2 -
293?4 'j Il SEﬂI_dm. _2938- ‘}1 —"H_—rr.
2939. Mostrar que en el intervalo (—0,1; 0,1) la funéibn
3 :
i &, 5 8
Se-x’d:.-: se diferencia de la funcion arctgz—fm- no mas gue en

1]
0,0000001. :
2040. Tomando en cuenta la identidad

T 1 |
- = 4 arclg = —arelg 557,

caleular nt coni 10 cifras exactas. =~ *

2941, Desarvollar la funcién y=e*? | e~ dr en serie de Taylor

L= 11}

de dos manevas, esto es, calculando directamente las derivadas
sucesivas, para @ =0, y multiplicando las series entre Si.
- - i 2

2942+, Calcular la integral 5} a*dz.
s Bl agd

2943. Calcular la integral j__eﬁﬂﬁ * dz con. exactitud hasta 0,0001.
- u.} i

.

LBa

'l/ cos z dz con exactitud hasta 0,001,

2944, Caleular la integral

Dy



§ 4. Aplicaciones de las series de Taylor . @ 20T

Diversos problemas

2945. Calcular el érea limitada por la-linea y*:= 2® 4- 1, el eje-
de ordenadas y la recta'z = 1/2, ¢ont exautltud hasta 0,001,

2946*, Calcular el drea del -fnraln zl Ayt o= 1 con exactitud
hasta 0,01.

29&7 Caleular Ja ]ﬂngjtud de la 1111&3 25y = '4m5 desde ¢l pico
hasta el punto de mterse-m;mn ctm ilgi paréhnla 5y == ;c“ con Bxant:ltud
hasta 0,0001. k

2048, Calcular la longltud de una semmnﬂa de la smusmda-
y = sen ¢ con exactitud hasta 0,001.

2949, La figura limitada por Ja linea y = arctg #, el eje de abs—
cisas y la recta z = 1/2 gira alrededor del eje de abscisas. Caleular
el volumen del cuerpo de revolucién con exactitud hesta 0,001,

2950, La flgura limitada por laslineas y*' — 2°* = 1, 4y + o =0,
la recta y = 1/2 y el eje de ordenadas, gira a]rededur del eje de or-
denadas, Caleular el volumen del cuerpo de revolucion con exactitud
hasta 0,001,

2951 Caleular con exactitud hasta 0,001 las cuurdenadas del
centro de gravedad deél arco de'la hig érbola y = 1/z, limitado por
los puntos cuyas abseisas son z, = 1/4, z, = 1/2,

2952, Calcular con exactitud hasta U 01 las coordenadas del cen-
tro de gravedad del trapecio mi}{tlliﬂEﬂ limitado por la linea y =

=1L las rectas x = 1,5y x = 2 y el eje de abscisas.
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