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Objetivo

Lenguajes Regulares (GR, AF y ER)
Propiedad de regularidad = lema del
bombeo para LR

Propiedades cerradas de los LR
Algoritmos de decision de los LR



Lenguajes Regulares

L Recursivamente Enumerable

L Sensible al Contexto

L Libre de Contexto

L Resur



;. Lenguajes Regulares?

Ejemplos de lenguajes:

- Lenguajes de programacion
- ADN, ARN

- HTML, XML, OWL, etc.

- Lenguas humanas

- Cddigo Morse

- Musica



« Jerarquia de Chomsky (Tipo 3)

Lenguaje Regular

Tipo

Lenguaje

Maquina

Gramatica

0

Recursivamente
enumerable

Maquina de Turing

Sin restricciones

Dependiente del

Automata linealmente

Gramatica dependiente

Contexto acotado del contexto
aAB = ayPp
2 Independiente del Automata de Pila Gramatica libre de
Contexto contexto
A=y
Gramatica Regular
3 Lenguaje Regular Autémata finito A= aB

A= a




Lema del Bombeo

Enunciado por Y. Bar-Hillel, M. Perles, E.
Shamir en 1961. Su objetivo es
demostrar que un Lenguaje L NO es LR

Para demostrar que un Lenguaje L si es
LR =» Obtener un AF, ER o una GR

Importancia: identificar el tipo de lenguaje
para poder usar las herramientas
adecuadas para procesarlo.



Lema del Bombeo

Sea L un lenguaje regular sobre Z. Existe un
numero natural m (dependiente del lenguaje
L) tal que para todo w en L se cumple que
lw| 2 m, existen x,y,z en 2* tales que w = xyz
y donde:

1. |xy| =2 m
2. ly| =1
3. Paratodoi=0, xy'zen L

Condicion necesaria para que un lenguaje sea
regular: todos LR tiene esta propiedad.



Lema del Bombeo

El lema dice que un AFD con un numero
“finito” de estados (m), genera un
lenguaje “infinito” a traves un ciclo.

_________

5™(qg.x) = g, 3™Ma;,Y) = a5, 8™M(a;,YY) = a;, 87(,,2) = g
- 6A(quXyZ) = qfa W = Xyza 6A(quW) = qf



Lema del Bombeo

Metodo de uso (reduccion al absurdo):

1.
2.

3.

Asumir que L es un lenguaje regular

Tomar m como el valor de |la constante del
lema de bombeo

Escoger una palabra w en L tal que [w| 2 m

Considerar todas las posibles factorizaciones
de w (xyz segun #2 y #1 del lema)

Mostrar que, para todas las factorizaciones
posibles, puede encontrarse un valor de i tal
que xy'z no esta L (contradiccion #3)



Lema del Bombeo
Por ejemplo: 2 ={0,1}L={01"|i=j,i,j=0}
s lenguaje regular?




Lema del Bombeo

Por ejemplo: L={01"|i=j,i,j=0}

1. Asumir que L es un lenguaje regular

2. Escoger una palabra w en L tal que [w| 2 m
w=(0m1m

3. Considerar todas las posibles factorizaciones
de w

4. Mostrar que, para todas las factorizaciones
posibles, puede encontrarse un valor de i tal
gque Xy'z no esta L

Usar JFLAP para ver demostracion: http://www.jflap.com/



http://www.jflap.com/
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Lema del Bombeo

El lema del bombeo so6lo puede usarse para
mostrar que un lenguaje NO es regular
(reduccion al absurdo), pero no puede
usarse para mostrar que un lenguaje si es
regular (#3 Para todo i =20, xy'’zen L).

Es una condicidon necesaria pero no
suficiente: Hay Lenguajes libres del
contexto (LR < LLC) que satisfacen el
lema del bombeo para LR!



Propiedades de clausura

Propiedades cerradas: operaciones
aplicadas en un conjunto cuyo resultado
pertenece al mismo conjunto

p.e. Suma de enteros 1+4 =5
Division de enteros 1 /4 = 0,25

Importancia: componer varios lenguajes y
obtener otro lenguaje mas complejo
dentro del mismo tipo



Propiedades de clausura

Permiten resolver lenguajes complejos:

Cadenas binarias con un numero par de
ceros y con un numero impar de unos.
Cadenas binarias que no contienen la
subcadena 001.

Cadenas binarias que tienen un numero
de ceros multiplo de tres menos la
cadena 000.



Propiedades de clausura

Propiedad LR

U (unidn)

concatenacion

Kleene-clausura

M (interseccion)

n O O 0| O

complemento




Propiedades de clausura

Unidn, concatenacidn y clausura de Kleene:
Siry s son expresiones regulares denotando
los lenguajes R y S entonces definimos las
siguientes operaciones:

Union: (r + s) es una expresion regular que
denota el lenguaje RU S

Concatenacion: (rs) es una expresion regular
que denota el lenguaje RS

Clausura: r* es una expresion regular que
denota el lenguaje R*.



Propiedades de clausura

Interseccion: Sean L, y L,, entonces existen
dos automatas A, y A, talesque L, =L(A,) y
L, = L(A,) donde:

A =(Q;,2;,0,q;F), 1=1,2

Construimos A = (Q, 2, 0, 90, F) donde:

« Q=Q,xQ,

* Qo =19+, 92l

- F=F, xF,

* 6([p'la p2]! a) = [61(p1= a)! 62(p2= a)]! para todo
p, en Q,, Para todo p, en Q,, Para todo a en

2



Propiedades de clausura

Por ejemplo: el lenguaje de todas las
cadenas binarias que tienen un

numero impar de 0s y numero par de 1s

0

1 'All - .
0 1
—» g0 —> o2
0 e 1 e



Propiedades de clausura

aﬂa

Producto o 0 1
90,92 [91, 92] [90, q3]
q1,92 [90, g2] [91, q3]
90,93 [91, q3] [90, g2]
q1,93 [90, q3] [91, q2]

Q0
l

1
1




Propiedades de clausura

El lenguaje de todas las cadenas binarias
gue tienen un numero impar de Os y un
numero par de 1s: Interseccion
(Construccion de producto)

http://obi-wan.esi.uclm.es:4080/apps/selfa/
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Propiedades de clausura

Complemento:

* Sea L, un lenguaje regular entonces
existe un automata completo A tal que
L, = L(A) donde
A =(Q,Z,0,90,F)

 Elautomata A° = (Q, Z,9, q,,Q - F)



Propiedades de clausura

Por ejemplo: el lenguaje de todas las
cadenas binarias que tienen NO tienen

un numero de Os multiplo de 3.




Propiedades de clausura

Propiedad LR
Reflejo S
Morfismo S
Morfismo S
Diferencia S




Propiedades de clausura

Reflejo o inverso: Sean L existe un automata A
tal que L = L(A), A= (Q,Z,5,q9,F)

Construimos AR = (Qg, Z, O, Qur, {q5}) donde:

+ Qr=0Qq

« Si|F| > 1 puede modificarse el automata para
gue posea un unico estado final.

* Construimos A = (Qg; 2 ; Og; qf ; qO) donde:
« Sid(p,a)=q, entonces dx(q;a)=p



Propiedades de clausura

Reflejo o inverso: p.e

- '::. O
(ab*b )*+(ab*ba*ba*a)*
(bb*a)*aa*ba*

.he

a3 -




Propiedades de clausura

Morfismo:

Seah:2 > A* Existe L en 2* y un automata A
tal que L = L(A) y donde A = (Q,%,0,9,,F)

Construimos A’ = (Q,2,0',q,,F) donde:
* 0 (p,a) =9(p,h(a)) si d(p,h(a)) # ®
« O (p,a) = ® en cualquier otro caso



Propiedades de clausura

Diferencia: Sean L, y L,, lenguajes regulares,
entonces existen dos automatas completos
A,y A,talesquel, =L(A,)yL,=L(A,)
donde:

A =(Q,2,0,q,F), 1=1,2

L,-L,= L, TL,¢



Propiedades de clausura

Diferencia: L, -L,= L, 1L,¢
p.e. Reconozca el lenguaje formado por las cadenas

binarias con un numero de ceros multiplos de 3
menos la cadena 000.

qo




Algoritmos de decision

Problemas LR

Equidad

Inclusion

Membresia

Vacuidad

o O O O O

Finitud




Algoritmos de decision

Algoritmos de decision: procedimientos
aplicados a toda instancia del problema,
efectivo y que siempre termina dando un
resultado

Notas:

* Algoritmos de decision # Problema de
decision

 Problema aplicados a lenguajes regulares

« Ellenguaje comun es infinito




Algoritmos de decision

Finitud: L, es finito ?.

Por el lema del bombeo = si existen ciclos es
infinito.

AF: Algoritmo para hallar ciclos en un digrafo
desde el estado inicial a algun final.

ER: ¢ si existe clausura de Kleene?



Algoritmos de decision

Vacuidad: L, es vacio?.

AF: por accesabilidad de un digrafo, existe un
camino desde el estado inicial a algunos de
los estados finales.

ER: propiedades algebraicas de ER.
« R+S 2 R+®=R,RySdebenserd®
« RS> RO=09,RoS debenserd

 R* - nunca es ® porque la clausura contiene
a la cadena vacia A



Algoritmos de decision

Membresia: Dado w en 2*, siw esta en L,?.

AF: recorrido de un digrafo o simular un AFD

ER: convertir a un AFN-A, convertira un AFD y
simular



Algoritmos de decision

Equidad: L, y L, son iguales?

Existe un algoritmo para determinar si dos AFD
aceptan el mismo lenguaje.

Demostracion.- Sean M, y M, dos AFD,
entonces de forma algoritmica se puede
construir al AFD M que acepte el lenguaje:

L(M) = (LIM)IL(M;)¢) U (LIM4)°TIL(M,))
Entonces si L(M) # @ (vacuidad).



Algoritmos de decision

Equidad: L, y L, son iguales?
Teorema de Myhill-Nerode. Minimizacion de Automatas

Sea L es subconjunto de A* un lenguaje arbitrario.
Asociado a este lenguaje L se puede definir una
relacion de equivalencia RL en el conjunto A, de la
siguiente forma:

Si x, y estan en A*, entonces (xRLYy) si y solo si (Para
todozen A*; (xzen L, siisolosi,yzenl))

Esta relacion de equivalencia dividira el conjunto A* en
clases de equivalencia. El numero de clases de
equivalencia se llama indice de la relacion.



Algoritmos de decision

Equidad: L, y L, son iguales?
Teorema de Myhill-Nerode. Minimizacion de Automatas

Tambiéen se puede definir una relacion de equivalencia,
RM, en A* asociada a AFD M = (Q;A;5;9,;F)

Si u,v en A* entonces uURMv si y solo si (0(qy;u) = 0(qp;
v))

Esta relacion de equivalencia divide también el lenguaje
A en clases de equivalencia.



Algoritmos de decision

Teorema de Myhill-Nerode. Minimizacion de Automatas

« SiL es subconjunto de A* entonces:
1. L es aceptado por un automata finito

2. L es la union de algunas de las clases de equivalencia de una
relacion de equivalencia en A* de indice finito que sea
Invariante por la derecha.

3. La relacion de equivalencia RL es de indice finito.

« SiL esun conjunto regular y RL la relacion de
equivalencia asociada, entonces el automata
construido en el teorema anterior es minimal y unico
salvo isomorfismos.



Minimizacion de Automatas

Existe un método simple para encontrar el AFD con
numero minimo de estados M equivalente a un
AFD M = (Q, A, d, qq, F). Sea = la relacion de
equivalencia de los estados de M tal que p = g si
y sOlo si para cada entrada x, 0"(p,x) es un
estado de aceptacion si y solo si ”*(g,x) es un
estado de aceptacion

Si p = g, decimos que p es equivalente a g. Decimos
gue p es distinguible de g si existe un x tal que
O*(p, x) en F'y d*(q, X) no esta en F, o viceversa



Ejemplo

® Sea M el siguiente autdémata




Ejemplo

Se tiene que construir una tabla con una entrada
para cada par de estados. Se coloca una X en la
tabla cada vez que un par de estados son
distinguibles. Inicialmente se coloca una X en
cada entrada correspondiente a un estado final y
un estado no final. En el ejemplo, Q - F =
{a,b,d,ef,g,h} y F = {c} colocamos una X en las
entradas (a,c), (b,c), (c,d), (c,e), (c,f), (¢,9)V (c,h).

Para cada par de estados p y g que no se han
identificado como distinguibles, consideramos el
par de estados (r,s), r=0(p, a) y s = 0(q, a) para
cada entrada a.



Ejemplo
Si se demuestra que los estados s y r son

distinguibles para alguna cadena x entonces p y
q son distinguibles para cualquier cadena ax.

Asi si la entrada (r, s) en la tabla tiene una X, se
coloca una X en la entrada (p, q).

Si la entrada (r, s) no tiene X, entonces el par (p,
q) es colocado en una lista asociada con Ia
entrada (r, s).

Continuando se tiene que si la entrada (r, S)
recibpe una X entonces cada par en la lista
asociada con la entrada (r, s) también recibe una
X.



Ejemplo

En el ejemplo, colocamos una X en la entrada (r,
S), porque la entrada (0(b,1), 6(a,1)) = (c,f) ya
tiene una X. Similarmente, la entrada (a,d) recibe
una X. Ahora consideramos la entrada (a, €) que
con la entrada 0 va a dar el par (b, h), asi (a, e)
es colocado en la lista asociada con (b,h).
Observe que con la entrada 1, a y e van al
mismo estado fy por lo tanto no hay cadena con
1 que pueda distinguir a de e.



Ejemplo: Tabla de estados

distinguibles
b | X

X X[ X] X]| X

X| X | X

X

f

g | X| X| x| x| x| X

h




Ejemplo

® Se concluye que los estados
equivalentes sona=e,b=h,yd=1,y
el autbmata con numero de estados es
el siguiente:






Algoritmos de decision

Comprobar el resultado de la minimizacion
con la herramienta JFLAP

Como usar el calculo de particiones o tabla
de estados distinguibles para comprobar la
equivalencia entre 2 automatas deterministas
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