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1. Teoremas sobre funciones derivables

Problema 1 — Determine si la funcion dada satisface las hipotesis del Teorema de
Bolzano sobre el intervalo indicado. En caso afirmativo, encuentre todos los valores de ¢ que satis-
facen la conclusion del teorema. Si no se puede aplicar, explicar por qué no.

(a) f(z)=2%+2—12,[0,5 £) f(z)=|z—2|—1|3—2z|, [%,5]

(b) f(z)=a*—6z+8,[0,3] (g) f(x)=1|2>—1]-3,0,5]

(c) f(x)=2®—22+2—6,[0,3] (h) f(z)=|2® + 2| -2z, [-1,2]

() f(z) =<5 -6, [3,4] (i) f(z)=l]a* = 1| — 2| — 2, [-2,2]

(€) f(z) =3z —8|—4,[2,5] (3) f(z) = —4cos*(z) +3, [0, 5]
Problema 2 — Determine si la funcion dada satisface las hipotesis del Teorema de

Bolzano sobre el intervalo indicado. En caso afirmativo, encuentre todos los valores de ¢ que satis-
facen la conclusion del teorema. Si no se puede aplicar, explicar por qué no.

204+ 1, siz <0, 23— 2z, siz <1,
(a) f(z) = en [—1,1] (b) f(z) = en [0, 2]
z?, six > 0. 22 +1, siz>1.
Problema 3 — Sea f(x) = tg(z). A pesar de que f(§) =1y f(%”) = —1, no hay ningtn punto
x en el intervalo [7, 3”] tal que f(x) = 0. Explique por qué no hay una contradiccion con el teorema
de Bolzano.

Problema 4 — Demuestre que las siguientes ecuaciones posee al menos una raiz real.
(a) ¥*+32-2=0 (b) 2% +423 —Tx +14=0
Problema 5 — Determine si la funciéon dada satisface las hipotesis del Teorema de Rolle sobre

el intervalo indicado. En caso afirmativo, encuentre todos los valores de ¢ que satisfacen la conclusiéon
del teorema. Si no se puede aplicar, explicar por qué no.

(a) f(z) =2 — 4z +3, [1,3] (e) f(x)=x(x—1)% [0,1]
(b) f(x) = a* — 16z, [~4,0) () flo) = 5352, [-1,3]
(c) f(z)=2%—22% —x+2 (1,2 (g) f(x) = sen(x), [, 2]
() f(z)=2%+2?, [-1,0] (h) f(z) = cos(2z), [~ 7]
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(i) f(z) = tg(x), [0,] @) fl@) =1~z —1],[0,2]
() f(z) = sec(z), [m, 2] (m) f(z) = Va2 -1, [-1,1]
(k) f(z)=a"—22% [-2,2] (n) f(z) = Va? - Yz +2,[1,8]
Problema 6 — Determine si la funcion dada satisface las hipotesis del Teorema de Rolle sobre

el intervalo indicado. En caso afirmativo, encuentre todos los valores de ¢ que satisfacen la conclusiéon
del teorema. Si no se puede aplicar, explicar por qué no.

2 —4, siz<l1, x? —4x, siz <3,
(a) f(x)= { en [—2, %] (b) f(z)= { en [—1,7]

or — 8, sixz > 1. 26 —9, six > 3.

Problema 7 — Demuestre que las siguientes ecuaciones tiene exactamente una raiz real.
(@) *4+2—-1=0 (c) 3z +1—sen(z) =0
(b) 2" +523+2—-6=0 (d) 22 —1—cos(z) =0
Problema 8 — La funcién
0, sixz=0,
fz) =

1l—2, si0<zxz<1.

es derivable en (0,1) y satisface f(0) = f(1). Sin embargo, su derivada nunca es cero en (0,1).
,Contradice el teorema de Rolle? Explicar.

Problema 9 — En cada una de las siguientes funciones, investiga si la funciéon verifica las hip6tesis
del Teorema del Valor Medio en el intervalo indicado. Luego encontrar el o los valores de ¢ que
satisface la conclusion del teorema.

(a) f(z)=a®+2x—1,10,1] (h) f(z)=v2—=, [-7,2]
(b) f(z) =2 10,1] (i) f(z) = sen(z), [0,]
(c) fla)=z—1+ 7, [3,3] () flz)= (1‘) + tg(z), [0, 7]
(d) f(z) =375 [1,2] (k) flz) =2+ [1,5]
(e) f(z)=2a®+2z, [-1,1] (1) flz) =1+, [0,4]
(f) f(z) =2~ 8z, [0,2] (m) f(z) =4z +1, [2,6]
() f(z) = |22z +1], [-1,3] (n) f(z)=Vz - =, [-8,1]
Problema 10 — Utilice el Teorema del Valor Medio para demostrar que
lim (Vo +2- ) =0
Problema 11 — FEn cada una de las siguientes funciones, investiga si la funcion verifica las

hipétesis del Teorema del Valor Medio en el intervalo indicado. Luego encontrar el o los valores
de ¢ que satisface la conclusion del teorema.
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8 —4x?, sixz <1, x4, siz <1,

(a) f(x) = en [0, 2] (c) flz)= en [0,2]

4272, six > 1. 20 — 1, siz > 1.

23 —1, siz <1,

(b) f(z) = en [0, 2]

3z —1, sixz>1.

Problema 12 — Determinar los valores a, b y ¢ tales que la funcion f satisfaga la hipdtesis del
teorema del valor medio en el intervalo [0, 3].

1, siz=0,
f(z) = ar+b, si0<z<1
x2+4:c—|—c, sil<a<3.
Solucién: a =6, b=1,c=2
Problema 13 — Determinar los valores a, b, ¢ y d tales que la funciéon f satisfaga la hipotesis del

teorema del valor medio en el intervalo [—1,2].

a, six=-—1,
2, si —1<a<0,
J@) = bx2+c, si0<ax<1
dr+4, sil<ax<?2.
Solucién: a =2,b=-2,¢c=2yd=—4
Problema 14 — En cada una de las siguientes funciones, investiga si la funcién verifica las

hipétesis del Teorema de Cauchy en el intervalo indicado. Luego encontrar el o los valores de ¢
que satisface la conclusion del teorema.

(a) flzx)=a*+2yg(z)=2" 1, [L,2] (d) f(x) = sen(z) y g(x) = cos(x), [0, 5]
(b) f(z) =2% -1y g() =27 [1,3] (e) f(x)=e"yg(x)=e" [0,1]

(c) f(z)=3x+2yg(x) =2 +1, [1,4] (f) f(z) =In(z) y g(z) = 5, [L.€]
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Regla de L’Hopital

Problema 15 — Resolver los siguientes limites, aplicando la Regla de L’Hépital.
_ T _q
1. lim sen(w) — sen(a) = cos(a) 17. lim = = In(a)
r—a €r—a x—0 x
T __ .a
9. lm S =@ _ ) 18. 1m L =% — 4ol (9)
z—a xr—a rT—=a T —a €
. tg(z) — tg(a) 2 19. I{ vroat a)
3 im = e T @ I g — o nlae)
- ctg(x) — ctegla) 2 20. 1 sen(ra®) _ a
4. lim —————=— = —csc’(a) 0- I Sen(ma?) ~ B
_ ar _ Bx
5. lim sec(x) — sec(a) = sec(a) tg(a) 21. lim € c =1
z—a T —a x—0 sen(ax) — sen(Sx)
., csc(x) —csc(a) % —a® a4 5
6. ;ll_rgll ? = — Csc(a)ctg(a) 22. ;141)1}1 m B(I
. In(1+2) a® — ab
7. lim —— =] , b
e A 23. ili)l}) T =0 In(a)
, ln(a:) - ln(a) . 1 aerh 4 axfh —2a%
& T 24. lim > = a”In*(a)
9. lim M _ % 95 I sen?(72%) _
z—0  sen(bx) b i In(cos(m2%))
10. i 2(c08(@)) (9)2 26. 1i a® —a®™  a%In(a)
z—0 ln( (b.’E)) b . :Cl—rf}l a® — o - 1— ln(a)
11. lm iengﬂfi—g) _ 1 97 lim In(nz + V1 —n222) .
e—T 1 —2cos(xz) /3 - lim e+ V=22
1-— ctg3(x) 3 1 T
12. lim == o In(1+37)
o3 2 —ctg(z) —ctgd(z) 4 28 o
2 sen? -1 z
13. lfm ser; (z) + sen(x) _ 3 29, lim In(1 + 3%) _ ~ In(3)
e—T 2sen?(x) — 3sen(x) + 1 z—+oo In(1 +2%)  In(2)
_ 3 In(2+e%) 3
14. lim \/cos(x) . Y/cos(z) _ 1 30. lim n( +€2$) S
20 sen?(x) 12 z—+oo In(3 +e**) 2
1 — cos(x) cos(2z) cos(3x) . In(@?+e%) 1
) = 31. lim ——~ =-—
15. ili)l%) 1— Cos(x) 14 r—r+00 1n(.1‘4 + 62$) 2
3(z) — wT ] b
16. lim B W 3@ _ o, 32. lfm — _ovb

z~%  cos (z+ F) =0 /sen(bx) b
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Problema 16 — Resolver los siguientes limites, aplicando la Regla de L’Hépital.
1. limats =t 5. lim (sen(:c))tg(‘v) =1
z—1 xﬁg
2. lim (1 +2%)"&° @) = ¢ 6. lim (tg (% - f”))Ctg@ =

z—0

z—0

2
— esen(a)

. ctg(mz) _ 1
3. :]Elino(l + sen(7mz)) =e e ii“o ¢/ cos(Va) = NG
4. lim (tg(z))'8®) = 7! 8. lim 250 — 1
Ty z—0
Problema 17 — Resolver los siguientes limites, aplicando la Regla de L’Hépital.
1 1:1 1 x? x2\ @
1. hm< +x> =5 7ot (0 ) L
z—=0\ 24+ x z—0 \ a® 4+ b* \/%
1- v
) 1+xz\ 1= V2 . z—4\" -5
2. lim = — 8. lim =
=1\ 24+ 2 \/§ z—+oo \ x + 1
1+t @ 2 2?1
3. 1im< +g(f"')>‘ U= 9. lm (L3} 7 _.
2—0 \ 1 + sen(z) s5too \ 22 + 4z
i ) x?
4. lim sen(a:) e ectg(a) 10. lm e +1 _ 3
z—a \ sen(a) z—oo \ £2 — 2
1
22 3 242
5. 1o (<@ g 11. lgm (EE2EED = e
2—0 \ cos(2x) z—+00 3 +4
6. lim L+ z2° o _2 12. lim sen(a) + sen(3z) et
=0 \ 1+ 237 3 x—0 \ sen(a) — sen(3x)
Problema 18 — Resolver los siguientes limites, aplicando la Regla de L’Hépital.
, log(x 4+ h) +log(x — h) — 2log(x) log(e)
1. lim =—
h—0 h? x?
9. lim 1-— cos(x)\/coz(Qx) {/cos(3z) _3
z—0 x
3. m sen(a + 2z) — 2 se?(a + x) + sen(a) — _ sen(a)
z—0 T
4 lm cos(a + 2x) — 2 COQS(CL + ) + cos(a) _ _cos(a)
z—0 X
. tgla+2x) —2tg(a+ ) +tgla) 2sen(a)
5. lim =
70 x? cos3(a)



6 1. Teoremas sobre funciones derivables

9 _ 2
6. lim sen(a + x) sen(a + 2z) — sen”(a) _ §sen(2a)
z—0 T 2

Polinomio de Taylor
Problema 19 — Hallar el polinomio de Taylor P,(x) de la funciéon f en potencias de = — a, para
los valores de a y n indicados y dar la forma de Lagrange del resto.

(a) f(z)=Vza=4n=3 (e) f(z)=In(z);a=1,n=5

(b) f(z)=V2x+5,a=2,n=4 (f) f(z)=arctg(z);a=1,n=3

(c) f(z)=cosz;a=3%, n=4 (g) f(z)=cos(mz);a=3,n=4

(d) f(z) =senz;a=7%, n=4 (h) f(z)=2?In(z);a=1,n=4
Problema 20 — Para cada una de las siguientes funciones y = f(x), estimar el error cometido al

evaluar f(z¢) utilizando el polinomio de Taylor P,(x) alrededor del punto a, para los valores de a,
n y xo indicados.

(a) f(z) =In(z);a=1;n=>5 z9=11 (d) flx)=vVae+La=0;n=4 x0 =4

(b) fz)=€"a=0;n="5 20=1 (e) f(z) =cos(x);a=%F;n=420=1

() f(&) = V& a=4n=32=5 (£) f(z) = arcte(z); a=1;n = 3; 29 = V2
Problema 21 — Hallar una aproximacion del valor numeérico de In(2), dando una cota del error
cometido, utilizando los polinomios de Maclaurin de grado 5 de las funciones:

(a) f(z)=In(z+1) (b) f(x)=n (1)
Problema 22 — Estimar %2 con un error inferior a 0,0005
Problema 23 — Estimar sen(0,5) con un error inferior a 0,001
Problema 24 — Estimar /e con un error inferior a 0,0001
Problema 25 — Estimar el maximo error que se comete cuando se aproxima la funcién dada con

su polinomio de Taylor de orden n alrededor de a en el intervalo indicado.

(a) f(z)=cosz;n=3,a=0,[-0.20.2]
(b) f(z)=senz;n=2,a= %7 [0, %]

(¢) flz)=vEin=3 a=4 [45
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2. Representacion grafica de funciones

Analice y grafique las funciones cuyas reglas son las siguientes:

(1) Funciones algebraicas

Problema 1 — Polinémicas.
1. f(z)=2* — 122> + 4822 — 64« 5. f(o)=a3+22-2-1
2. fla)=a3+22-52-5 6. f(z)=2%—-322+4
3. flx)=2%—122 7. f(z)=1/42* - 3/222
4. f(r) =23 —622+92—4 8. f(z)=a%—-523
Problema 2 — Racionales.
2 2
9. == _
f@)= 55— 4. f(2) = —
x
10 f(w):1—1'2 $2
A 15. f(al:):g_a:2
1. f(2) = 5 —
z¢+9 9
x
4z 16. f(z) =
. = — 1 2
12. f(x) o +x
13 _ait2o] 17 f(o) =~
fl@) = ‘ T 1442
Problema 3 — Irracionales.
18. f(z) = xv25 — 22 21. f(z) = z
) x—2
x
19. f(z) = z
f(@) o 22. f(x) = 5~
e —1
x

20. f(x) = = 23. f(z) = (2% — 23)1/3

" ]
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(2) Funciones trascendentes

Problema 4 — Logaritmicas.

24. f(x) =z — In(z)

25. f(z) = )
26. f(x) = ()

27. f(z) = zIn?(x)

Problema 5 — Exponenciales.

32. f(x) =xze™®

2

33. f(x)=e"

34. f(x) =x2%e"

Problema 6 — Trigonometricas.
38. f(x) = sen(x) cos(x)
39. f(z) =sen(z) + cos(x)

40. f(z) = e Tsin(z), z € [—m, 7]

Extremos Absolutos

28.
29.
30.

31.

35.

36.

37.

41.
42.

43.

(x)
f(a) = win(z)
f(x) = logy(2® + 1)
f(x)=2%In (%)
fa)=<
f) =5
flz) = 2ze 2"
f(z) =e%cos(z), x € -, 3]

f(x) =2sen(x) —sen (2z)

f(z) =sen(z)+sen(2x)

Problema 7 — Hallar los extremos absolutos de la funcién en el intervalo cerrado.

1. f(x) = 2% — 2z, [0,4]
2. f(z) =23 12z, [0,4]
3. f(z) = F. [-1,1]

4. fo) = 2, [-2,2)

5.

6
7.
8

f@) = 35, [0,1]
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Graficos de las funciones algebraicas y transcendentes

(1) (2) 3)

104 44 67
8 3]
61
¥ y 24
41
24 H 2
2 1 0 1 2 3 5 6 4 3 2 3 4
-2 x x . -
2 1 0 1 2 3 4
X
2]
4]

6 104 8
4]
Y5 y 4
v
21
3 2 10 1 2 3 -4 -2 0 2 4
X x
4 -3 \-2 -1/0 1 2/ 3
x
5l
24
4] -101
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(10) (11) (12)
6 1 2
N
y v y 1
5
! 2 6 ) 2 20 <15 -10 -5 5 10 15 20 10 8 6 4 20 2 4 6 8 10
X X X
]
-1
4]
-6 -1
(13) (14) (15)
10 10 ol
6l
y 5 vl 5 ¥
5]
-10 55 0 5 10 5 4 2|0 2 4 6 10 8 6 4|20 2|a 6 8 10
X X X
3]
s 5]
6l
-10 10 9]
(16) (17) (18)
2 17 16
12
“10 s 5 10 y 8
X
v 14
- 47
5 | -4 2 2 4 6
v [-21 /4 x
-10 55 0 5 10
x -8
3]
121
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(19) (20)
164 24
124
y| 8 14
4]
6 -4 2 0 6 6
~4
_8— -11
_12]
-16° -2/
(22) (23)
3 4
3]
2]
y V 24
14 N
8 6 -4 -2|0 4 0 2
,l—
11
2
ML
3]
3 4]
(25) (26)
1 10
2 10 1 y s
,1—
0
2 4
y -2 x
-5
,3—
_44 -10

-1
(24)
2 4
(27)
1 2 3
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(37) (38) (39)
27 14 27
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> 2 v U
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.51
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(40) (41) (42)
27 29
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~14
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-g8- -2°
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y 1
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3. Problemas de optimizacion

Problema 1 — La base y la altura de un tridngulo is6sceles miden, respectivamente 6 unidades y
12 unidades. Hallar el &rea maxima posible de un rectangulo que pueda inscribirse en el triangulo con
uno de su lados sobre la base del tridngulo. ;Cuéles son las dimensiones del rectangulo de maxima
area?

Solucién: 3 unidades y 6 unidades

Problema 2 — Hallar las dimensiones de un rectangulo de 72 m. de perimetro que encierra un
4rea maxima.
Solucién: 18 m cada lado.

Problema 3 — Se quiere cercar un terreno rectangular que esta a las orillas de un rio. Si se cercan
sOlo tres lados del terreno y se cuenta con 400 m. de alambrada. ;Qué dimensiones debe tener el
terreno si se quiere que tenga area maxima?

Solucién: 100m. y 200m.

Problema 4 — Se construye cajas sin tapa utilizando laminas de cartén cuadrado de 96 cm. de
lado, a las cuales se recorta un pequeno cuadrado en cada esquina. ;Cual debe ser la longitud del
lado del cuadrado cortado si se quiere que la caja tenga volumen maximo?

Solucién: 16cm.

Problema 5 — Se construye cajas sin tapa utilizando laminas de cartéon rectangulares de 21 cm.
por 16 cm, a las cuales se recorta un pequeno cuadrado en cada esquina. ;Cuél debe ser la longitud
del lado del cuadrado cortado si se quiere que la caja tenga maximo volumen?

Solucién: 3cm.

Problema 6 — Se desea construir una pista de carrera de 400m. de perimetro. La pista debe estar
formada por un rectangulo con dos semicirculos localizados en dos lados opuestos del rectangulo.

(Cuales deben ser las dimensiones del rectangulo si se quiere que el area de éste sea maxima?
Solucion: @m y 100m.

Problema 7 — Se desea construir una pista de carrera de 560m. de perimetro. La pista debe
encerrar un terreno que tenga la forma de un rectdngulo con un semicirculo adjunto a cada uno de

los lados opuestos del rectangulo. El rectangulo debe tener drea maxima. Hallar las dimensiones del

rectangulo.
Solucion: 2%m cada lado.
T
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Problema 8 — Hallar las dimensiones del rectangulo de &rea méxima, de lados paralelos a los
ejes v que puede inscribirse en la regién acotada por las parabolas.

2 2
x x
Y 3 Y 6
Solucién: los lados miden 4
Problema 9 — De un tronco circular de radio 3m. se quiere cortar un viga rectangular de maxima

resistencia. Hallar las dimensiones del rectangulo. Se sabe que la resistencia de una viga rectangular
es directamente proporcional a su ancho y al cuadrado de su altura. Es decir, R = ka h?, donde R
es la resistencia, k es una constante de proporcionalidad, a es el ancho del rectangulo y h su altura.
Solucion: a = 2v/3 m. v h= 2v/6 m.

Problema 10 — Un hotel tiene 100 habitaciones. El gerente sabe que cuando el precio por habita-
cion es de $45 todas las habitaciones son alquiladas; pero por cada délar de aumento, una habitaciéon
se desocupa. Si el precio de mantenimiento de una habitaciéon ocupada es de $5 ; Cuantas habitaciones
deben alquilarse para obtener la méxima ganancia? ;Cudl debe ser el precio por habitacion?
Solucion: 70 habitaciones, $75.

Problema 11 — Se quiere cercar un terreno rectangular y luego dividirlo en dos partes iguales
mediante una cerca. El area del terreno encerrado debe ser de 864m?. Si se desea utilizar la minima
cantidad de cerca, jqué dimensiones debe tener el rectangulo?

Solucién: Las dimensiones son: 24m y 36m.

Problema 12 — Se quiere construir una caja cerrada de madera de 72dm? de volumen. La base
debe ser un rectangulo cuyo largo sea el doble de su ancho.

(a) (Qué dimensiones debe tener la caja si se quiere usar la minima cantidad de madera?

Solucién: Las dimensiones son: 3dm; 6dm y 4dm.

(b) ;Qué dimensiones debe tener la caja si no tiene tapa?

Solucioén: Las dimensiones son: 3\3’/§dm; 6+v/2dm y 2/2dm.

Problema 13 — Se quiere imprimir un libro, en el cual cada pégina tenga 3 cm. de margenes
superior e inferior y 2 cm. de margen a cada lado. El texto escrito debe ocupar un area de 294 cm?.
Si se busca economizar papel, jqué dimensiones de la pagina son las mas conveniente?

Solucién: 18 cm. y 27 cm.

Problema 14 — Se tiene un terreno rectangular de 480 m?, de 4rea, sobre el cual se va a construir
una casa que tendré también forma rectangular. Para jardines se dejaran 5 m. de frente, 5 m. atras y

4 m. a los costados. ;Qué dimensiones debe tener el terreno para que el area de la casa sea maxima?
Solucién: 86 m. y 10v/6 m.

Problema 15 — Para envasar sus productos una compania necesita pote cilindricos de hojalata
de 27 litros de capacidad y con tapa. ;Qué dimensiones debe tener cada pote si se quiere usar la
minima cantidad de hojalata?
Solucién: radio 1 y altura 2.
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Problema 16 — Resolver el problema anterior para el caso en que el pote no tenga tapa superior.
Solucion: radio /2 y altura V2.

Problema 17 — Se quiere construir vasos (cilindricos sin tapa) de vidrio que tengan 1087 cm?.

de material. ;Que dimensiones debe tener el vaso si se quiere que contenga la mayor cantidad de
liquido?
Solucién: radio 6 cm. y altura 6 cm.

Problema 18 — Un arquitecto quiere disefiar una ventana en forma de rectdngulo coronado por
un semicirculo. Si el perimetro de la ventana esta limitado a 24 metros, jqué dimensiones deberia
elegir el arquitecto para que la ventana permita entrar la mayor cantidad de luz?

Solucién: radio de la parte semicircular 41—4” y la altura de la parte rectangular 41—4”
Problema 19 — Un arquitecto quiere disefiar una ventana en forma de rectdngulo coronado por

un tridngulo equilétero. El perimetro de la ventana es de 3 metros. ; Qué dimensiones deberia elegir

el arquitecto para que la ventana permita entrar la mayor cantidad de luz?

Solucién: La altura del rectangulo debe ser 32__32‘\/% y el lado del tridngulo es de 6_3 7

Problema 20 — Un trozo de alambre de 12m. se corta en dos partes. Una parte se doblara para
formar una circunferencia y la otra se doblard para formar un cuadrado. ;Doénde se haré el corte si
la suma de las areas es minima?

Solucién: El alambre se cortard en 42&m para construir la circunferencia y el resto del alambre

T+4
para construir el cuadrado.

Problema 21 — Un trozo de alambre de 20m. se corta en dos partes. Una parte se doblara para
formar un tridngulo equilatero y la otra se doblaré para formar un cuadrado. ;Ddénde se hara el corte
si la suma de las areas es minima?

Solucién: El alambre se cortarda en —-39

9+4/3

m para construir el tridngulo equilatero y el resto del
alambre para construir el cuadrado.

Problema 22 — Encontrar dos niimeros positivos que satisfagan los siguientes ejercicios
(a) El producto es 185 y la suma es minima.
(b) El producto es 147 y la suma del primero més tres veces el segundo es un minimo.
(c) El segundo ntmero es el reciproco del primero y la suma es un minimo.
(d) La suma del primero y el doble del segundo es 108 y el producto es un maximo.

(e) La suma del primer namero al cuadrado y el segundo es 54 y el producto es méaximo.

Problema 23 — Hallar los puntos de la hiperbola 22 — y? = 1 mas préximo a (0, 1).
sa V5 1 V5 1
Solucioén: (—7, 5) y (7, 5)
Problema 24 — Hallar un punto sobre la parabola y = 4 — 22 tal que la recta tangente en el

segundo cuadrante, determine un tridngulo de drea maxima (con los ejes coordenados)

Solucién: (—g\/ﬁ7 %)
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Problema 25 — Determine el area del tridngulo isésceles més grande que pueda inscribirse en un
circulo de radio 6. Identificar el tipo de tridngulo de drea méxima.
Solucién: 27v/3

Problema 26 — ;Cual de los cilindros de volumen dado tiene menor superficie total?
Solucion: Aquél, donde la altura es igual al diametro de la base.

Problema 27 — ;Cuéles son las dimensiones de un cilindro circular recto inscrito en una esfera
de radio a, cuyo volumen sea maximo?

Solucién: radio @a y altura %a.

Problema 28 — ;Cuéles son las dimensiones de un cilindro circular recto inscrito en una esfera
de radio a, tal que la superficie lateral sea la mayor?

Solucién: radio ga y altura v/2a.

Problema 29 — ;Cuéles son las dimensiones de un cono circular recto inscrito en una esfera de
radio a, cuyo volumen sea maximo?

Solucién: altura %a y radio %a

Problema 30 — Circunscribir en torno a un cilindro dado un cono circular recto que tenga el
menor volumen posible (los plano u centros de sus bases circulares coinciden). Hallar las dimensiones
del cono.

Solucién: radio %R y altura 3H, donde R es la radio del cilindro y H su altura.

Problema 31 — Hallar las dimensiones del rectadngulo de drea maxima que puede inscribirse en
un semicirculo de radio r.
Solucién: V27 y @ r
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4. Curvas paramétricas y Coordenadas Polares

Problema 1 — Trazar la curva que representa cada par de ecuaciones paramétricas,
indicando su orientacion de la curva. Ademés, elimine el parametro y dar la ecuacion
rectangular correspondiente que tenga la misma grafica.

r=t—1 x =3+ 2sen(t) o
1'{y:2t—1’t€[ 1,5]. 9’{y:4+sen(t) ,te -3, 5]
Sol: y =2x + 1, z € [-2,4] Sol: y = 3(z +5), z € [1,5]
T =3t x = 4cos(t)
2. ,te|—-2,3]. . T .
{Z/:t2_1 | ] 10 {y:4sen(t)’t€[ 23]
Sol: y = %2 -1,z €[-6,9 Sol: 22 + 4% =16, x € [0,4], y € [—4,4]
r =/t x = 8cos(t)
3. { =5t , t €0, 00). 11. { y = 8sen(t) ,te[0,m].
Sol: y =5 — 2%, 2 € [0,00) Sol: 22 +y? = 64, x € [-8,8], y € [0, 8]
x = 2t x = — cos(2t) oo
4.{y:t4+1,t€[0,oo). 12'{y:sen(t) cte -1, 7]
So];y:%{-l,xe[()’oo) Sol: 2y2:x—|—1,x6[—1,0],y6[—‘/7§,§]
x=cél x = tg(t)
5. { Y = , t €[0,In(2)]. 13. { y = sec(t) yte(—=35,5).
Sol: y = 23, z € [1,2] Sol: Y2 —22 =1, 2 € R,y € [1,00)
:—t x:t3+1
6.{;3:6_(1 , t€[0,00). 14'{y:t2—1 s te[-2,2].
Sol:y:—%,xe(—oo,—l] Sol: y=3/(x—1)2 -1,z € [-7,9
= 2 x = 3cos?(t) ”
15. ,te |5,mT|.
7'{y:t4+3t2—1’t€R' {yzQsen2(t) [2 }
Sol: y =22+ 3z — 1, x € [0,00) Sol: y =2— 2z, z €[0,3]
r=t3+t+4 x = sec?(t)
. . 16. L telo,T).
° {y=—2t3—2t’t€R {yztg2(t) €03)

Sol: y=—-2x+8,z€eR Sol: y=a —1, z € [1,00)
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Problema 2 — Hallar la g—g y 22712/ sin eliminar el parametro. Ademés, halle la ecuacién de la recta
tangente a la curva dada en el punto indicado.
x =4t x = cos(t)
1. = 3. . =z
{yzgt_Q,t 3 5 {y:t =
T =13 x = 2sec(t)
2. t=1. 6. t=-I.
{yzt“ {y=2tg(t) ’ 6
_ — ~ncd
3. {w=Vi =1 7. x_wiw,tzl
y=3t—1 y = sen®(t) 4
xr=el x =t —sen(t)
4. == 1 . e .
{y:et’t 8 yzl—cos(t)’t m
Problema 3 — Para cada una de las siguientes ecuaciones paramétricas. Hallar los valores del

parametro para los cuales la curva es concava hacia arriba. Ademas, hallar los valores del parametro
para los cuales la curva es concava hacia abajo.

2 —
=Y +1 x = 2ctg(t)
1. 2 ,teR. 3. Lt € (0,7).
y=1>—6t y = 2sen?(t)
r=1 -3t
2. ,teR.
y=1t>—-2
Problema 4 — Para cada una de las siguientes ecuaciones paramétricas. Hallar los puntos en la

grafica donde la recta tangente es horizontal. Ademas, hallar los puntos en la grafica donde la recta
tangente es vertical.

r = 3t? x = 2cos(t)
1. ,t €R. 3. , t €]0,2m7].
y=1t>—12t y = 2sen(2t)
r=1 -3t
2. ,teR.
y =t*
Problema 5 — Grafique el punto con las coordenadas polares indicadas.
1 (377-() 4 (_17 %) 7 (37 %)
2 (27_%) 5 (_47_%) 8 (_27 37”)
5. (1) 6. (2,77) 9. (2,37)
Problema 6 — Para cada uno de los puntos anteriores, encuentre coordenadas polares alternas

que satisfagan
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1. 7>0,0<0 3. 7<0,0>0
2. 7r>0,0>2r 4. r<0,0<0
Problema 7 — Encuentre las coordenadas polares de los puntos cuyas coordenadas cartesianas

son las siguientes.

1. (-2V3,-2) 5. (vV6,v/2) 9. (2¢/3,-2)
2. (1,v3) 6. (—¥2, 42 10. (v/15,—/5)
3. (vV2,—V2) 7. (1,-1) 11. (1,—/3)
4. (0,—4) 8. (—1,1) 12. (—1,—V3)
Problema 8 — Dibuje la region sobre el plano que consiste en los puntos (r, #) cuyas coordenadas

polares satisfacen las condiciones indicadas.

1.2<r<4,0<0<n 4.r20,%<9<%’r
2. 2<r <4, 5. —-1<r<1L,0<0<3
3. 0<r<2, -5<0<3 6. —2<r<4, <0<
Problema 9 — Encuentre una ecuacién polar que tenga la mis grifica que la ecuaciéon rectangular
dada
1. y=5 5. 3z +8y+6=0
Solucion: r = 5csc(6) Solucién: r = W(gsenw)
2.2+1=0 6. y>=—4r+4
Solucion: r = — sec(#) Solucion: r = H%OS(Q)
3. V3y==x 7. 2212y —36=0
Solucién: 6 = Z Solucién: r = ﬁg(g)
4. y =3z 8. x2 +19y% =36
Solucion: 0 = % Solucion: r =6
Problema 10 — Encuentre una ecuaciéon rectangular que tenga la mis grafica que la ecuacién
polar dada
1. r = 2sec(f) 4. 2r = tg(0)
2. rcos(f) = —4 5. 72 = 4sen(20)

3. r = 6sen(26) 6. r%cos(20) = 16
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7. r+5sen(d) =0 8. r =2+ cos(d)

Problema 11 — Identifique por nombre la grafica de la ecuacién polar dada. Después trace la
grafica de la ecuacion.

1. r=6 8. 2r =1 —cos(h) 15. r = 6cos(6)

2. r=-1 9. r =sen(20) 16. r = —2cos(0)

3. 0=73% 10. r = 3sen(40) 17. r = —3sen(h)

4. =151 11. 7 = 3cos(30) 18. r = 5sen(f)

5. r =1+ cos(0) 12. r = 2sen(30) 19. 72 = 4sen(20)

6. r=5—b5sen(h) 13. r = cos(50) 20. 72 = 4cos(26)

7. r =24 2sen(h) 14. r = 2sen(90) 21. 72 = —9sen(26)
Problema 12 — Encuentre los puntos de interseccion de las gréaficas del par de ecuaciones polares
indicadas

1. r =2, r =4sen(h) 3. r=1—cos(f), r=1+ cos(d)

2. r =sen(f), r = sen(20) 4. r =3 —3cos(#), r = 3cos(h)

Problema 13 — Encuentre la pendiente de la recta tangente en el valor indicado de 6.

1. r=0;0= 3. 7=4-2sen(f); 0 =3

2. r=43,0=3 4. r=1-cos(d); 0§ =3¢
Problema 14 — Determine los puntos sobre la grafica de la ecuaciéon dada en los cuales la recta

tangente es horizontal y los puntos en los que la recta es vertical.

1. r =24 2cos(f) 2. r=1—sen(d)

Problema 15 — Encuentre la ecuacion polar de cada recta tangente a la grafica polar en el origen.
1. r = —2sen(0) 4. r=1—2sen(0)
2. r =3cos() 5. r = 2sen(50)

3. r =1+ +2sen(d) 6. r = 2sen(20)
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Grafica de los ejercicios del problema 1

(2) (3)
Yy Yy
8 1 s+
61 61
¢
it IRt
\ 2] 2 \
T 64%%46&%5’3 21_2”ié:§4$
4 4
-6 L 61
(4) (5) (6)
Yy Yy Yy
4t 81 51
31 61
2 1
21 it
14 24 r_é_’(_/‘/- 1t
2 1 2 3 4 % 2 -1 1 2 3 % 6 5 4 3 -2 -1 r
1 o] 1
2+ 4+
24
a3l
sl
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Yy Yy Yy
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21 2] 2
1 | 1
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Problema 1 — Calcule las siguientes integrales directas a partir de la tabla:

1. /(6x2+8x+c)dx

o

e

o

10.

11.

. /(3—2t+t2)dt

/x(az —1)(z — 2)dz

. /(2 — 23)2dx

3 3
/<E+F+5>dx
y4—|—2y2—1

VY
/ V2zdzr

/ L

dy

12. /—daz
. (e )a
./<x2+%>daz

1

W

15. /(\/5 1)@ — vE + Dda

16. / (22 +1)(2% — Udax

3
x2

1
17. —d
/x2+7 v

1
18. —_
8 /x2_10d33

1
19. dx
V4 + 22
20. dx
V8 — 22
21. /\/2—{—3: \/2—xdx
Vi — 24

22. / ctg?(z)dz

23. /tg2 (z)dx

24. [ ctgh®(z)

25. [ tgh?(z)

26. 3Tedx

27.
1—|—2x

28.

2
9. 4 — 9;1:2

30.
512 +9

31.
9—1-;1:2

32.
1 —sen(z

33.

/
[ e
/
=T
/\/7
| 5w
| 7
| 7=
J =
| e

1—|—cos
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5. Integrales Indefinidas

Problema 2 — Calcule las siguientes integrales por sustituciéon simple:

(a) Directamente

1. / sec(x)da

.

— S S S S S S S S S S S

10.

11.

12.

13.

14.

15.

¢
»n
@)

(x)dz

o

@}

|2}
N

16

17

18

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

28.

29.

-/
-/
-/
/

30.

cos(

2x)

(2 + 3sen(2z))3

14 22

arctg(z)

1

(14 x?)arctg(x)

e dx

/(6596 + 25%)dx

dzx

dx

34

35

36

37.

38

39.

40.

41

42

4

w

44

45

. /\/5r+1dr
. /\/AJ:+Bd:1:
/;da:
' V3 + 2
/ 1
. —dx
vVAx + B
. /J:\/x2+1da:
2
. /xidx
Vs +1
2
T
/5_x6dx

[ s
) VI =dA
arccos(x) — x

V1—2?
x — arctg(x)
—d
/ 1+ 22 v

dzx

. / 1 &
Vi /1+

. / 2 (VI—2) do

./(\/m(s—i—l)Q)ds
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Az + B Az + B
Problema 3 — (b) Completando cuadrados en / 2907—1— vt
ar® +br +c \/ax2+ba:+c
T 3z —1 1
1. dx 10. —dx 19. ——dx
/332+1 /l'2—$+1 /\/x(3x+5)
T+ 1 1
11. —d - -
/x2+2x+5 /6x2+1‘—1x 20'/2—396—932dx
20 — 1 1
3. 12. /7@: Y
/3:1:2—2:1:+4 ba? — x + 2 2 /5332—1’_1dx
4 3 4 2
4 / 13'/63: 25:): + LA 29, T+ 3
3:+3x—|—1 224 —3x -1 ,/43324_4334_
32° — bzt + Tad — 3 r—3
5. 14. d 23.
/x2—6x+5x / 2 _3r—1 7 /3660 2
x T+ 3
6. 15. ———d 24.
/2z2—2z+1 “ /\/21*2-1-31: \/3—1—41'—41'2
1 _3x 45
7. 16. ——dx 25.
/3:1:2—2:1:+2 / 2 — 3x — 422 VT 33—1
6x — 1 x
8. dx 17. /7&): 26. /7dx
/31‘2—71'—1—11 vVz+z+1 V4 — x?
3x — 2 1 2x —l— 1
9. ——d 18. ——dx 27.
/51’2—31’—1—295 / 5 — Tx — 322 VvV
1
Problema 4 — (c) Completando cuadrados en / dx
(Az + B)Vax? + bx + ¢

1. / x\/%dx 5. / (m_l)bmdx

1
2. dzx
/(:1:+1)\/:1:2+1
3/ L
. —dzx
V1 —z2

1
4. —_—dx
/ v+ —1

1
o /(1‘+1)\/x2—2dx

1
7. ——dx
/ V9 + 22

1
8. dx
/ (x +1)Va? + 2z
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5. Integrales Indefinidas

Problema 5 — Integraciéon por partes:

1. / arcsen(z)dx

13. /:L'2 In(z) dx

2. /arccos(:c)d:v 14. /J:Sln(x) dx

3. /arctg(a:)da: 15. /lnix;) dx

4. /a: arcsen(z)dx 16. /\/Eln(a:) dx

5. /x arcsen(x?)dx 17. /ln(\/f) dz

\/E

6. / z arccos(z)dx 18. / (22 + 1) In(z) dx

7. /33 arc tg(z)dx 19. /(x +1)?In(z + 1) dx

8. / a“t\%ﬁ)dx 20. / 2In(z + 1) dz

9. /arcsen(ﬁ)dx 21. /(1 —x)e’ dz
10. / In(z) dx 22, / e () dy

11. /1n2(x)da: 23. /J:Bexdx

12. /1n3(g;)d:c 24, /e3ﬁd:c
Problema 6 — Integrales trigonométricas:

1. /sen3(3x)da: 5. /cosg(:c)d:c

2. /sen4(5x)dx 6. /cos4(:1:)d:1:

3. /sen5(\/§a:)d:1: 7. /cos5(2x)dx

4. /sen6(a:)d:1: 8. /tgg(a:)dfz:

25.

26

27

28

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

10.

11.

12.

2
/56'3690 dz

| =

. dx
1+ 22

. /x3\/1 + 222 dx

xre®
. ——d
/ 1+22 ™

xe®® dx

x cos(x) dx
3 cos(2z) da

cos(In(x)) dx

=)

In(z + 1+ 22)dz

cos(z) In(sen(x)) dx

arc sen (/1) p
T

X

[
|
8

2% cos(z) dx

— — — S~ — S S S S S S
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13. /csc4(33:)da: 18. /sen4(a:) cos®(z) dz 23. /tg3(3:c)sec3(3x)da:
14. /sec4(7x)dx 19. /seng(az) cos?(z) dx 24. /cos4(2:1:)sen3(2x) dx
15. /sen(2:c)sen(5:c)da: 20. /senQ(a:) cos?(z) dz 25. /tg4(a:)sec4(a:) dx

16. /cos(5x)sen(3x) dx 21. /sen4(2x)cos4(2:1:)da: 26. /tgg(x)sec5(x) dx

17. /cos(2x) cos(3x) dx 22. /senﬁ(a:) cos?(z)dx 27. /th(a:)sec(a:) dx
Problema 7 — Calcule las siguientes integrales por cambio de variable (trigonométrico o hiper-
bolico)

3
1. /\/x2+a2daz 6. /%dl’ 11. /$2\/4—$2dl’
V2 —x

/ Va2 1
2‘/ z? — a?dx 7. /L—’_ldl‘ 12. —dx
T $2‘/$2+1

1 2 —
3. /\/ a® — r*dz 8. /7@; 13. [V 4,
x4 — 22 x
2 1
1
Ny pcEay o. [ Vo PH R —
V(1 +22)3
2 N 1
5. [ s 0. [ L R —
V1—22 x? x2y/x? — 16
Problema 8 — Integrales racionales (descomposicion en fracciones simples)
1 3z —x—1 502 — 11z 45
1. | ——=d e
/332—a2 v 6. / x3 — a2 dx 1. /:1:3—4:1:24—5:1:—26[:6
1 r—3 22 —dx +3
2. dz 7. | ——=d _—
/aQ—az2 /J:3+:1:2 B 12. / z(z +1)2 d
1 1 2
3. /76516 8. /7d1: 2”3
(1= a?)a? 3 + 3 13. / P 4a? + 50 12
dx — 2 1
4. | —————d 9. /—dm
/x3—x2—2x$ (z+2)*(x+1) 14. /23:3—1—:cx
622 — 22 — 1 2?2 -3z -7 x—|—4
o | ——— 10. d 15.
5 / g /(x+1)2(21:+3) ! /1’
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Problema 9 — Integrales irracionales.

1 NG 1
1. d S 7. —d
= [ g [

\/_ \/;_\3/5 x4+ 3 .
2. 1+\/— EL/WCZJ: 8./x+6\/—2d

YT+ 1
vz +l,

T 6 /*dw 3+xd
V-1 ") Vit iz 3o "

Problema 10 — Integrales trigonométricas que se transforman en racionales.
1 1
1. | —————d 5 | ————d
/ 1+ sen(x) . / 1 — 2sen(x) v
1
2. 6. d
/ 2+ cos(z / 1 + sen(z) — cos(x) v
N e v/ . d
dz x
5+ SCos 1 —sen(x) + cos(x)
4. 8. d
/4+4sen du /SSen ) + 4 cos(x) v



